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CHAPITRE   XVI. 

ÉQUATIONS  CANONIQUES.  THÉORÈME  DE  JACOBI. 

APPLICATIONS. 


291.  ffistorique.  —  Les  équations  du  mouvement  d^un  point, 
soit  libre,  soit  assujetti  à  glisser  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe 
fixes  ou  mobiles,  ont  été  mises  par  Lagrange  sous  une  forme  qui 
est  la  même  dans  les  trois  cas;  avec  cette  seule  différence  que  le 
nombre  des  paramètres  à  trouver  en  fonction  du  temps  est  trois 
pour  un  point  libre,  deux  pour  un  point  sur  une  surface,  un  pour 
un  point  sur  une  courbe  (n***  2S9,  263,  278).  Nous  verrons  plus 
loin  que  les  équations  du  problème  le  plus  général  de  la  dyna- 
mique des  systèmes  peuvent  se  mettre  sous  cette  même  forme, 
le  nombre  des  paramètres  étant  alors  quelconque. 

Les  transformations  et  les  théorèmes  qui  suivent  s'appliquent 
IL  I 
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.-  sewemcnt  au  cas  particulier  où  les  projections  X,  Y,  Zdelarésul- 
^tante  des  forces  données  appliquées  au  point  sont  les  dérivées 
partielles,  par  rapport  à  x^  y,  -s,  d'une  fonction  U  {Xyy^  z,  t)  pou- 
vant contenir  explicitement  le  temps  t»  Les  équations  de  La- 
grange  sont  alors  de  la  forme 


d  /àT\  _  àT_  _ 


dyv'  ^^  ~    d} 


— f-r-  y 


oii  v=  I,  2,  3  pour  un  point  libre,  v=  i,  a  pour  un  point  sur 
mut  surface,  v  =  i  pour  un  point  sur  une  courbe.  Nous  dévelop- 
perons la  théorie  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  que  le  point 
Hoil  libre,  v  =  i ,  u,  3  :  il  j  aura  alors  trois  équations  et  trois  pa- 
rnm<''lres  q^y  </a>  73*  Mais,  comme  on  le  verra,  les  raisonnements 
sont  indépendants  du  nombre  des  équations  (i). 

Une  Iransfonnation,  commencée  par  Poisson  et  terminée  par 
llamillon,  permet  dN^crire  ces  équations  sous  une  forme  qui  ne 
«toiilirnt  pluH  (|ue  les  déiMfél  partielles  d'une  seule  fonction  et 
qui  vHl  ivàn  propice  aux  recherches  théoriques. 

(Irihî  (oruM^  a  conduit  Jacobi  à  un  théorème  extrêmement 
n«niar(|nable  niir  l'intégration  des  équations  du  mouvement. 


I.  -  ÉQUATIONS  CANONIQUES.  -  THEOREME  DE  JACOBI. 

âth!.  Tram formatloa  de  Poisson  et  Hamilton.  —  Poisson  eut 
ridée  t\c  pirndre  coinmtf'^ariables  les  quantités 

,>T  àT  àT 

<■''  '""<"/;■•      '"'^^^'      '"^W.' 

Os  écpiations  élant  linéaires  par  rapport  aux  lettres  y',,  gr^,  y'^, 
j)uiH<|ue  1'  est  une  fonction  du  second  degré  de  ces  quantités, 
pourront  être  résolues  et  donneront 

7i  ==/t(ÇiyÇtyÇZyPiyPtyPiy  0. 
9i  =/i(Çlrqi,Ç3,PliP2yPZy  0- 

Voyons  ce  que  deviennent  les  équations  de  Lagrange  quand  on 
y  remplace  </',,  q'^,  q\  par  ces  expressions. 
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Tout  d'abord  le  premier  terme  des  équations  (i) 


dt  \dq'J 


devient  simplement 


dt  ' 


Pour  transformer  le  second  terme  —  r —  >  laissons  dans  Tex- 

àqy, 

pression  de  T  la  variable  t  constante,  et  donnons  aux  variables 
q%jq^iqz^  P\^P2yP^  des  accroissements  infiniment  petits,  arbi- 
traires, indépendants  0^1,  oqrj,  0^3,  o/?ï,  3/»2,  0^3;  il  en  résulte 
pour  q\^  <7j,  q'^  des  variations  Zq\^  ogr^,  oq'^  définies  par  les  rela- 
tions (3)  dans  lesquelles  t  reste  constant. 

La  fonction  T,  qui  dépend  des  lettres  q^^  ^Tj,  q^^^  q\^  q\-,  q\  et  t^ 
subit  alors  une  variation  oT  donnée  par  la  formule 

àqx     ^  àq^     ^  àq^     ^  dq\  dq'^     ^*        ôq'^     ^' 

ou,  en  vertu  des  équations  (2), 

oT=  —  '^^»-^^j^^î-+-^  oq3-hpioq^  -^  ptoqt-hpzoq'^; 

ce  qu'on  peut  écrire 

oT=  o(j)iq\  -^Piq'i  -^pzq'z) 

01  ^  dl  ^  dl   ^  ,  ^  ,  ^  ,  ^ 

En  posant,  pour  abréger, 

K  =/?i<7i  -^Ptq'i  -^P%f]'z  — T, 
cette  identité  s'écrit 

^_.  ')T  .x  c>T  ^  OT  ^  ,  ^  ,  ^  ,  ^ 

oK  =  —  ^  0^1  _-         ô<7,  -  —  0^73  -f-  7 ,  0/?,  -h  7,  o/>,  -F<73  o/?3  ; 

ce  qui  donne  une  première  expression  de  la  différentielle  oK. 
Supposons  d'autre  part  K  exprimé  au  moyen  du  système  nou- 
veau  de  variables  7« ,  725  ^3>  />n />2> /t'a  »  ^  ;    quand  (71,72?  731 
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PiiP2^P3  subissent  les  accroissements  arbitraires  considérés,  la 
diflFérentielle  SK  est  donnée  par  la  formule 

dK  ^  âK  ^  dK  ^  dK  ^  ÔK  ^  dK  ^ 

àçt  àqt    ^  dqi    ^  âpi    ^  âp^    ^         dp^ 

Cette  expression  doit  être  identique  à  la  précédente,  quels  que 
soient  Zq^^  Zq^^  oqr.,,  o/»|,  8/»2,  op^  ;  on  a  donc 

Dans  ces  équations  les  dérivées  partielles  de  T  sont  prises  en 
supposant  T  exprimé  en  (/i,  ^Tj,  grj,  q\^q\^  q\^  et  celles  de  K  en 
supposant  cette  fonction  exprimée  en  gr,,  q^^  qzj Pi^p^y  fz*  En 
vertu  des  équations  (4),  les  équations  de  Lagrange  (i)  prennent 
la  forme 

dt         dq^f        dqy,  dt         dp^  ^  >     >     ' 

Considérons  la  différence 

H  =  K  -  U  ; 

la  fonction  U  dépendant  seulement  de  x^  y,  z,  t  s'exprime  au 
moyen  du  temps  et  des  seules  variables  ^i,  q^^  ^3,  tandis  que  K 
dépend  du  temps,  des  variables  ^r,,  q^^  q^  et  aussi  des  variables 
Pm  P2t  Pz  ;  de  sorte  que  l'on  a 

dKdn  dK       d\}  _  d\\ 

ôp^f        âpy,  dq^        âq^  ""  dq^, 

et  les  équations  (5)  deviennent ,  en  faisant  successivement 
v=  I,  a,  3, 

dqi  __       dU  dqt  _      oK  dqz  _       d\\ 

dt   ~      àpC  dt  ~     dpt'       ,~dT  ~      dp^^ 

^  =  —  ^  £^,  _  _  cm  dp^_       d\\ 

dt  dqi  dt  dqi  dt  ~~      dq^ 

Ce  sont  là  les  équations  canoniques  du  mouvement  données 
par  Hamilton  ;  elles  sont  du  premier  ordre  cl  au  nombre  de  6  ; 
elles  déterminent  les  6  variables  <jr|,  «jtj,  q^^  /?,,  /?2>  Pz  en  fonc- 


CHAPITRE  XVI.  —  ÉQUATIONS  CANONIQUES.  5 

tion  du  temps  et  de  six  constantes  arbitraires.  Pour  avoir  le  mou- 
vement du  système,  il  suffît  de  trouver  les  valeurs  des  paramètres 
g,,  ^2)  ^3  ^^  fonction  du  temps,  puisque  ce  sont  les  seuls  qui 
interviennent  dans  la  détermination  de  la  position  du  point. 

293.  Cas  particulier  où  les  expressions  de  x,  y,  z  en  fonction 
de  ^1,  9st  9s  ne  contiennent  pas  explicitement  le  temps.  —  Les  cal- 
culs se  simplifient  si  la  définition  des  nouvelles  coordonnées 
^1,  ^2»  5^3  est  indépendante  du  temps,  c'est-à-dire  si  les  expres- 
sions de  x^  yj  z  en  Çi,  ^2>  ys  ne  contiennent  pas  t.  On  a  alors 

K  =  T; 

en  effet,  T  étant  dans  ce  cas  une  fonction  homogène  et  du  second 
degré  par  rapport  à  q\j  q'^,  q[,  on  a  (n***  261,  265,  279) 

or,  d'après  les  équations  (2),  le  premier  membre  n'est  autre  que 
P*9\  +/^2  7',  4-/?3  73;  on  a  donc 

^=Pi  q\  -^Ptq'i  -^Pzq'z  -T  =  2T-T  =  T 

et  la  fonction  dlIamiltonH  devient 

T-U. 

Dans  ce  cas,  les  calculs  qu'il  faut  faire  pour  passer  de  la  forme 
quadratique  T,  exprimée  en  q\y  q\^  q\^  à  la  forme  T  exprimée  en 
/>!,  p^y  P^^  sont  identiques  à  ceux  que  l'on  fait  pour  passer  d'une 
forme  quadratique  à  la  forme  adjointe,  par  exemple,  pour  passer 
de  l'équation  d'une  conique  en  coordonnées  ponctuelles  homo- 
gènes à  l'équation  de  cette  conique  en  coordonnées  tangentielles 
homogènes. 

Si  l'on  pose 

2T  =  a^q'i^  4-  «ii<7'î*  -f-  033^3*  -+■  '^a\^q\  q'i  -+-  '^^tzq't  q'z  -^  ^«31  q'z  q\ 

ou,  sous  forme  condensée. 


6  PREMIERE    PARTIE.    —    DYNAMIQUE    ANALYTIQUE    DU    POINT. 

on  a 

dT  ,  ,  , 

OT  ,  ,  , 

Pi  =  -T-r    =«21^1   +«îi^î  -f-«î3^3) 

d1  ,  ,  , 

/>3  =  T-7    =  «31^1   -+-«3Î^J  -T-«33^3- 
^73 

D'où,  en  désignant  par  D  le  discriminant  de  la  forme  quadra- 
tique, c'est-à-dire  le  déterminant  des  neuf  quantités  a/^,  et  A/^  le 

mineur  de  ce  déterminant  relatif  à  l'élément  a/^t,  A/a=  -^ —  > 

Odik 
^i=  g  (Avl/?l-f-Avî/?2-|-Av8/?3)  (v=i,2,3), 

294.  Remarque.  —  Pour  faire  la  transformation  d'Hamilton,  il  a  fallu 
supposer  résolues  les  équations  (a)  par  rapport  à  q\^  q\y  q\.  Cette  réso- 
lution est  toujours  possible.  Prenons,  par  exemple,  le  cas  où  la  définition 
des  nouvelles  coordonnées  est  indépendante  du  temps;  T  est  alors  une 
fonction  homogène  et  du  second  degré,  c'est-à-dire  une  forme  quadratique 
^^  9i)  ^S)  ^3'  ^^  ^^  déterminant  des  coefficients  de  ces  inconnues  dans  les 
équations  (2)  est  le  discriminant  de  cette  forme  quadratique;  s'il  était  nul, 
on  pourrait  trouver  un  système  de  valeurs  de  q\^  q\^  q\^  non  toutes 
nulles,  (^V)*^»  (^'j)^>  (^3)°  annulant  toutes  les  dérivées  partielles  de  T  par 
rapport  à  ces  variables,  ce  qui  est  impossible,  puisque  ce  système  de  va- 
leurs annulerait  T  d'après  la  relation 

_,         ,    dT  ,    dT  ,    dT 


àq\        '^  àq\    '    ^'  dq 


I  > 


or,  2T  étant  la  force  vive  du  point  ne  peut  pas  s'annuler  pour  des  valeurs 
réelles  de  q\^  q'^^  ^3,  c'est-à-dire  pour  un  mouvement  réel  du  point.  On 
voit  donc  bien  que  le  déterminant  considéré  est  toujours  différent  de  zéro 
et  la  résolution  des  équations  (2)  est  possible. 

Si  les  expressions  de  x,y^  z  en  fonction  de  ^t»  ^2»  ^s  contiennent  ex- 
plicitement le  temps 

^  =  ?(^i»  ^j>  ^3»  0»      y  =  ^{qu  q%y  73»  t), 

la  demi-force  vive 

T.=<,...y.....,.s[(A,i.A,;.|.,;.g)V...] 
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n'est  plus  homogène  en  q\,  q'^y  q'^.  Mais  le  déterminant  des  coefficients 
de  q\,  q\j  q\  dans  les  équations  (2)  est  alors  le  discriminant  de  la  forme 
quadratique 

obtenue  en  prenant,  dans  T,  les  termes  du  second  degré.  Ce  discrimi- 
nant ne  peut  pas  être  nul,  car,  s'il  l'était,  la  fonction  Ti  s'annulerait 
pour  des  valeurs  réelles  de  q\y  ^j,  ^i,  non  nulles  toutes  trois,  et  il 
existerait  un  déplacement  virtuel  du  point,  obtenu  en  laissant  t  constant 
et  faisant   varier   ^1,  ^j,  ^3,  pour    lequel    la    demi-force    vive  virtuelle 

-  m ^=7- serait  nulle;  ce  qui  est  impossible. 

295.  Intégrale  des  forces  vives.  —  Nous  avons  vu  antérieu- 
rement que ,  dans  le  cas  où  il  existe  une  fonction  des  forces 
U(x,^,  z)^  on  a  l'intégrale  des  forces  vives  sous  la  forme 

T  — U  =  /i. 

C'est  ce  que  nous  avons  vérifié  (n®*  261,  265,  279)  en  suppo- 
sant les  expressions  de  x^y^z  en  ^i,  q^^  q^  indépendantes  du 
temps.  On  a  ainsi  une  intégrale  première  des  équations  cano- 
niques qu'on  peut  déduire  par  un  calcul  direct  de  ces  équations. 

Pour  le  vérifier,  nous  supposerons  encore  que  les  expressions 
de  x^y^  z  en  fonction  de  q^^  q^^  q^  ne  contiennent  pas  /  ;  dans 
ce  cas  T  ne  contient  pas  t^  U  non  plus,  ni  H,  qui  est  égal  aï  —  U. 
Si  alors,  dans  la  fonction  H,  les  paramètres  ^1,^2?  y.!  et/?i,/?s,/?3 
sont  supposés  remplacés  par  les  expressions  qu'ils  doivent  prendre 
en  fonction  du  temps  en  vertu  des  équations  (6),  on  a,  d'après  le 
théorème  des  fonctions  de  fonctions 

dH  _  m^dq^       M^dqj,       àll  dqj       àU  dpj^       m  dp^       dU_dp^^ 
dt   '~  dqi   dt         âqt   dt        dq^  dt        dpi   dt        dpi   dt        Op^   dt  ' 

or,  d'après  les  équations  canoniques,  on  a 

dU  dq^       <)H  dpy  _  dU  dU       OU  OU  _ 
dq^   dt        àp^   dt         âq^  Op^       Op^  Oq^ 

et  il  reste 

-■-=0      ou       II  = /i      ou      T  —  U  = /i. 
dt 

Si  les  expressions  de  x,  y^  z   en    q^j  q^^  q^   dépendaient  du 
temps,  H  ne  serait  plus  égal  à  T  —  U  et  l'on  n'aurait  plus  Tinté- 
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grale  H  =  A  :  H  cooliendraît  explicitement  le  temps,  et  la  dérivée 
totale -j-->  prise  en  regardant  ^i,  ^j,  ^j,  P\i  Pii Pz  comme  fonc- 
tions de  t^  aurait  un  terme  de  plus,  la  dérivée  partielle  de  H  par 
rapport  à  la  lettre  /  figurant  explicitement  dans  H, 

la  réduction  qui  précède  donnerait  alors 

dt  ~~  at' 

296.  Exemple.  Force  centrale  fonction  de  la  distance.  —  Mettons, 
par  exemple,  sous  forme  canonique  les  équations  du  mouvement  d'un 
point  dans  un  plan  sous  l'action  d'une  force  centrale  fonction  de  la  dis- 
tance. Prenons  le  centre  des  forces  pour  origine  et  un  système  de  coordon- 
nées polaires  r  et  6,  jouant  le  rôle  des  paramètres  qi  et  q^,  La  demi-force 
vive  est,  en  supposant  la  masse  du  point  égale  à  l'unité, 

La  fonction  de  forces  U  est  fonction  de  r,  U  =  V(r).  Comme  T  est 
homogène  en  r'  et  0',  on  a 

H  =  T  -  U  =  i  (r'î-+-  rîO'*)  -  V(r). 
Les  variables /7i  cl  pt  sont  définies  par  les  équations 


d'où  l'on  tire 


r'  =  Pu        6'=^; 


l'expression  de  H  en  fonction  de  ces  nouvelles  variables  est  donc 


^^  =  \{p\+Ti)-'^i'-)^ 


et  les  équations  canoniques  sont 


dr  __  ^^  __  P^ 

de         r^^^  ^'^^'  dt  -''' 


équations  défînissant  r,  0,  pi  et  p^  en  fonction  de  t.  La  dernière  donne 

d^ 
dt 


/>!=  G  et  en  portant  dans  la  seconde  r'  -7-  =  G,  ce  qui  est  l'équation  des 
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aires,  éliminant  p\  entre  la  première  et  la  troisième,  et  remplaçant  p^ 
par  C,  on  a  Téqualion 

équation  établie  directement,  dans  le  premier  volume,  comme  définissant 
le  mouvement  sur  le  rayon  vecteur. 

Le  théorème  des    forces   vives    s'exprime  par   Téquation    T  —  U  =  A, 
ou  H  =  h. 

II.  -  THÉORÈME  DE  JACOBI. 

S97.  Théorème  de  Jacobi.  —  Dans  les  équations  canoniques  (6) 
H  est  une  fonction  du  second  degré  des  lettres /?i,/?2,/>3«  Le  théo- 
rème de  Jacobi  s'applique  à  des  équations  quelconques  de  la 
forme  (6),  H  étant  une  fonction  donnée  quelconque  de  p^ ,  /?2>  Pzt 

9^1?  ^2?  5^3  et^,  fonction  que  nous  écrirons  H (/?i,/?2,/>3,yo  ?2)  ?3j  0 
pour  mettre  les  Variables  en  évidence.  L'origine  du  théorème 
de  Jacobi  est  dans  cette  remarque  que  les  équations  canoniques 
sont  les  équations  des  caractéristiques  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  suivante,  définissant  V  comme  fonction 
des  variables  q^^  q^^  ^3,  t^  regardées  comme  indépendantes  : 

Le  premier  membre  de  cette  équation  s'obtient  en  écrivant  —  > 
plus  ce  que  devient  la  fonction  Jl  quand  on  y  remplace  /?i,/?2î 

Hamilton  avait  démontré  que,  si  l'on  connaît  les  intégrales  géné- 
rales des  équations  du  mouvement  mises  sous  forme  canonique, 
on  peut  en  déduire  une  intégrale  complète  de  cette  équation  aux 
dérivées  partielles.  Jacobi  compléta  ce  théorème  en  montrant  que, 
réciproquement,  si  l'on  connaît  une  intégrale  complète  quelconque 
de  cette  équation  aux  dérivées  partielles,  on  peut  en  déduire  les 
intégrales  générales  des  équations  du  mouvement.  Comme  nous 
venons  de  le  dire,  cette  équation  aux  dérivées  partielles  que  nous 
nommons  équation  de  Jacobi,  est  choisie  de  telle  façon  que  les 
équations  (6)  du  mouvement  soient  les  équations  différentielles 
des  caractéristiques,  d'après  la  méthode  connue  d'intégration  des 
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équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Nous  n'aurons 
d'ailleurs  pas  à  nous  servir  de  cette  méthode. 

Précisons  d'abord  la  forme  que  doivent  avoir  les  intégrales  gé- 
nérales des  équations  canoniques.  Les  équations  (6)  forment  six 
équations  du  premier  ordre  définissant  Çt^  gr^,  Çz^pt,  p^t  Pz  en 
fonction  du  temps  ;  leurs  intégrales  générales  sont  donc  données 
par  des  équations  de  la  forme 


^v  =  Fv('>  «1,  «j»  «j,  ^1,  6j,  h%) 
/>v  =  Gv(^,  ai,  aj,  a3,  h^  ^î,  ^a) 


(V  =  I,'2,3) 


avec  six  constantes  arbitraires  a<,  aj,  «3,  6|,  63,  63. 

Cela  posé,  l'équation  aux  dérivées  partielles  (J)  du  premier 
ordre  définit  une  certaine  fonction  V  des  variables  q^^  q^^  ^j,  ^5 
regardées  comme  indépendantes.  On  sait  qu'on  appelle,  d'après 
Lagrange,  intégrale  complète  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre,  une  solution  de  cette  équation  conte- 
nant autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  y  a  de  variables  indé- 
pendantes; dans  le  cas  actuel,  une  intégrale  complète  devra  donc 
contenir  quatre  constantes  arbitraires.  Mais,  comme  l'équation  (J) 
ne  contient  que  les  dérivées  de  V,  il  est  évident  que,  si  l'on  pos- 
sède une  solution  V  de  l'équation,  la  fonction  V  -f-  const.  est  une 
autre  solution;  donc,  pour  avoir  une  intégrale  complète,  il  suffît 
de  trouver  une  solution 

(C)  V(^i,^j,  73,  t,  ai,aî,ai) 

avec  trois  constantes  arbitraires  «i,  «2»  ^3>  dont  aucune  n'est 
simplement  ajoutée  à  la  solution;  la  fonction  V  -f-  const.  est 
alors  une  intégrale  complète.  Cette  dernière  constante,  qu'on 
peut  toujours  ajouter,  ne  joue  aucun  rôle  dans  le  théorème  de 
Jacobi  dont  voici  Ténoncé  :  Si  l'on  a  trouvé  une  intégrale  com- 
plète telle  que  (C),  les  équations  finies  du  mouvement,  c'est- 
à-dire  les  intégrales  générales  des  équations  canoniques  sont 


(Jl) 

(J«) 

P^~    A^     ' 

àq\ 

P^—  A     ' 

àqz 

f>\^  62 î  63  désignant  des  constantes  arbitraires. 
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Les  trois  équations  (Ji)  de  la  première  ligne,  résolues  par  rap- 
port à  gri,  ^2?  ?3>  donnent  ^i,  q^y  q^  en  fonction  du  temps  et  des 
six  constantes  a^  aj,  «3,  6|,  62,  63;  ces  valeurs  étant  portées 
dans  les  équations  (J2)>  ces  équations  donnent  ensuite  jO|,  /?2,  pz 
en  fonction  du  temps  et  des  mêmes  constantes  :  il  faut  montrer 
que  les  expressions  ainsi  obtenues  sont  les  intégrales  générales 
des  équations  canoniques 

Les  équations  (J|  )  forment  un  système  de  trois  équations  simul- 
tanées entre  q^,  q^^  q^  et  t,  définissant  qK^^q^^  qz  en  fonction  de  /  ; 
cherchons  les  dérivées  de  q^ ,  ^2?  73  par  rapport  à  t,  d'après  le 
théorème  des  fonctions  implicites,  c'est-à-dire  en  différentiant  les 
équations  (J|)  et  en  y  regardant  ^i,  q^,  qz  comme  fonctions  de  /  ; 
nous  avons  ainsi 

a«V  d^\     dgx  d^\     dq^  d^\     dq^ 

'    ^  .-•  =  o. 


daidt       daidqi    dt         da^dq^    dt         da^dq^    dt 

1     d^\  d^\      dqx  d^\      dqt    ^       d^\      dqz_ 

\  datât        àaidqi    dt         àatdqi    dt     '    da^Oq^    dt   ~~ 

d^\    ^     d^y      dqx  d^\      dqt  ù^^     dqz  _ 

da^Ot    '    da^àqi    dt         dazdq%    dt         àa^Oq^i    dt 

De  ces  trois  équations  du    premier  degré,   on  peut  tirer  -^- 

-~^>  -~>  et  il  faut  vérifier  que  les  valeurs  de  ces  dérivées  satis- 
font aux  équations  (6),  c'est-à-dire  sont  égales  respectivement 

.  dH     <>H     c^H     ,-  .  ,    ,     1  i        jw 

a  - — y  - — >  -j — •  Mais  comme,  en  général,  un  système  d  équations 

du  premier  degré  n'a  qu'une  solution,  il  suffit  de  vérifier  que  les 
équations  (7)  sont  satisfaites  quand  on  y  remplace  -4^ y  -^>  -^ 

par-r— >  -T—i  -s —  Il  suffit,  par  exemple,  de  vérifier  que  l'on  a 
ridentité 

d^y        a«v    d\{       d^y    dH       d^y    d\\ 

(8  ) 1 i ! =  O 

da^àt       âaidqi  ôpi        da^dq^  àp^        duxàqz  dp^ 

après  qu'on  a  remplacé  q^y  (721  qz  et  />|,  /?2,  pz  par  leurs  va- 
leurs en  fonction  du  temps  et  des  six  constantes  arbitraires  tirées 
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des  équations  (J|)  et  (J2)  ;  mais  nous  allons  vérifier  que  cette  équa- 
tion est  une  identité  en  q^^  q^^  q^,  t,  at,  «2,  «3,  dès  qu'on  y 
remplace 7>i,/?2î/>3  par  leurs  valeurs  (J^)»  En  effet,  si  dans  l'équa- 
tion (J)  on  a  substitué  à  la  place  de  V  l'intégrale  complète  (C), 
le  résultat  de  la  substitution  est  identiquement  nul,  quels  que 
soient  q^,  q-i^  gr,,  t^  at,  ^2,  «3 ;  les  dérivées  partielles  de  ce  ré- 
sultat, par  rapport  à  chacune  des  lettres  ^4,  (72,  qzj  ^,  «i?  ^2?  «3? 
seront  donc  aussi  identiquement  nulles.  Écrivons  que  la  dérivée 
partielle  de  ce  résultat  (J),  par  rapport  à  a^,  est  identiquement 
nulle,  nous  aurons 

a»v         dU      d^y  dH       à^v  âU      a^v   _ 

\àq\)  \àqi)  \àqz) 

car  le  premier  membre  de  (J)  dépend  de  «i  par  le  terme  -tt  et  par 
les  quantités  -r — >  - — >  -r—  qui  fierurcnt  dans  H.  Cette  identité  (8') 

^  àqi     Oqi     Oçi  ^  0  \      / 

exprime  précisément,  comme  nous  voulions  le  démontrer,  que 
l'expression  (8)  est  une  identité  quand  on  y  remplace  /?|,  /?2i  pz 
par  leurs  valeurs  (^2)'   On  vérifierait  de  même  que  les  valeurs 

m    dU    dU         i     .     ,       J         1       ,  ,         .        /    V  .  1 

T—y  T~>  v-j  substituées  dans  les  deux  autres  équations  (7)  à  la 
^Pi    <^Pi    àpi  •  ^  ^'/ 

place  de  -^,  -^,  --—,  les  rendent  identiques. 

Nous  venons  de  démontrer  que  les  valeurs  de  (/i,  ^2?  (/a?  défi- 
nies par  les  équations  (J|  ),  vérifient  les  équations  -^  =  -r—;   il 

reste  à  vérifier  de  même  que  les  valeurs  dept, p2i p^,  définies  par 
les  équations  (J2)j  vérifient  les  équations 

dt  Oq^ 

Vérifions-le  pour/?,.  On  tire  de  (J2) 

dpx  ^    d«V         d«V  djj,  d^\    dq^  d^\    dq^ 

dt         Oq^dt         dq]    dt  àq^dq^   dt  àq^dq^   dt 

d\ 

car  r —  dépend  de  t  directement  et  par  l'intermédiaire  de  y,,  q2j 
73.  Il  s'agit  de  vérifier  que  cette  expression  de  -^  est  identique 
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à  — T —  en  vertu  des  équalions  (J|)  et  (J2).  Or  nous  venons  de 
démontrer  que  -^1  -^->  -^  sont  identiques  à  t— >  ^ — >  t— ;  por- 
tons ces  valeurs  dans  l'expression  ci-dessus  de  -—■  et  égalons  le 
résultat  à  —  v-  >  nous  avons  l'équation 

àq\àt       dq\  dpx        àqiêq^  àp^       àq^dq^  dp^  dq^ 

qui  doit  être  une  identité  en  vertu  des  équations  (Ji)  et(J2); 
nous  allons  voir,  comme  plus  haut,  qu'elle  est  identiquement 
vérifiée  dès  qu'on  y  remplace  /?|,  /?2,  p^  par  les  valeurs  (Ja).  En 
effet,  l'intégrale  complète  V  étant  substituée  dans  le  premier 
membre  de  Téquation  (J)  de  Jacobi,  le  résultat  de  la  substitution 
est  identiquement  nul  quels  que  soient  q\j  q%^  q^^  /,  ai,  a^^  a^, 
La  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  qt  est  donc  identi- 
quement nulle  :  écrivant  ce  fait,  on  a 

â^y       m        du     d^y        du      d^y         âu      d^y   _ 

*^^       dq^ât  "^  <^qi'^  ^/ày\   dq\   '^    Jàyyq.âqt'^  ^/dy_\dq,dq,  -''' 

équation  qui  exprime  que  (9)  est  une  identité  quand  on  y  rem- 

,  dy    ây    dy 

place;>.,/>2,7>3par5^^,5^,^^. 

Le  théorème  de  Jacobi  est  ainsi  démontré.  L'intégration  des 
équations  du  mouvement  est  donc  ramenée  à  la  recherche  d'une 
intégrale  complète  de  l'équation  (J).  Réciproquement,  si  l'on 
veut,  parles  méthodes  classiques,  intégrer  l'équation  de  Jacobi,  on 
est  conduit  à  intégrer  d'abord  les  équations  canoniques.  On  peut 
donc  dire  que  les  deux  problèmes  d'Analyse  :  intégrer  les  équations 
canoniques,  ou  trouver  une  intégrale  complète  de  l'équation  (J), 
sont  équivalents  en  ce  sens  que  la  résolution  de  l'un  entraîne  celle 
de  Fautre. 

Remarque.  —  Nous  avons  admis  que  le  système  des  équations  du  pre- 
mier degré  (7)  en --^->  -^,  -^  n'a  qu'un  système  de  solutions,  c'est- 
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à-dire  que  le  déterminant 


A  = 


d^\ 


da^dqz 
àafdq^ 


da^àqi  da^àq^  da^dq^ 

est    différent    de    zéro.    Or ,    c'est    là    le  déterminant    fonctionnel    de 

^V       dW       d\  ...    ,  C        .'  A  ^'         A.  ' 

r — 3  -j — 9  -7 —  considères  comme  fonctions  de  ai,  aj,  as.  Si  ce  determi- 
dqi     dqi     dq^ 

nant  était  nul,  on  aurait  une  relation 


(10) 


^( 


d\      d\ 


»  -. 


\àqi     dq 


dy\  _ 

dqj  ~^ 


d\        d\        d\  ,  .^     .  '     A'  A        .      A 

entre  -; —  >  -r —  >  r —  avec  des  coefficients  indépendants  de  ai,  a^,  a^,  c  est- 
dqi     dqt     dq^ 

à-dire  fonctions  de  q\,  q^,  q^.  L'intégrale  V  ne  serait  alors  pas  une  inté- 
grale complète  de  Téquation  de  Jacobi,  car  elle  vérifierait  non  seulemeot 
l'équation  de  Jacobi,  mais  encore  la  dernière  équation  obtenue  (lo)  qui, 

d\  ,  .  .    . 

ne  contenant  pas  -— >  est  nécessairement  distincte  de  celle  de  Jacobi.  Et, 

dt 

comme  il  est  connu,  le  caractère  essentiel  d'une  intégrale  complète,  c'est 
que,  par  l'élimination  des  constantes  qu'elle  contient,  on  retrouve  Téqua- 
tion  aux  dérivées  partielles  proposée  et  aucune  autre.  Le  déterminant  A 
ne  peut  donc  pas  être  nul  {voir  Golrsat,  Equations  aux  dérivées  par- 
tie lies  ^  p.  97). 

On  conclut  aussi,  de  ce  que  A  n'est  pas  nul,  que  les  six.  constantes  figu- 
rant dans  les  intégrales  (Ji)  et  (Jj)  des  équations  canoniques  sont  réelle- 
ment distinctes,  c'est-à-dire  qu'on  peut  déterminer  ai,  aj,  a^  de  telle 
façon  que,  pour  t  =  to,  qi,  q^,  ^3  prennent  des  valeurs  arbitraires  données, 
et  ensuite  6|,  ôj,  63  de  telle  façon  que,  pour  t  =  to,  /?i,  pj, /?8  prennent 
également  des  valeurs  données. 

298.  Cas  particulier  où  t  ne  figure  pas  explicitement  dans  les 
coefficients  de  l'équation  de  Jacobi.  —  Ce  cas  se  présente  en 
Mécanique  quand  les  expressions  de  x,  y^  z  en  fonction  de  q^ , 
?2>  73  ïïc  contiennent  pas  explicitement  le  temps  et  quand  il  y 
a  une  fonction  de  forces  U(x,^,  z).  Alors,  comme  nous  l'avons 
vu  n°  293,  on  a 

(")  H(/>,,/>„/>3,  ^1,  ^j,  <75)  =  T  —  U, 

où  T  est  une  forme  quadratique  de/>i,/>2,/?3.  Dans  ce  cas,  on 
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peut  satisfaire  à  Téquation  de  Jacobi  par  une  fonction  V  de  la 
forme 

(l!i)  V=-/i<-f-W, 

h  désignant  une  constante  et  W  une  fonction  de  q^j  q^^  73» 

En  substituant  cette  fonction  V  dans  l'équation  (J)  de  Jacobi 
et  remarquant  que 

ât   ~  '  ôçy        âqy 

on  a,  pour  déterminer  W,  l'équation 

11  suffira  de  trouver  une  intégrale  complète  de  cette  équa- 
tion (J')  ,  W(yi ,  (72,  73 ,  a,  j3,  A)  contenant,  outre  h,  deux 
constantes  a,  jî  dont  aucune  n'est  additive.  Alors  on  aura,  en 
prenant 

V=  —  A^  -4-W(7i,  Çiy  qz,  a,  p,  h), 

une  intégrale  complète  de  l'équation  de  Jacobi  avec  les  trois  con- 
stantes a,  p,  A,  qui  joueront  le  rôle  de  a<,  «2?  <^3- 

Les  intégrales  (J|)  et  (J2)  des  équations  du  mouvement  sont 
alors,  en  appelant  a',  ^'  et  —  /q  d'autres  constantes  qui  joueront 
le  rôle  de  6|,  62,  ^3j 

ôW  â\\  dW 

àçi  ^  Oq^  ^  dq^ 

Les  deux  premières  équations  (J',  )  ne  contenant  pas  le  temps 
définissent  la  trajectoire  du  mobile  dans  le  système  de  coordon- 
nées 7f,  72,  73»  La  troisième  donne  le  temps  t  que  met  le  mobile 
à  arriver  en  un  point  de  cette  trajectoire. 

La  constante  h  est  alors  la  constante  des  forces  vives  ;  en  effet, 

l'équation  (J')  devient,  en  vertu  des  valeurs  (J'.  )  de  --->  -^ — »  — > 

^  '  ^    ^^         àq^     dqt     ôq^ 

^^(PtiPt, Pzi  Çu  Çi,  qz)  —  h  =  o\ 

c'est  l'intégrale  des  forces  vives  (n°  295). 
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299.  Propriété  géométrique  des  trajectoires.  —  On  a  dans 
la  propriété  géométrique  suivante  :    Si  Von  donne  aux 
stanles  a,   p,  h  des  valeurs  arbitraires  fixes  et  si  Von 
varier  cl'^  ^',  les  trajectoires  déterminées  par  les  deux  pt 
mières  équations  {J\)  sont  normales  aux  sur/aces  ayant 
équation  W  =  const.  I 

Ce  théorème  est  aisé  à  démontrer  si  Ton  emploie  les  coordcj 
nées  cartésiennes,  comme  nous  le  montrons  dans  le  numéro  si 
vant,  à  titre  d'exercice.  Nous  le  démontrerons  dans  un  s^slè^ 
quelconque  de  coordonnées,  pour  avoir  un  mode  de  démonstratif 
susceptible  de  s'étendre  au  mouvement  des  systèmes. 

Remarquons  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pourqt 
deux  déplacements  infiniment  petits  dx^  dy^  dz  et  $Xy  8y,  i 
soient  rectangulaires,  est 

dxZx  -\'  dy  8^  -f-  ^5 05  =  o . 

Si  nous  supposons  en  particulier  que  dx^  dy^  dz  soit  le  dép 
cément  réel  du  point  mobile  sur  sa  trajectoire  pendant  le  tem 
dt  et  Sx,  Sj^,  05  un  déplacement  orthogonal  quelconque,  ne 
pourrons  écrire  la  condition  ci-dessus  en  la  divisant  par  dt^ 
appelant  x\y\  5'  les  dérivées  de  x^y^  z  par  rapport  à  t 

(i3)  x'%x -\- y^y -^  z''lz  —  o. 

Pour  passer  des  coordonnées  cartésiennes  aux  nouvelles  co 
données  q^^  q^i  5^3,  nous  avons  posé 

^  =  ?(^i»^î»^3),      y  =  ^^quqi,q%),      ^  =  ^(^1, 72,^3), 
d'où 


puis  de  même 


en  appelant  ôyi,  S^jtj,  3^73  les  variations  infiniment  petites  c 
coordonnées  q^^  q<^^  q^  correspondant  au  déplacement  Sx,  2^,  c 
Si  Ton  se  rappelle  que  la  demi-force  vive  est 
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[lition  d'orlhogonalilé  (i3)  s'écrit,  comme  on  le  vérifie  sans 

ÔT  ^  dT  ^  dT  . 

:ore,  d'après  les  notations  que  nous  employons, 

Pi^qx  -hpiOq^  -hp3^q3  =  o. 

eiions  maintenant  au  théorème  à  établir  :  nous  voulons 
i^c  que  la  trajectoire  du  point,  définie  comme  nous  l'avons 
Ds  l'énoncé,  est  normale  à  celle  des  surfaces 

W(<7i,  q^y  qz,  a,  3,  h)  =  const., 

asse  par  la  position  considérée  du  mobile.  Pour  cela,  il 
de  montrer  que  la  vitesse  ^',  y',  z'  du  mobile  est  perpendi- 
3  à  tout  déplacement  2^<,  0^2?  2^3  effectué  sur  la  surface  (i  5), 
-dire  vérifiant  la  condition 

àqx  àqi     ^  Oq^    ^ 

d'autres  termes,  il  suffit  de  faire  voir  que  cette  condi- 
6)  entraîne  nécessairement  la  condition  d'orthogonalité  (i4)' 
ci  est  évident,  d'après  le  théorème  de  Jacobi,  car  les  valeurs 
P21  P^'t  telles  qu'elles  résultent  de  ce  théorème,  sont  (équa- 
}[,  du  numéro  précédent) 

d\\  d\\  dW 

^  dqx  ^  ôq^  ^  dq^ 

condition  (iG)  entraîne  donc  (i4))  et,  la  vitesse  du  mo- 
tant  normale  à  tout  déplacement  effectué  sur  la  surface 
const.,  est  normale  à  cette  surface. 

Coordonnées  cartésiennes  dans  Pespace.  —  Supposons ,  pour 
un  exemple  simple,  que  qy,  q%y  ^3  désignent  les  coordonnées  cartc- 
elles-mèmes 

^  =  q\^        r  =^î'        ^  =73, 

^'  =  q\^      y  =  q't^      -  =^3» 

r  abréger,  prenons  la  masse  du  point  matériel  pour  unité.  Alors 

II.  1 


f8        PBEMIÉBE    PARTIE.    —    DYNAMIQUE    ANALYTIQUE    DU    POINT. 

et  si  l'on  suppose  qu'il  existe  une  fonction  des  forces  U(a:,^,  5)  la  fonctioB 

d'Hamilton  est 

H  =  T  — U. 

Il  faut  exprimer  cette  fonction  à  l'aide  des  variables  ar,  y,  z   et  des  ti- 
riables  auxiliaires/?!,  /?2,  pz,  définies  par  les  équations 

ôT  ,  àT  ,  àT        , 

en  sorte  que  la  fonction  d'Hamilton  s'écrit 

les  équations  canoniques  sont,  par  suite, 

dx  dy  dz 

Tt^P''     ^=^*'     5r=^'' 

dt    ^  dx^  dt    '~  dy  dt   ^  dz' 

l'élimination  des  variables  p  entre  ces  six  équations  fournit  évidemment 
les  équations  ordinaires  du  mouvement. 

Voyons  ce  que  donne,  dans  ce  cas,  la  méthode  de  Jacobi.  Cette  méthode 
consiste  à  chercher  pour  l'équation  diiïérentielle 

une  intégrale  complète,  c'est-à-dire  contenant  trois  constantes  arbitraires 
non  additives.  Le  temps  n'entrant  pas  explicitement  dans  cette  équation, 
nous  poserons 

/{  étant  une  constante;  il  suffira  alors  que  W  satisfasse  à  la  relation 

Si  l'on  a  trouvé,  de  cette  équation  à  trois  variables,  une  intégrale  complète 

contenant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires  oc,  p,  dont  aucune  n'est 
additive,  le  théorème  de  Jacobi  nous  montre  que  les  équations  finies  du 
mouvement  seront 
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Les  deax  premières  équations  représentent  la  trajectoire,  et  la  dernière 
donne  le  temps  que  met  le  mobile  à  arriver  en  un  point  de  sa  trajectoire. 
On  a  de  plus,  pour/?i,/?2,  /?3,  les  valeurs 

d\  d\  d\ 

P'^di'         P'^d^'         P'=Tz' 

et,  comme />!,/>),  p^  sont  ici  égaux  à  x\  y\  z'  et  V  à  —  ht -\-  W(x,^,  x;), 
on  a 

dx  ^         ày  âz 

formules  qui  donnent  les  projections  de  la  vitesse  du  mobile  exprimées  en 
fonction  de  ses  coordonnées,  par  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  W. 
Cette  fonction  vérifiant  l'équation  (J'),  on  a 

|(a:'»-+-7'2-+-;5'')  =  U-hA, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  des  forces  vives;  h  désigne  donc, 
comme  nous  l'avons  déjà  vu,  la  constante  des  forces  vives. 

Nous  pouvons,  en  outre,  vérifier  facilement  la  propriété  géométrique  des 
trajectoires.  Donnons  à  a,  p,  A  des  valeurs  arbitraires  déterminées,  les  ex- 
pressions ci-dessus  de  a/,  y'y  z'  par  les  dérivées  partielles  de  W  montrent 
qo*en  chaque  point  {x,y,  z)  la  vitesse  du  mobile  est  normale  à  celle  des 
surfaces  W  =  const.  qui  passe  par  ce  point.  Or,  la  vitesse  est  tangente  à 
celle  des  courbes  trajectoires 

qae  Ton  obtient  en  déterminant  a'  et  ^'  de  telle  façon  qu'elle  passe  par  la 
position  considérée  du  mobile.  Donc,  toutes  les  trajectoires  obtenues  en 
faisant  varier  a',  p'  sont  normales  aux  surfaces  VV  =  const^  C'est  là  la 
propriété  géométrique  des  trajectoires  que  nous  avons  démontrée  dans  le 
naméro  précédent,  avec  le  système  de  coordonnées  générales  çi,  qt,  g^. 


n.  "  MOUVEMENT  PLAN.  MOUVEMENT  SUR  UNE  SURFACE. 

301.  Généralités.  —  Il  est  évident  que  tout  ce  qui  précède 
s'applique  au  mouvement  dans  un  plan  ou  plus  généralement  sur 
une  surface,  à  condition  d'employer  deux  coordonnées  g^  et  q2r 
au  lieu  de  trois.  La  fonction 

H  =  K  -  U  =/»,  y',  -hptq't  --  T  -  D 
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dépend  alors  de/>i,/?2,  ^u  q^,  et  ^,  et  Téquation  de  Jacobi  est 

Si  l'on  en  prend  une  intégrale  complète  avec  deux  con- 
stantes arbitraires  «i,  ^2,  dont  aucune  n'est  simplement  ajoutée, 
V(y< ,  <jr2>  ^?  ^1  ?  ^a)?  on  a,  pour  les  équations  finies  du  mouvement, 

dV       ,  ày      , 

d\  â\ 

Pi  =  XT'        P^—  XT' 

Si  le  système  de  coordonnées  Çi,  q2  ^  une  définition  indépen- 
dante du  temps,  et  si  U  ne  contient  pas  explicitement  le  temps, 
la  lettre  t  ne  figure  pas  dans  les  coefficients  de  l'équation  (J);  on 
peut  faire  alors 

W((7i,  ^27  ^t  h)  étant  une  intégrale  complète  de  l'équation 

avec  une  constante  a  non  additive.  Les  équations  du  mouvement 
sont  alors 

où  la  première  est  l'équation  de  la  trajectoire  ;  on  a  de  plus 

Les  trajectoires  obtenues  en  faisant  varier  t!  sont  normales 
aux  courbes  W  =  const. 

Un  raisonnement  identique  à  celui  que  nous  avons  développé 
pour  le  mouvement  d'un  point  libre  servira  à  établir  ce  théorème. 

La  condition  d'orthogonalité  de  la  vitesse  x' ^y^  z'  et  d'un  dé- 
placement Sx,  oy,  oz  est 


(a)  a:  oar-h/'ô^-f- Vû^  =  o. 
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Actuellement,  sur  la  surface, 

,  ___  do  à^      , 

•s  <^©  ^  do   n, 

D^ailleurs 

La  conditîoQ  (a)  peut  alors  s'écrire 

ou 

(a')  P\^qi-^PiOqi=  o. 

Pour  établir  que  les  trajectoires  — r-  =  cl'  sont  orthogonales  aux 
courbes 

(b)  W(^i,  ^2,  a,  A)  =  const., 

il  suffit  de  montrer  que  la  vitesse  du  mobile  est  orthogonale  au  dé- 
placement ô^r,,  S^Tj,  effectué  sur  cette  courbe,  c'est-à-dire  vérifiant 
la  relation 

(C) 0^1 -+--7—6^2  =  0. 

àqi    "         àçi 

Or,  d'après  le  théorème  de  Jacobi,  - —  et  -r—  sont  égaux  à  p^ 

el/>2  :  la  condition  (c)  entraîne  donc  bien  la  condition  d'orlho- 
gooalité  (a'). 

302.  MouTement  parabolique  d'un  point  pesant  dans  le  vide.  —  Pre- 
noDs,  comme  au  n**2i8,  un  axe  horizontal  O^rdans  le  plan  de  la  trajectoire 
el  un  axe  vertical  Oy  dirigé  vers  le  haut,  et  employons  les  coordonnées 
cartésiennes  xeiy,  Nous  avons,  en  supposant  m  =  i ,  U  =  —  ^/  et  l'équa- 
tion déterminant  la  fonction  W  s'écrit 

^     I  [/àv/y     /à\\\n 
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Comme  x  ne  figure  pas  dans  les  coefficients,  il  existe  une  solution  de 
la  forme 

en  effet,  la  substitution  de  cette  expression  de  W  dans  Téquation  donne 

_  A  H-  i  [ aî -+- <p'î(^)] -4- ^^  =  o, 

d'où,  en  résolvant  par  rapport  à  o\y)  et  intégrant  par  rapport  ky  pour 
avoir  <p(^),  la  solution 


W 


=  aa:  -+-  /  /2A —  a* — igy  dy. 


L'équation  de  la  trajectoire  est  alors 

à^         ,  r  dy 

et  le  temps  t  est  donné  par 


=  OL 


<'-*)  — ^^-:^=""'o»  -  ^  -^  /  -7=       -^  =  -  ^Q. 


On  vérifie  immédiatement  que  la  trajectoire  (i)  est  bien   une  parabole 
d'axe  vertical,  car,  en  effectuant  la  quadrature,  on  trouve  l'expression 


*x  -\ ^ih  —  a*  —  "i-gy  =  a'. 


qui  fournit  pour  y  un  trinôme  du  second  degré  en  x.  Quant  à  l'équation 
qui  donne  /,  on  peut  l'écrire  en  éliminant  le  signe  /  entre  (i)  et  (2) 


X  —  a! 
a 


équation  qui  exprime  que  la  projection  horizontale  du  mobile  est  animée 

dW  â\ 

d'un  mouvement  uniforme.  D'ailleurs,  les  équations  Pi  =  ^ —  >  pz  =  -r — 

oqi  àqt 

sont  ici  3?'=  a,  /'=  /a/t  —  a*  —  2^/. 

Les  trajectoires  obtenues  en  faisant  varier  ol'  sont  des  paraboles  déduites 
toutes  de  l'une  d'elles  par  une  translation  parallèle  à  0:r;  ces  paraboles 

sont  toutes  tangentes  à  la  droite  d'ordonnée >  lieu  de  leurs  soro- 

ig 
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.  Les  courbes  W=  consi.  sont  les  paraboles  semi-cubiques  (Jîg.  179) 


déduites  toutes  de  l'i 


ces  paraboles  semi-cubiques  sont  toutes   normales  à  la  droite  AB  d'or- 

ilonnée 1  lieu  de  leur  point  de  rebroussemeni;  elles  sont  ortho- 

foaaies  aux  paraboles  précédentes  d'après  le  théorème  du  n"  301. 

303.  Foioe  centrale  fonction  de  la  distance.  —  Le  centre  des  forces 
étant  pris  pour  origine  et  la  fonction  de  forces  étant  W(r},  nous  avons  vu 
a*  396  que  l'on  a,  dans  un  système  de  coordonnées  polaires  r  et  0, 


«-K^'-'t!)--" 


Appliquons  la  métbodc  de  Jacobi;    l'équation  en  W  dont  il  s'agit  de 
trouver  une  intégrale  complète  est 


-iim-^mh^^-^- 


n'entre  pas  e\plieitemcn 
tégrale  de  la  forme 

dans  cette  équation. 

nou 

s  cbercbe- 

W  =  <x 

-hR, 

danl  que  de  r.   Il  faut  a! 

ors  que  cette  fonction 

R 

atisfasse  à 

R  ne  dépendi 

l'équation  différentielle  ordi 
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une  intégrale  complète  de  Tcquation  en  W  de  Jacobi  est  donc 


\V  =  aO  H- I é/r  V 2( V  H- /i)  —  ^ 


et  l'on  a  pour  équations  du  mouvement  sous  forme  finie 

c^W       .  r  dr 

d\^  n  dr  ^       , 

la  première  équation  est  celle  de  la  trajectoire,  la  seconde  donne  le  temps 
que  met  le  mobile  pour  arriver  en  un  point  donné  de  cette  courbe. 
Si  ^l'on  voulait  les  paramètres  auxiliaires /?!,/>;,  on  aurait 


Cette  dernière  équation  montre  que  la  constante  a  n*est  autre  que  la  con- 
stante des  aires,  car/>2  est  égal  à  r*0'. 

Le  théorème  des  forces  vives  nous  apprend  que  H  doit  rester  constant, 
pendant  le  mouvement.  Nous  pouvons  vérifier  cette  proposition,  en  nous 
servant  des  formules  que  nous  venons  d'obtenir.  Si  nous  remplaçons,  en 
efi'et,  dans  l'expression  de  H, 


"  =  K^î-*-7?)-'^('- 


) 


les  variables /?j,/>s  par  leurs  valeurs,  il  nous  vient 

ce  qui  vérifie  que  la  constante  h  est  la  constante  des  forces  vives,  comme 
nous  l'avons  démontré. 

Les  trajectoires  obtenues  en  faisant  varier  a',  ce  qui  revient  à  faire 
tourner  Tune  d'elles  autour  du  pôle,  sont  orthogonales  aux  courbes 
W=  const.,  qui  se  déduisent  également  de  l'une  d'entre  elles  par  une  rota- 
tion autour  du  pôle. 

304.  Forme  des  équations  du  mouTement  d'une  planète  donnée 
par  Jacobi.  —  Prenons  pour  origine  le  Soleil,  pour  plan  des  xy  le  plan 
de  la  trajectoire,  et  appelons  r  la  distance  MO  de  la  planète  au  Soleil. 
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Toute  la  question  revient  à  trouver  une  intégrale  complète  de  l'équation 


(I) 


ih , 


caria  force  attractive  étant  —  —:  la  fonction  des  forces  est  -•    En  suivant 

r^  r 

la  méthode  de  l'exemple  précédent,  on  trouverait  une  intégrale  complète 
qui  donnerait  les  équations  du  mouvement  de  la  planète  sous  la  forme 
classique. 

Jacobi  trouve  une  autre  intégrale   complète  comme  il  suit  {fig*  i8o). 

Fig.  i8o. 


Soit  A  un  point  quelconque  pris  sur  l'axe  des  x  et  OA  =  Tq.   Désignons 
par  p  la  distance  MA,  de  sorte  que 


p  =  /(a?—  ro)«-i-7S         r  =  /arî-f-jS 


et  posons 


(J  =  TH-p 


(j  =  r  —  p. 


Nous  allons  vérifîer  que  la  fonction 


=£W-^ 


est  intégrale  complète  de  l'équation  (i)  avec  une  constante  arbitraire  r^, 
outre  celle  qu'on  peut  ajouter.  En  effet,  puisque  a  et  a'  dépendent  de  x 
tty  par  l'intermédiaire  de  r  et  p,  on  a 


(î) 


dx 


-  (^'-i^)i/=ï^-0-^)\/; 


+  r*, 


-h  To  2 


\r        p/         V    '"♦-''o        2  \r        p/  V    a  -hTo        a      ' 


d'où  Ton  tire  en  élevant  au  carrée  ajoutant  et  remarquant  que  les  termes 
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qui  contiennent  le  produit  des  deux  racines  carrées  disparaissent, 


( 


ôx  /         \ày)         Y  rp  J\<ï-t-^o       a    / 

L  '•P  J\(J4-ro2/ 

Dans  cette  expression,  le  coefficient  de  h  se  réduit  à  2;  pour  calculer 
celui  de  fi,  on  remarque  que  Ton  a  identiquement 

'ia?{x  —  IV))  4- 2^^  _  2rp  H-r^-f-  p^—r^  _      (g  h-  Tq)  (g  —  Tq) 
rp  "~  rp  rp 

9.x{x —  Tq)  -t-2^'  _  2rp  —  r*—  p*-4-  r§ (g'-f-rp)  (g'  —  rp) 

rp  ~~  rp  rp 

2  ix 
et  Ton  trouve  que  les  termes  en  [jl  se  réduisent  à  — ^* 

Il  est  donc  vérifié  que  la  fonction  (2)  est  une  intégrale  de  l'équation  de 
Jacobi  (i)  avec  une  constante  rp.  Les  équations  du  mouvement  sous  forme 
finie  sont  alors 

(^)  ^p  =  ^'  ^-'«  =  ^- 

La  première  équation  représente  la  trajectoire.  En  l'écrivant  sous  forme 
développée,  on  trouve,  puisque  a  et  a'  dépendent  de  rp  et  que 

à^  _   dp   ^       X  —  Tp  ^^'  _        ^?   _  ^  —  ''o 

Oro  ""  c)rp  ~~  p       '  dro  ~~       âro  "        p      ' 


p       y    <s-h  rQ        2  p        y    <j'  4-  Tp.      2 


-  ixds 

-^ . 


X  '■'^'-' 


Gomme  la  quantité  sous  le  signe  /  est  la  dérivée  <lc4  / — ~ h  -  h 

on  a,  après  réduction,  pour  l'équation  de  la  trajectoire. 


««>(-^)l/^.-;'-(-'-f^-)i/7 


^  -^lh  =  k. 


-H  Tp         2 

Ramenons  cette  équation  à  ne  plus  contenir  que  les  distances  du  mobile 


CHAPITRE    XVI.    —    ÉQUATIONS    CANONIQUES.  TJ 

aux  deux  points  fixes  0  et  A.  En  partant  des  identités 

r«— p«  =  aorro— rj,        a?  — Tq  = > 

__  x—r^i  ___  2rop  — r»-4-  r* -h  p»  __  (j-4-  /-p)  (  —  j' -4- Tq) 
p       ~"  apro  ""  2pro 

^— /-o       2rop-4-r«— rj— p*      (<j— To)  ((i'4-  Tq) 


on  écrit  Téquation 


(ff-+-  /-o)  (<l'  — To),    /        {1  .     £^^ 


(4')  ^  p  V   --i-^0      ^ 


v/^ 


(<r  — ro)(ff'-f-ro)      /__  (x        ^    i 


A:'  désignant  une  nouvelle  constante.  C'est  donc  là  l'équation  de  la  tra- 
jectoire dans  le  système  de  coordonnées  bipolaires  dont  O  et  A  sont 
les  pôles. 

Cette  forme  de  l'équation  montre  immédiatement  que  la  trajectoire  passe 
par  le  point  A,  car  en  chassant  le  dénominateur  p  et  faisant  p  =  o,  r  =  Tq, 
puis  (j  =  a'=  To,  réquation  est  évidemment  satisfaite. 

D'après  ce  que  l'on  a  vu  sur  le  mouvement  des  planètes,  cette  équation 
représente  une  conique  dont  le  genre  dépend  uniquement  du  signe  de  la 
constante  des  forces  vives  A  (n**  227). 

Pour  calculer  le  temps  que  met  la  planète  à  arriver  en  un  point  de 
son  orbite,  il  suffit  d'écrire  la  deuxième  des  équations  (3),  qui  donne, 
d'après  la  valeur  de  W, 

I      /*'  ds 

(5)  /  — ^0  = 


quadrature  facile  à  effectuer.  Cette  formule  donne  le  temps  exprimé  à 
l'aide  des  deux  rayons  vecteurs  r  et  p,  compté  à  partir  de  l'instant  où  la 
planète  passe  au  point  A,  car,  en  ce  point,  p  étant  nul,  a  est  égal  à  a'  et 
/  —  ^0  ^  zéro. 

Dans  le  cas  d'une  orbite  parabolique,  h  est  nul  (n°  227);  on  obtient  alors 
une  formule  due  à  Euler  et  attribuée  souvent,  mais  à  tort,  à  Lambert. 
Dans  ce  cas 

v/^(.,.,)==(--^P-^-o)'-(--P-^^o)', 

o 
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formule  donnant  le  temps  t  —  /qj  que  ™et  le  mobile  à  aller  du  point  A 
en  un  point  M,  exprimé  en  fonction  des  rayons  vecteurs  Tq  et  r  des  points 
A  et  M  et  de  la  corde  AM  =  p. 

Il  faut  remarquer  que,  dans  cette  formule,  le  deuxième  radical  doit 
conserver  le  signe  —  tant  qu'il  ne  s'annule  pas,  c'est-à-dire  tant  que 
l'angle  AOM  reste  inférieur  à  180°;  car  dans  le  triangle  AOM  le  côté  p  ne 
peut  devenir  égal  à  la  somme  des  deux  autres  que  si  l'angle  AOM  est  de 
iSo**.  Après,  il  faudra  changer  le  signe  du  deuxième  radical.  Cette  formule 
joue  un  rôle  important  dans  la  méthode  d'Olbers,  pour  la  détermination  des 
orbites  cométaires  (voyez  Mécanique  céleste,  de  M.  Tisserand,  vol.  I, 
p.  114 )•  Dans  le  cas  où  h  serait  différent  de  zéro,  la  formule  (5)  fourni- 
rait, une  fois  la  quadrature  effectuée,  une  formule  qui  généralise  la  for- 
mule d'Euler  pour  les  orbites  elliptiques  ou  hyperboliques,  et  qui  a  été 
donnée  pour  la  première  fois  par  Gauss  (voyez  Jacobi,  Forlesungen  ilber 
Dynamik,  25*  leçon). 

305.  Lignes  géodésiques  des  surfaces  de  Liouville.—  Application  à 
Pellipsoïde.  —  Liouville  a  remarqué  que  l'on  peut,  par  des  quadratures, 
trouver  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  pour  lesquelles  le   carré  de 
l'élément  linéaire  peut  se  mettre,  par  un  choix  convenable  des  paramètres 
71  et  ^2,  sous  la  forme 

c^5Ï=(A,-A2)(B,rf7Î-B2e/7|), 

Al  et  Bi  étant  fonctions  de  ^i  seul,  A2  et  Bj  de  q^  seul.  Pour  obtenir  les 
lignes  géodésiques,  il  suffit  de  chercher  la  trajectoire  d'un  point  matériel 
de  masse  1  qui  glisse  sur  la  surface  et  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force 
donnée  :  U  =  o.  Alors 

T  =  i(A,-A,)(B,9',«-B,y',«), 
/>!  =  (  Al  —  Aj)B|  ?', ,        ^i  =  —  (  A,  —  A,)  Bjgr'j, 

2A1  — Ai\Bt        B,/ 
L'équation  de  Jacobi,  dans  laquelle  on  fait  V=  —  At-i- W,  est  donc 

I   /<JW\'       I  /d\V\«         ...         .    , 

B,feJ-B.W='''^^'-^'^' 
OU  encore 

On  trouve  facilement  une  intégrale  complète  W  formée  d'une  fonction 
de  qx  seul,  plus  une  fonction  de  q^  seul.  Cette  intégrale  est,  a  désignant 
une  constante, 

W=   I  ^iiBi{h\i-i-a)dqi-h  f  ^9,  B2(A Aj-i-  aje/yj. 
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Les  lignes  géodésiques  ont  alors  pour  équation  -y-  =  a',  et  le  temps  t 
est  donne  par  t  —  /©  = 


î=a, 


dh 

(1)  /     , !_'    .^^dqt-^   I  —=^===dq 

J    /2(AAi-Ha)  J    /'2(AA2-+-a) 

y    /2(AAi-4-a)  y    /^(AAj-Ha} 

La  vitesse  du  mobile  étant  constante,  d'après  le  théorème  des  forces 
vives,  on  a 

ds  =s/ihdty        s  —  So  =  ^2h(t  —  to): 

la  deuxième  relation  donne  donc  l'arc  de  géodésique. 
Appliquons  cette  méthode  à  l'ellipsoïde.  Soit 

(2)  l-x-H 1  =  0 

abc 

réquation   d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux.  Considérons  les  surfaces 
homofocales 

/pî  yi  ^2 

T-  -f-  i~— >-  H r  —  1  =  0. 

a— À        o —  À        c  —  À 

Par  chaque  point  de  l'espace  passent  trois  de  ces  surfaces  correspondant 
à  trois  valeurs  q^^  q^^  q^  de  X  (n**  280,  3°).  En  particulier,  par  un  point  M 
pris  sur  l'ellipsoïde  (2),  passe  d'abord  l'ellipsoïde  lui-même,  correspon- 
dant à  X  =  o,  (5^3=  o),  puis  deux  autres  surfaces  homofocales  correspon- 
dant aux  valeurs  qi  et  q%  de  X.  Nous  prendrons  ces  deux  paramètres  q\ 
et  q^  pour  coordonnées  du  point  M  de  la  surface.  D'après  le  théorème  de 
Dupin,  les  lignes  ^i  =  const.,  5^2=  const.  sont  les  lignes  de  courbure  de 
Tellipsoîde.  Nous  avons  calculé  le  ds'^  ou  coordonnées  elliptiques  dans 
l'espace  sous  la  forme  (n°  280,  3°) 

ds^  =  \{^Udq\-^  ^\tdq\  H-  U^dql), 

Comme  actuellement  q^  est  nul,  on  aura  dq^^=.  o  et,  en  remplaçant  Mi 
et  Ms  par  leurs  valeurs,  dans  lesquelles  ^3  =  o, 

^2  =  yt  — y»  r yi^^t ^î^yl ]  . 

4         V{a  —  qx){h  —  q^)i^C-'q^)        {^a  —  q^)(^b -- qt){c  —  q^)\ 
Ce  ds'^  est  bien  de  la  forme  de  Liouville  dans  laquelle  on  ferait 

A   -  ^t  A   -  ^* 

4  4 

*         {«  — ^t)(^  — S'OC^î-^l)'  *         (a— y2)(6  — y,)(C  — 5^,/ 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  générales  (i),  on  obtient 
réquation  des  lignes  géodésiques  et  l'arc  de  ces  courbes  sous  la  forme 
donnée  par  Jacobi.  Ces  équations  contiennent  des  intégrales  ultra-ellip- 
tiques dont  M.  Weierstrass  a  fait  l'inversion  en  exprimant  çi  et  q^  en 
fonction  uniforme  d'un  paramètre. 

On  pourra  consulter  sur  les  surfaces  de  Liouville  les  Leçons  sur  la 
théorie  générale  des  surfaces^  de  M.  Darboux  (III*  Part.,  Chap.  I),  et  le 
Mémoire  couronné  de  M.  Kœnigs  (Sac^a/i^^  étrangers;  1894). 


m.  -  MOUVEMENT  DANS  L'ESPACE. 

306.  Mouvement  d'une  planète  en  coordonnées  polaires,  d'après 
Jacobi  (24*  Leçon  des  Vorlesungen).  —  Prenons  pour  plan  des  xy  le  plan 
de  récliptique,  pour  axe  des  x  la  droite  joignant  le  Soleil  au  point  vernal, 
et  définissons  la  position  de  la  planète  par  ses  coordonnées  polaires  r,  o,  ^, 
où  ^  est  la  longitude  de  la  planète  et  9  sa  latitude  {Jig'  181).  Les  axes 


sont  orientés  comme  en  Astronomie.  Les  variables  r,  cp,  ^  jouent  les  rôles 
de  qi,  qi.qs^ 

On  a  pour  la  fonction  des  forces  U  =  ->  la  masse  de  la  planète  étant 

prise  pour  unité.  D'après  l'expression  de  ds*  en  coordonnées  polaires,  on 
a  immédiatement 

T  =  {(r'»-+-r*cp'«-hr»cos*oit'«). 
Puis 

Fi=-^'  =  r,         /,,=  —  =  r^cp  ,         P^='j^=  r»cos«<p4. . 
Tirant  de  ces  formules  r',  cp',  <}/'  pour  les  porter  dans  T,  on  a 

2V  *       r*       r*cos*ç/        r 
L'équation  aux  dérivées  partielles  en  W  est  donc 
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Grâce  à  la  forme  particulière  de  l'équation  (i),  on  trouvera  une  inté- 
grale complète  de  la  forme 

W  =  R  H-  *  -I-  ^•, 

R,  4>,  T  étant  respectivement  fonctions  des  variables  r,  o,  ^. 
Pour  que  W  satisfasse  à  Téquation  (i),  il  faudra  que  Ton  ait 

•2  \  r'  r*cos*ç       /        r 

équation  qu'on  peut  écrire,  en  isolant  les  termes  en  r, 

4»'«H ^  r*=  r*  (o.h  -h  ^—  R'«  h 

cos*çp  \  r  1 

le  premier  membre  ne  dépend  que  de  cp  et  4^,  le  deuxième  de  r  seulement; 
cette  identité  ne  peut  donc  avoir  lieu  que  si  ses  deux  membres  sont  sépa- 
rément égaux  à  une  constante  G',  car,  dans  l'équation  (i)  /*,  o,  ^  sont  des 
variables  indépendantes;  on  aura  donc 


il  reste  alors 


ou 


*'»  H !^  V'«  =  G2 

cos*o 


^"«=(G«— *'>)cos*cp; 


en  recommençant  le  même  raisonnement  que  ci-dessus,  on  voit  que  les 
deux  membres  doivent  séparément  être  é^aux  à  une  constante  L^,  ce  qui 
donne 

puis 

4»'»=  G» î^-»         *=   M /G* -!-^?- 

cos*ç  J  \  cos'ç    ^ 

Par  conséquent,  une  intégrale  complète  de  l'équation  (i)  est 

w  =/^»/'-^-^'  dr  +  L^  +//g.-^  do, 
et  les  équations  finies  du  mouvement  sont 
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c'est-à-dire 

=  C, 


? 


(H)  4;-L    y^    ,   '  .       =4^0, 


? 


r  n 


Les  deux  premières  équations  ne  contenant  pas  t  définissent  la  trajec- 
toire. Pour  compléter  la  solution,  nous  indiquerons  la  signification  des 
constantes  qui  entrent  dans  ces  formules.  Nous  savons  que,  pour  les  pla- 
nètes, l'orbite  est  elliptique;  le  maximum  et  le  minimum  du  rayon  vecteur 
qui  correspondent  à  l'aphélie  et  au  périhélie  sont  :  a(i-+-e)  et  a(i—  e)\ 
d'autre  part,  l'équation  (III)  montre  que 


'[/'■"^'-f-% 


Les  racines  de  l'expression  sous  le  radical  doivent  donc  correspondre  au 
maximum  et  au  minimum  du  rayon  vecteur;  ces  racines  sont,  par  suite, 
a(i-f-e)  et  a(i  —  e);  ce  qui  donne,  d'après  les  relations  entre  les  coeffi- 
cients et  les  racines, 

A  =  ^,         G»=[xa(i  — €«)=  jx/j,         G=/iI^. 

Cherchons  maintenant  la  signification  de  L.  Pour  que  l'équation  (II) 
donne  une  valeur  réelle  de  ^,  lorsqu'on  se  donne  o,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait 

COS^tp  ~ 

f 

et  pour  toute  valeur  de  (p  satisfaisant  à  cette  condition,  ^  se  trouvant  dé- 
terminé, la  valeur  correspondante  de  r,  donnée  par  l'équation  (I),  doit 
nécessairement  être  réelle,  puisque  l'orbite  est  une  ellipse  réelle;  par  con- 
séquent f  a  pour  limite  supérieure  arc  cos  j;  et  peut  atteindre  cette  limite. 

Or  il  est  évident  que  le  maximum  effectif  de  9  est  l'angle  i  du  plan  de 
l'orbite  avec  celui  de  l'écliptique;  on  doit  donc  avoir 

^  =  cos  t ,        L  =  /|ijD  cos  i\ 
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Il  nous  faut  maintenant  fixer  les  limites  inférieures  des  intégrales.  Nous 
prendrons  pour  ces  limites  r  =  a{i  —  e)  qui  correspond  au  périhélie,  et 
^  =  o  qui  correspond  au  nœud  N.  L'équation  (III)  montre  alors  que  to  est 


Fig.  182. 


<^<x> 


IVpoque  du  périhélie  et  l'équation  (II)  que  ^q  est  la  longitude  du  nœud. 
Pour  calculer  C,  supposons  la  planète  placée  au  périhélie,  l'équation  (I) 
se  réduit  à 


•^0  V  COS*çp 


©1  étant  la  latitude  du  périhélie;  en  tenant  compte  de  la  relation  L  =  G  cosi, 
on  peut  l'écrire 

— .  =  t., 


X 


v/cos*<p  —  COS*i* 


on  en  intégrant 


arc 


.     /sin<pt\  .    .  .    ^ 

sin  (     .  ^.   )  =  C ,         sin  9i  =  sin  i  sin  L. 
\  sin/  /  * 


Soient  N  et  P  les  intersections  des  rayons  vecteurs  du  nœud  ascendant 
et  du  périhélie  avec  la  sphère  de  centre  0  et  de  rayon  i  :  soit  PQ  =  çpi 
la  latitude  du  périhélie;  dans  le  triangle  \PQ  on  a 

sincpi  =  sinNP  sini, 

«'€  qui  montre  que  C  est  égal  à  NP,  c'est-à-dire  à  l'angle  du  rayon  vecteur 
du  périhélie  avec  celui  du  nœud  ascendant. 


307.  Mouvement  d'un  point  attiré  par  deux  centres  fixes  en  raison 
inyerse  du  carré  des  distances. 

Le  problème  du  mouvement  d'un  point  attiré  par  deux  centres  fixes  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  fut,  pour  la  première  fois,  ramené 
II.  3 
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aux  quadratures  par  Euler,  dans  le  cas  d'un  mouvement  plan.  Lagrangc 
donna  ensuite  la  solution  générale,  qui  fut  rattachée  par  Jacobi  aux  mé- 
thodes d'intégration  exposées  dans  ce  Chapitre.  Les  quadratures  ellipti- 
ques qui  figurent  dans  les  intégrales  fournirent  à  Legcndre  un  exemple 
important  pour  l'application  de  sa  théorie  des  intégrales  elliptiques. 

Plusieurs  thèses  ont  été  consacrées  à  ce  même  problème  :  celles  de 
Serret,  de  Desboves,  de  M.  Andradc,  en  France,  et  en  Allemagne  celle 
de  M.  Kônigsberger,  intitulée  :  De  motu  puncti  versus  duo  centra  nt- 
/rac/i  (Berolini,  1860),  qui  contient  les  réductions  des  intégrales  ellipii- 
ques  aux  fonctions  6. 

Prenons   pour  axe  Ox  ijig.  i83)    la   droite  joignant  les  deux  centres 


lip.  i83. 

Xc 

îf\ 

\ 

M 

^ 

^V 

u. 


o 


P     0^ 


<X> 


attractifs  Oi  et  O2,  pour  origine  leur  milieu,  et  appelons  ic  la  distance 
Oi  O2  :  soient  Oyi  et  O^i  deux  autres  axes  fixes  formant  avec  Ox  un  trièdrc 
irirectangle.  Pour  déterminer  la  position  du  mobile  M  dans  l'espace,  nous 
prendrons  d'abord  l'angle  0  que  fait  le  plan  MOiOj  déterminé  par  le  mo- 
bile et  l'axe  Ox  avec  le  plan  xOy\\  cet  angle  est  mesuré  par  l'angle  de 
la  trace  0^  du  plan  MOiOi  sur  le  plan^iO^i  avec  l'axe  O^i. 

Le  plan  yOx  étant  ainsi  défini,  pour  fixer  la  position  du  mobile  dans  ce 
plan,  nous  appellerons  x  Qt  y  les  coordonnées  cartésiennes  OP  et  OQ  du 
mobile  par  rapport  aux  arcs  ^O^  et  y,  et  q^  les  coordonnées  elliptiques 
du  point  dans  ce  même  plan  définies  dans  un  système  de  coniques  homo- 
focales  de  foyers  OiO2(n"280,  4' problème).  Les  coordonnées  du  mo- 
bile M  par  rapport  aux  axes  fixes  étant  x^y^^  5i,  on  a  évidemment 

y\  =7cos0,  ;;,  =  jsinO, 

d'où,  pour  le  carré  de  l'élément  linéaire, 

ds^  =  dx^  -f-  dy\  -+-  dz\  =  dx^  -4-  dy^  -^y^d^'*-. 

Si  maintenant,  dans  le  plan  xOy^  on  emploie  pour  définir  la  position  du 
point  (x^y)  les  coordonnées  elliptiques  q^  et  q^y  racines  de  l'équation 


x^ 
a  —  ). 


y' 


fc-X 


1  =  0, 


.    (a-6  =  c>), 
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on  a,  d'après  des  formules  antérieurement  établies  (n®  280,  4*  problème), 

b  —  a  '^  a  —  b 

4 

^        q^-Sh,         ^i,=  lL=Zll,         /(X)  =  (a-X)(6-X). 

/(?i;  J(qi) 

Donc,  dans  le  système  de  coordonnées  actuelles,  le   carré  de  l'élément 
linéaire  est 

ds^=z  1  (N,c?yÎ4-N,rfy|)-4-^î€/e«, 
4 

N|,  Nj  et  y^  étant  supposés  remplacés  par  leurs  valeurs  ci-dessus  en  q^ 
€l  qi. 
Prenons  la  masse  du  mobile  pour  unité  :  la  demi-force  vive  est 

où  6  et  0'  jouent  le  rôle  de  q^  et  q'^.  Si  l'on  appelle  rj  et  r^  les  distances 
MOi  et  MOj  du  mobile  au\  deux  foyers,  les  forces  attractives  issues  de 

ces  foyers  ont  pour  valeurs  algébriques  —  ^  <?l  —  "Tî  •  ^^  somme  de  leu 

travaux  élémentaires  — r;  ^''i  —  ri  ^^i  ^^^  ^^  différentielle  totale  exacte 
de  la  fonction  de  forces 


rs 


..1  "'  »         ,.2 


Or,  le  carré  du  demi-grand  axe  de  l'ellipse  qui  passe  par  le  point  M  étant 
a  —  qi,  on  a  pour  la  somme  rj  -h  rj  des  distances  du  point  M  aux  deux 
foyers 

r,  -^  fi  =  2v/a  — 7i  ; 

de  même,  le  carré  du  demi-axe  iransvcrse  de  l'byperbole  qui  passe  par  M 
étant  a  —  q^,  on  a 

ri  —  rj  =  iy/rt  —  <72, 
d'où 

Ti  =  ^a  —  q^  -i-  v/^  —  72 ,  i\^  >Ja  —  q^  —  ^a  —  q^^ 


d'où  Ton  conclut 


u  =  '-  +  ^--  =  VAiz}h., 

ft  /'2  <72  — 7i  ' 
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expression  obtenue  en  réduisant  au  même  dénominateur  et  posant,  pour 
abréger, 

Ui  =  —  (|i,  -h  [X2)s/a  — <7i,         Uj  =  (fil  —  (II)  /a  —  ^2  : 

de  sorte  que  Ui  dépend  seulement  de  qx  et  Uj  seulement  de  q^,  ce  qui  est 
un  fait  essentiel  pour  la  suite.  Les  variables  auxiliaires  ^i,  p^y  p^  sont  ici 
égales  aux  dérivées  partielles  de  T  par  rapport  à  q\j  q'^  et  0'  : 

Pi  =  7  Ni^i'         Pt  =  7  Nî^;,,        Pz  =^^0'; 
4  4 

résolvant  ces  équations  par  rapport  à  q\j  q'^  et  0',  puis  portant  dans  la 
fonction  d'Hamilton  H  =  T  —  U,  on  a 

Ni       N,      iy^      q^-qi' 

cette  fonction  devient  enfin,  en  remplaçant  Nt,  Nj  et  j/**  par  leurs  valeurs 
en  fonction  de  q  et  ^j,  et  remarquant  que  l'on  peut  écrire 


«  I 


a  —  b  a  —  b 


yi  (^b  —  qx){b  —  qt)        qi—qiXb  —  qi        b  —  q^ 

11  est  alors  aisé  d'écrire  l'équation  de  Jacobi  ;  nous  écrirons  immédiate- 
ment l'équation  en  W  obtenue  en  remplaçant,  comme  plus  haut,  V  par 

--iTiy,K'(S)"-'/''-'G")' 

On  peut  trouver  une  intégrale  complète  de  la  forme 

W=  aÔ-t-R, -t-Rj, 

Ri  étant  fonction  de  qi  seul  et  Rj  de  q^  seul.  En  eiïet,  en  substituant 
cette  expression  de  W  et  chassant  les  dénominateurs,  on  a,  pour  déter- 
miner Ri  et  Rs,  une  équation  qui  s'écrit 

=  /^^,-^ 2/(^0  (5^J  -+- '^(yz:^ -^  u„ 
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OÙ  le  premier  membre  dépend  de  qi  seulement  et  le  deuxième  membre  de 
q^  seulement.  Comme,  dans  l'équation  aux  dérivées  partielles,  qi  et  q^ 
sont  des  variables  indépendantes,  la  seule  façon  de  vérifier  cette  dernière 
relation,  sans  établir  de  dépendance  entre  qx  et  ^2,  est  d'égaler  séparé- 
ment chaque  membre  à   une  constante  2  p.   Résolvons  ensuite  les  deux 

équations  amsi  obtenues  par  rapport  a  -, —  et  -3 — >  nous  aurons,  en 
posant 

ces  expressions  donnent  Ri  et  Rj  par  des  quadratures,  et  l'on  obtient,  pour 
l'intégrale  complète  cherchée,  l'expression 

avec  trois  constantes  arbitraires  a,  p  et  h,  dont  aucune  n'est  simplement 
ajoutée.  Les  équations  de  la  trajectoire  s'obtiennent  alors  en  égalant  à 
des  constantes  a!  et  P'  les  dérivées  partielles  de  W  par  rapport  à  a  et  p  : 


e-(a_6)a/^^^-^^^i==_(a_6)a/^^^3^ 


/rp.     /  ^       ~V"  :ri/   T    -1-r    V./1/  */       -\-  2^/»^«/(^î) 


=  a 


dqx  r      dq^         


/(90 


=  p'. 


La  deuxième  de  ces  équations,  donnant  une  relation  entre  qi  et  q^y  est 
l'équation  de  la  trajectoire  relative  dans  le  plan  mobile  xOy:  la  première 
donne  l'angle  de  rotation  du  plan.  On  obtient  le  temps  en  égalant  à  /  —  to 
la  dérivée  partielle  de  W  par  rapport  à  A. 

__  l    r   Çidqi      __  l    r    qtdq^      =  t  -  to 

Le  problème  est  ainsi  ramené  aux  quadratures;  ces  quadratures  sont 
elliptiques,  comme  on  s'en  assure  en  faisant  q^  —  a  =  s],  q^  —  a  =  5|,  de 
façon  à  rendre  Si  et  Ss  rationnels  en  Si  et  s^. 

Quant  aux  expressions  des  inconnues  auxiliaires />!,  jD],  773,  on  les  ob- 
tient en  prenant  les  dérivées  partielles  de  W  par  rapport  à  ^i,  q^^  0, 


'•^Vvfîô'    ^*^\/^y 


/?8  =  a 
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Cette  dernière  formule  donne  la  signification  de  la  constante  a;  en 
effet,  l'équation  qui  définit  pz  nous  a  donné  pour  p^  )a  valeur  ^^0';  on  a 
donc 

équation  qui  exprime  que  le  principe  des  aires  s'applique  à  la  projection 
du  mouvement  sur  le  plan  j^iO-^i,  car  j^  et  6  sont  les  coordonnées  polaires 
de  la  projection  du  mobile  sur  ce  plan.  Ce  fait  est  évident  a  priori,  car 
les  deux  forces  agissant  sur  le  mobile  rencontrent  Ox, 

Dans  le  cas  particulier  où  la  vitesse  initiale  du  mobile  rencontrerait  O^r, 
la  trajectoire  serait  évidemment  dans  le  plan  MoOiO,  déterminé  par  la 
position  initiale  et  les  deux  centres  attractifs.  On  peut  le  vérifier  sur  les 
équations  :  dans  ce  cas  la  constante  s  serait  nulle  et  la  première  des  équa- 
tions de  la  trajectoire  (T)  deviendrait 

6  =  a-, 

ce  qui  montre  que  le  plan  j^Ox  resterait  fixe.  La  deuxième  équation  (T) 
donne  alors  la  trajectoire  en  coordonnées  elliptiques. 

Intégration  de  Véquation  d'Euler,  —  Supposons  non  seulement  a  =  o, 
mais  aussi  fii  =  fis  =  o;  alors  le  plan  yOx  est  fixe,  la  trajectoire  est  plane 
et,  comme  il  n'y  a  pas  de  forces,  cette  trajectoire  est  une  droite  du  plan 
yOx,  Dans  ces  hypothèses,  la  deuxième  des  équations  (T)  devient,  en 
remplaçant /(<7i;  Glf{ç%)  par  leurs  expressions, 

—  f 


ffqi)(a  —  qi){b  —  qi) 


Cette  équation  représente  donc  une  droite;  elle  peut  être  identifiée  avec 
l'équation  d'une  droite  en  coordonnées  elliptiques,  équation  qui  est  évidem- 
ment algébrique  en  qi  et  q^.  On  retrouve  ainsi,  d'après  Lagrange,  le  résultat 
fondamental  donné  par  Euler,  que  l'équation  (E)  admet  une  intégrale  algé- 
brique; résultat  qui  conduit  à  l'addilion  des  fonctions  elliptiques. 

Remarque.  —  On  pourra,  de  la  même  façon,  ramener  à  des  quadratures 
le  mouvement  d'un  point  sollicité  par  des  forces  qui,  dans  le  système  des 
coordonnées  que  nous  venons  d'employer  ,  dérivent  d'une  fonction  de 
forces  de  la  forme 

Uj  étant  une  fonction  quelconque  de  qi  seul  et  Ui  une  fonction  de  qx 
seul.  Par  exemple,  on  conserve  celle  forme  de  la  fonction  de  forces  en 
ajoutant  aux  forces  précédentes  (attractions  issues  de  Oj  et  Oj  en  raison 
inverse  du  carré  des  distances)  une  attraction  issue  de  0  proportionnelle 
à  la  distance,  une  attraction  perpendiculaire  au  plan  yiOz^  en  raison  in- 
verse du  cube  de  la  distance  x  et  une  attraction  perpendiculaire  à  l'axe 
Ox  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance  j\ 
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Signalons  en  terminant  un  travail  de  M.  Velde,  Ueber  einen  Specialfall 
der  Bewegung  eines  Punktes  welcher  von  zwei  festen  Centren  ange- 
zogen  iv«rrf(i889,  Berlin.  R.  Gartners  Verl.,  Bulletin  des  Sciences  ma- 
thématiques, p.  125;  1890).  M.  Velde  traite  le  problème  du  mouvement 
plan  en  supposant  que  les  forces  attractives  issues  des  foyers  Oi  et  Oj 

soient  —  -l  —  [Jtri,  —  ^^  —  \li\  et  que  le  mobile  soit  attiré  par  le  centre 

O  proportiunnellement  à  la  distance. 


308.  Coordonnées  elliptiques  dans  l'espace.  —  On  a  trouvé  (n""  280) 


Alors 


T  =  ^(Mi^?-i-M,^;«-hM3^'3^). 


Pi=  l^Uq'u       Pi- j^hq'î,       Pi^iMsq'i 


Supposons  que  la  fonction  de  forces  soit  de  la  forme 

r  -  Ui  ^  L^  _  U3 

1^   —   : : -f- — / ■ — -  -H 


Ui   étant  fonction   de  qi   seul,    Uj  de  q^  seul  et  U3  de  q^  seul.  Nous 
aurons 


VM,       Mj       M3/ 


L'équation  en  W  est  donc,  si  nous  mettons  pour  Mj,  Mj,  M3  leurs  va- 
leurs (n*280), 

_/.  +  .,  r . A  y)  /^  V  +  Air)  /dwy 

^ -Ii9.û /^'V  1  _  u  =  o. 

(73—  qi)  {q^  —  Çi)  \àqz/    J 

Pour  trouver  une  intégrale  complète  de  cette  équation  dans  l'hypothèse 
faite  sur  U,  remarquons  avec  Jacobi  que  l'on  a  identiquement,  quelles 
que  soient  les  constantes  a  et  ^, 

jg-*-  9  3<7i  -f-  A<7;    ^    'la-f- 9.372 -+- A7I  9a -h  9  S 73  H- A 7 5    _i 

(qi^qi)(qi  —  qz)      {qt  —  qz)^qii  —  q\)     173— 7i)(73— 7/)  ~    ' 

comme  on  le  voit  en  écrivant  que  la  somme  des  résidus  de  la  fonction 
rationnelle  en  q 

o.d-hi^q  -^  hq^ 

iq  —  qi)(q'-qi)(q  -q^) 
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est  égale  à  h.  L'équation  en  W  peut  alors  s'écrire,  en  remplaçant  h  par 
cette  expression, 

{g\  —  qi){qi  —  q7^)  {qt—qz){qî—qi) 


/(^>)( 


équation  qui  admet  manifestement  l'intégrale  suivante  : 

^^ = Zv/jS''^'  -/iZ/Sy'''  -/iZ/Sî''^- 

où  l'on  a  posé 

S/=  iai^i^qi-\-  hqj  ■+■  U/,  (^*=  i»  ^î»  3). 

En  effet,  celte  expression  deW  annule  chacun  des  trois  termes  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles.  Les  équations  de  la  trajectoire  s'obtiennent 
alors  en  égalant  à  des  constantes  a'  et  P'  les  dérivées  partielles  de  W  par 
rapport  à  a  et  ^  : 


r  ^q^    ^  r  ^y«__  ^  f  ± 


^^'=  =  a' 


nqz) 

J  >/^J(q7)  ^J  ^Sjï^)      J  V/S3/W3)       '   ' 
Dans  le  cas  particulier  où  il  n'y  a  pas  de  forces 

Ui=  L2=  U3=  o, 

ces  équations  doivent  représenter  une  droite  en  coordonnées  elliptiques 
dans  Tespace.  Elles  sont  donc  alors  équivalentes  à  deux  relations  algé- 
briques entre  qi,  q^y  çtj,  ce  qui  constitue  une  première  généralisation  du 
résultat  d'Euler  rappelé  à  la  fin  de  l'exercice  précédent  et  un  cas  parti- 
culier du  théorème  d'Abel  appliqué  aux  intégrales  ultraelliptiqucs  de  pre- 

miere  espèce.  Quant  au  temps,  on  lobtiendrait  en  égalant  -rj-  a  t  —  Iq. 

On  vérifiera,  à  titre  d'exercice,  que  la  fonction  des  forces  prend  la 
forme  supposée  ci-dessus  quand  le  mobile  est  sollicité  à  la  fois  par  une 
attraction  issue  du  centre,  proportionnelle  à  la  distance,  et  par  des  attrac- 
tions normales  aux  trois  plans  principaux  des  surfaces  homofocales  et 
variant  respectivement  en  raison  inverse  du  cube  des  distances. 
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V.  -  APPLICATIONS  DU   PRINCIPE  DE  LA  MOINDRE  ACTION 
AlUX    COURBES  BRACHISTOCHRONES,  A  L'ÉQUILIBRE  DES 


309.  Moindre  action.  —  Point  libre.  —  Soit  un  point  libre  de  masse  i 
sollicité  par  une  force  dérivant  de  la  fonction  de  forces  \]{x,yj  z).  Nous 
avons  vu  (n"  290)  que,  la  constante  des  forces  vives  h  ayant  une  valeur 
déterminée,  les  trajectoires,  passant  par  deux  points  donnés  A  et  B,  sont 
les  courbes  annulant  la  variation  de  l'action 


(i)  .Ào=  I      \/i{{J-i-h)ds. 


Ces  trajectoires  sont  aisées  à  trouver  quand  on  connaît  une  intégrale 
complète  de  l'équation  de  Jacobi  en  W  dans  un  système  quelconque  de 
coordonnées 

Il    est   utile,  pour  la  suite,   d'écrire   explicitement  cette  équation  :  nous 
avons  vu  (n°  293)  que  T  est  une  forme  quadratique  de/>i,/?2, />3 

d'ailleurs  H  est  égal  à  T — U.   L'équation   de  Jacobi  obtenue  en  rcmpla- 

dW    ù\\    dW 
ç^Lni  pij  Pij  p2  par ,  ^  — -  est  donc 


Soient  alors  W(^i,^j,  ^3,  a,  p,  h)  une  intégrale  complète  de  cette  équa- 
tion, \Vo  et  Wi  les  valeurs  qu'elle  prend  aux  deux  points  A  et  B.  Nous 
savons  que  les  équations  des  trajectoires  sous  forme  finie  sont 

dW  dW 

avec  les  quatre  constantes  a,  p,  a',  p'. 

Il  s'agit,  pour  obtenir  les  trajectoires  passant  par  A  et  B,  de  déterminer 
CCS  constantes  en  écrivant  que  les  équations  (4)  sont  vérifiées  par  les  coor- 
données des  points  A  et  B,  ce  qui  donne 

fc.  <>W„_  d\\,  <JVV,  dW, 
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OU,  en  retranchant, 

,,.,                        <)(W,-\V,)  d(W,-\V,)       ^ 

(b)  ^^^ =o,  _.-^^-—   =o. 

Ces  deux  dernières  équations  déterminent  a  et  p  :  les  précédentes  (5) 
donnent  a'  et  P'.  A  chaque  système  de  valeurs  de  a  et  ^  donné  par  les  équa- 
tions (4)  correspond  une  trajectoire  passant  par  les  deux  points  A  et  B. 

TnHORÈMt;.  —  La  valeur  de  Inaction  le  long  de  cette  trajectoire  est 
donnée  par  la  formule  remarquable 

el.   =  W,  —  \Vo. 

En  effet,  cherchons  quelle  est  la  variation  <AV  de  la  fonction  W 
correspondant  à  un  déplacement  infiniment  petit  dqx,  dq^^  dq%  effectué 
sur  la  trajectoire;  nous  pouvons  dans  cette  hypothèse  supposer  que  y i, 
qty  qz  sont  les  coordonnées  du  point  matériel  lancé  de  telle  façon  qu'il 
décrive  la  trajectoire  considérée.  Alors 

Oqx     ^  àqt  ^^3 

ou,   en  remplaçant  dq^^  dqi^  dqz   par  q^dt,  ^W'    ^3»^    ^^ -^ — '  ^i  ~  ' 

d\\  .  . 

- —  par  leurs  valeurs /?i,/?2,»3, 

àq^ 

^V  =  {p\q\  -^p%q't  -^Pzq':ôdt. 

Comme /?i,  pi,pz  sont  les  dérivées  partielles  de  T  par  rapport  à  q\,  ^j,  7^, 
on  a,  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes, 

d\\='>.Tdt=  ^  ds, 

dt      * 

ds- 
car  la  force  vive  aT  est  égale  à  -7—*  Mais,  d'après  le  théorème  des  forces 

vives,  la  vitesse  —  est  égale  à  v^^ ( U  -+-/<) :  ce  qui  donne 

d\\  =  /îA(U-h/i)  ds. 

La  valeur  de   l'action  calculée  le  long  de  la   trajectoire  de  A  en    B   est 
donc  enfin 

Jl,  =    /       )/2(\J-^h)  ds=  d\\  =  W,  —  \Vo , 

MA)  ^  (Al 

comme  nous  voulions  le  démontrer. 
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310.  Point  sur  une  surface.  —  Les  mêmes  conclusions  subsistent  pour 
le  mouvement  d'un  point  sur  un  plan  ou  sur  une  surface  fixe  quelconque. 
quand  il  y  a  une  fonction  de  forces. 

La  force  vive  est  alors  une  forme  quadratique  de  q\,  q\  ou  de/>i,  /?2, 

(7)      aT  =:aiiy'i*-4-  iaxtq\q\  -t-  a^^q'f  =  g  (  An /jJ  -f- 2A,2/?i/?2 -h  Ajj/?!), 

où 

D=a|ia22  —  o\ti         Ail  =  «22,         Ai*  =  —  ai2,         A22  =  «ii« 

H  est  égal  à  T  —  U  et  l'équation  de  Jacobi  en  W  est 

Si  W(yi,  ^j,  a,  A)  en  est   une  intégrale  complète,  l'équation  des  trajec- 
toires  est  — —  =  «',  et  l'action  le  long  de  la  trajectoire  allant  de  A  en  B 

est  \V|  —  Wo,  a  étant  déterminé  par  l'équation  ^— ~  =  o.   (  Voir , 

pour  une  étude  détaillée  de  ces  propriétés,  les  Leçons  sur  la  théorie  des 
sur/aces,  de  M.  Darbou\,  t.  Il,  Ghap.  VI  et  VII.) 

311.  Mouvement  parabolique.  —  Par  exemple,  pour  le  mouvement 
parabolique  d'un  point  pesant  dans  un  plan  vertical,  nous  avons  trouvé 

(302) 

I  ' 

W  =  aar  —  -—  (  2  A  —  a*  —  2  ^v  )* . 

La  valeur  de  l'action  le  long  d'une  des  deux  trajectoires  paraboliques 
allant  du  point  (Xqj  yo)  au  point  (xi,  y^)  est 

2  étant  une  des  deux  racines  de  l'équation 

(9)        Xi^Xo-{-  ^[(2A  —  a2— 2^7,)*  — (2A--aî  — 2^70)*]  =  0. 

Cette  équation  rendue  rationnelle  est  bicarrée  en  a  :  une  des  valeurs  de 
a*  étant  cboisie,  le  signe  à  prendre  pour  a  est  déterminé  par  l'équation  (9), 

dans  laquelle  le  terme  ^Ti  —  2^0  et  le  coefficient  de  -  ont  des  signes  connus. 

6 

312.  Courbes  braohistoohrones  et  figures  d'équilibre  des  fils  dans  le 
cas  d'une  fonction  de  forces.  —  Problème  de  la  réfraction.  —  Si,  pour 
abréger,  nous  remplaçons  dans  ce  qui  précède  2(U-f- A)  par  ç*,  ç  dési- 
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gnant  une  fonction  des  coordonnées,  nous  voyons  que  les  résultats  obtenus 
pour  un  point  libre  s'énoncent  comme  il  suit.  Les  courbes  joignant  deux 
points  donnés  A  et  B  et  rendant  maximum  l'intégrale 


(lO)  '  ~    /  ?  ^* 


«ont  connues  dès  qu'on  connaît  une  intégrale  complète  \V(7i,  ^j,  ^j,  a,  P) 
de  l'équation  de  !Jacobi  (3)  en  W,  dans  laquelle  on  a  remplacé  2(U  -+-  A) 
par  <p*, 

y^X{kmàW_    2  /«=i,2,  3\ 


Elles  ont  pour  équations 

dW  dW  _ 

^  =  "'     "dp'-p' 

et  la  valeur  de  l'intégrale  I  le  long  d'une  de  ces  courbes  est  Wi  —  Wo,  les 
constantes  a  et  ^  étant  calculées  comme  précédemment,  à  l'aide  des  équa- 
tions (6).  Par  exemple  ,  en  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires, 
suffira  d'avoir  une  intégrale  complète  de  l'équation 

m-  m'-  (f  )'-  '■• 

De  même,  pour  obtenir,  sur  une  surface  fixe,  les  courbes  joignant  deux 
points  A  et  B  et  rendant  l'intégrale  I  minimum,  il  suffira  d'avoir  une  inté- 
grale complète  W(^i,yî,a)  de  l'équation  en  W  de  Jacobi  (8),  dans 
laquelle  on  aurait  remplacé  2(U  -^  h)  par  ç',  de  façon  à  avoir  l'équation 

Les  courbes  cherchées  ont  alors  une  équation  de  la  forme  —r—  =  i\  et 

l'intégrale  (lo)  le  long  d'une  de  ces  courbes  est  Wi  —  Wq. 

Mais  nous  avons  vu  que  l'on  peut  ramener,  à  la  recherche  des  courbes 
rendant  minimum  une  intégrale  telle  que  (lo),  les  trois  problèmes  suivants  : 

1°  Figure  d'équilibre  d'un  Jil,  libre  ou  mobile  sur  une  surface,  sol- 
licité par  des  forces  dérivant  d^ une  fonction  de  forces  (n°158); 

2°  Problème  général  de  la  réfraction  (n**  162); 

3**  Détermination  des  courbes  brachistochrones  pour  un  point  libre 
ou  mobile  sur  une  surface,  lorsqu'il  existe  une  fonction  des  forces 
(n«  255  et  257). 
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Ces  problèmes  peuvent  donc  être  ramenés  à  la  recherche  d'une  intégrale 
cooiplète  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  de  la  forme  (ii)  ou  (12). 
La  valeur  de  l'intégrale  (10),  le  long  de  l'une  de  ces  courbes  allant  de  A 
en  B  est  de  plus  Wi —  W©;  dans  le  cas  particulier  des  brachistochrones, 
la  valeur  de  cette  intégrale  donne  le  temps  que  met  le  mobile  à  parcourir 
Tare  AB  de  brachistochrone.  (Voir  Clebsch,  Journal  de  Crelle,  t.  57, 
p.  93;  Appell,  Comptes  rendus^  12  mars  i883,  et  Annales  de  la  Faculté 
de  Toulouse,  1887;  Andoyer,  Comptes  rendus^  t.  C,  p.  1577;  Marcolongo, 
Rendiconti  délia  R.  Accademia  délie  Scienze  di  Napoli,  juillet  1888.) 

EXERCICES. 

1.  Si,  dans  les  équations  canoniques,  on  pose  t= —  i\  ces  équations  conservent 
la  même  forme,  mais  les  p  jouent  le  rôle  des  Çj  et  inversement.  Conclure  de  là 
que,  pour  obtenir  les  intégrales  des  équations  du  mouvement,  il  suffit  de  con- 
naître une  intégrale  complète  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

et  écrire  les  intégrales  des  équations  du  mouvement. 

2.  Môme  question  pour  le  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  ou  sur  une 
courbe. 

3.  Appliquer  la  méthode  de  Jacobi  aux  exemples  suivants  : 

a.  Mouvement  d'un  point  sollicité  par  une  force  constante  en  grandeur  et  di- 
rection, et  par  une  attraction  issue  d'un  point  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance.  Ce  cas  est  un  cas  limite  du  problème  traite  dans  le  n*>  307;  il  suffit 
de  supposer  l'un  des  centres  attractifs  à  l'infini;  les  coniques  homofocales  de- 
viennent alors  des  paraboles  homofocales.  (Cellërier,  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques  y  1891,  et  de  Saint-Germain,  Nouvelles  Annales,  1892). 

b.  Mouvement  du  pendule  sphérique. 

4.  Mettre  sous  forme  canonique  les  équations  du  mouvement  d'un  point  sur 
une  courbe  fixe  ou  mobile.  Appliquer  ensuite  le  théorème  de  Jacobi.  (Il  suffit 
d'appliquer  les  théorèmes  généraux  en  supposant  les  paramètres  réduits  à  un 
«cul  q^.  ) 

5.  Application  au  pendule  simple. 

6.  Application  au  problème  du  n**  260. 
Dans  ce  problème,  en  supposant  m  =  1,  on  a 

R» 

T  =  —  (8"-4- 2aO'-f-2aa)),        a  =  a)(n- cosO)  ; 

il  y  a  un  seul  paramétre  0  qui  joue  le  rôle  de  ^„  de  plus  U  =  0.   On  doit  poser 

/'.=  5J=R'(9'+a), 
II  =y?,6'— T— U  =  5-'(6"— aaoi) 
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ou,  en  fonclion  de  /?,, 

U=il:[(^-ay-.a.]; 
l'équation  de  Jacobi  est 

dt         2   l\R*   ml  J 

Elle  admet  l'intégrale  complète 

V=  R»  i—ht-\-jad^  -h  I   \/2a<si-r-  ■ikd^\ 
avec  la  constante  h.  L'équation  du  mouvement  est  alors 


-rr  —  const.  =  —  R'^^, 


ou 

J    \/ •?.  a  iii  -\-  2  II 

équation  qui,  d'après  la  valeur  de  a,   est  identique  à  celle  du  mouvement  d'un 
pendule  simple. 

7.  Soit  une  surface  dontl'élément  linéaire  peut  être  mis  sous  la  forme  de  Liou- 
ville  (n**  305).  Appelons  i  l'angle  que  fait  en  chaque  point  v  une  ligne  géodésique 
déterminée  avec  la  courbe  7,  =  const.  passant  par  ce  point.  Démontrer  que  l'on 
a,  tout  Je  long  de  cette  ligne, 

A,  sin'i -h  A,cos»i  =  const. 
(LiouviLLE,  Journal  de  Mathématiques ^  ^^W-) 

8.  Appliquer  la  méthode  du  n**  305  à  la  reclu;rche  des  lignes  géodésiques  du 
plan  en  employant  des  coordonnées  elliptiques  dans  le  plan. 

L'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques  (  lignes  droites  )  est  alors  l'équa- 
tion d'Euler.  L'équation  d'une  droite  en  coordonnées  elliptiques  fournit  alors  l'in- 
tégrale de  l'équation  d'Euler  (Lagmangk,  voyez  n°  307).  L'équation  qui  donne 
l'arc  de  courbe  géodésique  (305)  fournit  le  théorème  d'addition  pour  les  intégrales 
elliptiques  de  deuxième  espèce  (Darboux,  Leçons  sur  ta  Théorie  générale  des 
sur/aces,  t.  III,  p.  i3). 

9.  Appliquer  la  méthode  du  n"  305  à  la  recherche  des  lignes  géodésiques  de  la 
sphère,  en  employant  des  coordonnées  elliptiques  sur  la  sphère  {voir  Darboux 
ibid.^  t.  II,  p.  422).  On  a 


ds*  =  (  cos  ^  |x  —  cos  3  V  )  ( 


CUi  J  jJL  —  COS  J.  C  C06  A  C  —  COâ  J  V 


La  formule  relative  à  l'arc  d'une  ligne  géodésique  (grand  cercle)  donne  alors 
la  formule  d'addition  pour  les  intégrales  elliptiques   de  troisième  espèce  (Dar- 


Boux,  ibid,y  t.  III,  p.  i3). 
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10.  Appliquer  la  méthode  de  Jacobi  à  la  recherche  de  la  figure  d'équilibre 
d'une  chainelte  homogène  pesante  d'après  le  n*>  312. 

il.  En  adoptant  les  notations  du  n"  305,  démontrer  que  l'on  peut  ramener  aux 
quadratures    le  mouvement  d'un  point  sur  une   surface  de  Liouville  quand  la 

fonction  des  forces  est  de  la  forme  -^ ^t  U,  dépendant  de  q^  seulement,   ri 

IJ,  de  7,. 

Appliquer  en  particulier  au  mouvement,  sur  un  ellipsoïde,  d'un  point  attiré 
par  le  centre  proportionnellement  à  la  distance  (Jacobi).  Démontrer  que,  dans 
ce  mouvement,  la  pression  du  mobile  sur  l'ellipsoïde  varie  proportionnellemcnl 
au  cube  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  à  rellipsoYde  mené  parle  mo- 
bile (AsTOR,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques^  1889,  p.  ^o'j). 

12.  Méthode  de  M.  Elliot  pour  le  cas  d^une  résistance  proportionnelle  à  la 
vitesse. —  Nous  avons  supposé,  dans  le  Chapitre  précédent,  que  les  composantes 
\,  Y,  Z  de  la  résultante  des  forces  données  appliquées  au  mobile  sont  les  déri- 
vées partielles  d'une  fonction  \j{Xjy^  Zj  t).  On  doit  à  M.  Elliot  l'ingénieuse  re- 
marque que  l'on  peut  encore  metlre  les  équations  sous  forme  canonique  et,  par 
suite,  appliquer  le  théorème  de  Jacobi  quand  à  la  force  \,  Y,  Z  vient  s'ajouter 
une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse.  Prenons,  par  exemple,  le  mouvement 
d'un  point  de  masse  1  sur  une  surface  fixe  ou  mobile/(j:, y, -c,  t)  =  o,  sollicité 

[>ar  une  force  de  projections  v-»   -7— y   —   <^t  "ï^e  résistance  proportionnelle  a  Ih 

vitesse  de  projections  — k  -t->  —  k  -y->   ~  ^  TT"   (^  constante).  Les   équations 
du  mouvement  sont 

,   ^  d'x  ,  dx       d\i       .   Of 

(  I  )  — ; —    rr:  —  A"    — \ \-  A   -^—  »  •  •  •  • 

dt*  dt        dx  Ox 

Faisons  le  changement  de  variable  indépendante  t'  ~  e*',  en  prenant  /'  pour 
nouvelle  variable;  nous  avons 

dx  ,   ,  dx  d'x       ,     ,  dx       ,     ,    d'x 

dt  dC  dt'  dt'  dt' 

et  la  première  équation  devient 

d'x  _  _i_  fW       _^  i)/ 
dt'   ~  ¥T'  ôx        kW  ôx' 

les  deux  autres  se  transforment  de  la  même  façon.  Donc,  en  posant 


t  -=-.-  ^log/', 


les  équations  prennent  la  forme 


(3)  d'^  ^à\i'  ,)f 
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équations  du  mouvement  d'un  point,  sans  résistance  de  milieu,  sur  la  surface 
/  (^j^'j  5>  —  7.  logf  J  =  G.  On  pourra  appliquer  à  ce  dernier  mouvement  les  mé- 
thodes de  Poisson,  Ilamillon,  Jacobi;  une  fois  qu'on  aura  trouvé  sous  forme  finie 
les  intégrales  générales  des  équations  du  mouvement  (2),  il  suffira  d'y  remplacer 
t  par  c"^'  et  l'on  aura  les  intégrales  générales  des  équations  (i)  du  mouvement 
demandé. 

La  même  méthode  de  transformation  s'applique  évidemment  au  mouvement 
d'un  point  libre  ou  assujetti  à  glisser  sur  une  courbe  fixe  ou  mobile,  quand  le 
point  est  sollicité  par  une  résistance  de  milieu  proportionnelle  à  la  vitesse 
(Elliot,  Comptes  rendus,  1893,  et  Annales  de  l'École  Normale^  août  1893). 

13.  Appliquer  la  méthode  précédente  de  M.  Elliot  aux  exemples  suivants  : 
i"  Mouvement  sur  une  surface  fixe  dans  laquelle 

ds^=  EdW  +  'i¥dudv  +  Edv\ 

la  fonction  de  forces  étant  U  et  le  point  étant  soumis  à  une  résistance  de  milieu 
k\  proportionnelle  à  la  vitesse  V. 
Résultat.  —  Si  W  (m,  v^,  a,  p)  est  une  intégrale  complète  de  l'équation 

les  équations  du  mouvement  sont 

2"  Mouvement  sur  une  courbe  fixe  pour  laquelle   ds^  =  Erfa",  avec  résistance 
de  milieu  k\ . 
Résultat.  —  Si  W(a,  a)  est  une  intégrale  de 

l'équation  finie  du  mouvement  est 


e^*  --  =  a  . 


3"  Achever  les  calculs  dans  le  cas  d'un  point  matériel  libre  attiré  par  un 
centre  fixe  en  raison  inverse  de  la  distance  el  soumis  à  une  résistance  de  milieu 
proportionnelle  à  la  vitesse  (Elliot,  Annales  de  l'École  Normale,  août  1893). 

1  i.  Réduction  des  équations  d'équilibre  d'un /il  libre  a  la  forme  canonique . 
—  Soilunfil  libre  dont  l'élémentrf^  est  sollicitépar  la  force  ayant  pour  projections 

^rf5,  T— <^*,  -Ti  ds,  U  étant  une  fonction  donnée  de  x,  y,  z  et  s.  Si  l'on  dé- 

dx 
signe  par  ^„  <7„  q^  les  coordonnées  x,  y,  z,  et  par  /9„  p^,p^  les  quantités  T  -r- , 
>  as 

T  -^j  T  ^,  on  a  T  =yjp\-^ p\-^ p\  ;  faisant  enfin 

H  =  U  -f-  T  =  U  (7.,  ^„  <7„  sy^>JJ\^:^\^r^\, 
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les  équations  d'équilibre  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  canonique 
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ds  ""  ôp^ 


ds    ~~       àq^^ 


(v  =  I,  2,  3). 


Appliquer  à  ces  équations  le  théorème  de  Jacobi.  On  retrouve  ainsi  le  théo- 
réiçe  de  Clebsch  {Journal  de  Crelle^  t.  57).  (Voir  Comptes  rendus,  i883, 
t.  XCVIy  p.  688;  et  une  Note  de  M.  Marcolonoo,  Rendiconti  délia  Ji,  Accade- 
mia  délie  Scienze  di  Napoli,  i888.) 

15.  Réduire  de  même  à  la  forme  canonique  les  équations  d'équilibre  d'un  fil 
glissant  sans  frottement  sur  une  surface  {Comptes  rendus,  i883,  t.  XCVI, 
p.  688). 

16.  Le  déterminant  des  coefficients  de  q\,  q\^  q\  dans  les  équations  (a)  du 
n*  292  est  le  carré  du   déterminant  fonctionnel  de  x^  y,  z  considérés  comme 

fonctions  de  q^,  g,,  g,. 

17.  Un  point  matériel  glisse  sans  frottement  sur  la  surface  d'un  ellipsoïde  ho- 
mogène de  révolution  et  est  attiré  par  les  éléments  de  l'ellipsoïde  suivant  la  loi 
de  Newton.  Trouver  le  mouvement. 

(D'après  la  théorie  de  l'attraction,  l'attraction  de  l'ellipsoïde  sur  le  point  a 
pour  projections  X  =  —fXy  Y  =  —  fy,  1=  —  gz,  f  tl  g  désignant  des  constantes 
et  Taxe  Oz  étant  l'axe  de  révolution  (Jacobi,  Crelle,  l.  24). 

18.  Mouvement  d'un  point  soumis  à  l'attraction  ncwtonienne  de  deux  centres 
mobiles  parcourant  une  circonférence  fixe,  de  telle  façon  qu'ils  soient  constam- 
ment aux  deux  extrémités  d'un  diamètre  et  que  le  mobile  se  trouve  toujours 
dans  le  plan  déterminé  par  ce  diamètre  et  l'axe  de  la  circonférence  (Desboves, 
Journal  de  Liouville,  t.  XIIIJ. 

19.  Dans  le  cas  des  coordonnées  elliptiques  planes,  le  problème  se  ramène  à 
des  quadratures  quand  la  fonction  des  forces  est  de  la  forme 


U  = 


I 

u. 

I 

u. 

I 

9. 

I 

?, 

dans  l'espace,  le  problème  se  ramone  à  des  quadratures  quand  elle  est  de  la 
forme 


U  = 


Çi 

U. 

9. 

U. 

9, 

V. 

Ç. 

9\ 

9, 

9\ 

9, 

9\ 

U„  U„  u,  étant  respectivement  fonctions  de  g„  g„  q^  (Liouville,  Journal  de 
Uouçille,  t.  XII,). 
Vérifier  qu'on  peut  mettre  sous  cette  forme  une  fonction  des  forces   inverse- 
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ment  proportionnelle  à  la  puissance  du  point  mobile  par  rapport  à  l'une  des  sur- 
faces homofocales,  par  exemple 

/■ 
U 


abc 


( 


CGC  \ 

on  trouve  U,,UoU, égaux  à  —>  — »  ->  Cdésignant  une  constante)-  (Bulletin 

'     '  ^,     fit    Ç.  I 

de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XIX,  p.  102.) 

Oh  peut  mettre  sous  celte  même  forme  la  fonction  des  forces  pour  un  point 
glissant  sur  un  ellipsoïde  et  attiré  par  le  centre  proportionnellement  à  la  dis- 
tance {voir  LiouviLLE,  Journal  de  Liouville,  t.  XII,);  la  même  question  est 
traitée  par  Schellbach  {Crelle,  t.  54,  p.  38o). 

Dans  ce  Mémoire,  Schellbach  étudie  aussi  le  mouvement  d'un  point  sur  un 
ellipsoïde  avec  une  résistance  de  milieu  ayant  'pour  expression  av-\-pv*f  où  a 
est  fonction  de  ^  et  ^  de  l'arc  s  de  trajectoire. 

20.  Dans  le  système  des  coordonnées  elliptiques  planes,  on  suppose  un  mobile  sol- 
licité par  une  force  dérivant  de  la  fonction  — ' -t  U,  et  U,  dépendant  respective- 
ment de  7,  et  q^.  Que  devient  le  problème  quand  les  deux  foyers  se  rapprochent 
indéfiniment  jusqu'à  se  confondre  en  O. 

Réponse.  —  En  faisant  dans  la  formule  du  n"  280  (4*),  a  =  6-f-e,  où  eest  infi- 
niment  petit,   on  trouve  7,=  a  —  jie,    q^—a  —  r^^    x'=pLr%    >"' =  (  i  —  H-) ''% 

tl;(iJL)  —  Çp(/**) 

U  =  ^^^ '   ^  • i,  r  désignant  le  rayon  vecteur  issu  du  centre.  U  est  donc  la 

somme  de  deux  parties  dont  l'une  dépend  de  /*  seul  et  dont  l'autre  est  homogène 
et  de  degré  —  2  par  rapport  aux  coordonnées  (Liouville,  Journal  de  Liouville, 
t.  XI,). 

21.  Le  système  de  coordonnées  elliptiques  et  ses  cas  limites  (coordonnées  rec- 
tangulaires quand  les  deux  foyers  sont  à  l'infini,  coordonnées  paraboliques  quand 
l'un  des  foyers  est  à  l'infini,  coordonnées  polaires  quand  les  deux  foyers  sont 
confondus)  sont  les  seuls  systèmes  réels  qui  permettent  de  mettre  le  carré  de 
l'élément  linéaire  du  plan  sous  la  forme  de  Liouville 

rf5»=[9(a)-4/(p)][cp,(a)c/a»-^.(îi)rf?^]. 

(Liouville,  Journal  de  Liouville,  t.  XI  et  XII,  i"  série.)  Voyez  les  Mémoires 
couronnés,  Comptes  rendus^  séance  publique,  décembre  1892,  p.  1122. 

22.  Connaissant  une  intégrale  complète  W(jr,  y,  z,  a,  p,  h)  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  du  n»  300,  on  peut  toujours  en  déduire  une  intégrale  W  de 
cette  même  équaiion  qui  s'annule  sur  une  surface  donnée  ?(ic,^',  s)  =  o.  (Mé- 
thode de  Lagrange  pour  déduire  l'intégrale  générale  d'une  intégrale  complète.) 
Cette  intégrale  étant  déterminée,  les  trajectoires  normales  à  la  surface  donnée 
sont  normales  aux  surfaces  W=  const.,  et  l'action  sur  la  portion  d'une  de  ces 
trajectoires  comprise  entre  deux  de  ces  surfaces  est  la  même  pour  toutes  les  tra- 
jectoires. (  Voir  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  sur/aces,  t.  II, 
Chap.  VI  et  VU.) 
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23.  Dans  un  mouvement  plan,  la  fonction  de  forces  U  est  supposée  de  la  forme 

U  =  Aj7'"-+-B7«, 

V  cl  B  étant  des  constantes  quelconques,  m  et  ^  des  entiers.  Démontrer  que 
l'équation  de  Jacobi  en  W  admet  une  intégrale  complète  algébrique  en  a:  et  ^'. 

En  déduire  qu*on  peut  obtenir  une  infinité  de  systèmes  orthogonaux  algé- 
briques dont  fera  partie  une  courbe  algébrique  donnée.  (Darboux,  Leçons  sur  la 
théorie  générale  des  sur/aces^  t.  II,  chap.  VI,  n°  540.) 

24.  Théorème  relatif  à  une  solution  quelconque  W  de  Véquation  aux  déri- 
vee»  partielles  de  Jacobi. 

Soit  W(a7,  y,  5)  une  solution  quelconque  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
avec  ou  sans  constantes;  les  courbes  normales  aux  surfaces 

yf  {x^y,  z)  =  const. 

sont  les  trajectoires  obtenues  en  plaçant  le  mobile  en  un  point  arbitraire  sur  une 
de  ces  surfaces,  W  =  o  par  exemple,  et  le  Jançant  normalement  à  la  surface  avec 
une  vitesse  telle  que  la  constante  des  forces  vives  ait  la  valeur  déterminée  h. 
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313.  Géométrie  des  masses.  —  La  théorie  des  moments  d'inertie, 
la  théorie  du  centre  de  gravité  et  celle  de  Tatlraction  empruntent 
à  la  Mécanique  la  seule  notion  de  masse.  Plusieurs  auteurs,  no- 
tamment Carnot  {Géométrie  de  position)  et  Chasles  [Aperçu 
historique,  p.  220),  avaient  proposé  de  rattacher  ces  théories  à 
la  Géométrie.  M.  Haton  de  la  Goupillière  a  développé  cette  idée 
d'une  manière  systématique,  en  faisant  de  ces  questions  un  cha- 
pitre spécial  de  la  Mécanique,  auquel  il  a  donné  le  nom  de  Géo- 
métrie  des  masses  (voir  Journal  de  V Ecole  Polytechnique, 
XXXVIl*  cahier,  et  Revue  générale  des  Sciences  pures  et  appli- 
quées, 4*  année,  p.  SSy  ;  iBgS). 

Les  théories  qui  constituent  la  Géométrie  des  masses  ont  toutes 
pour  objet  Tétude  d'intégrales  de  la  forme  ^mf^x^y,  z)^  étendues 
à  un  ensemble  de  points  matériels  de  masses  m  et  de  coordonnées 
j?,  y  y  s.  Par  exemple,  dans  la  théorie  du  centre  de  gravité,  figurent 
les  sommes  obtenues  en  prenant  pour  /(x^y^z)  une  fonction 
linéaire  des  coordonnées,  sommes  qui  se  ramènent  à  trois  Smor, 

La  théorie  des  moments  d'inertie,  créée  par  Huygens,  se  rap- 
porte aux  sommes  obtenues  en  prenant  pour/(x,yy  z)  une  fonc- 
tion entière  du  second  degré  des  coordonnées,  sommes  qui  se 
ramènent  à  six  2mx^,  Sm/^,  Imz^^  Imyz^  Imzx^  Imxy. 
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L  —  DÉFINITIONS  ET  EXEMPLES. 

314.  Définitions  des  moments  d'inertie.  —  Quoique,  dans  les 
applicalioDs,  on  ne  rencontre  que  les  moments  d'inertie  par  rap- 
port à  des  axes,  il  est  utile  d'introduire  les  définitions  suivantes. 
Etant  donné  un  système  de  points  matériels,  on  appelle  : 

1°  Moment  d'inertie  par  rapport  à  un  plan,  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  m  de  chaque  point  par 
le  carré  de  sa  distance  o  au  plan,  Smo'; 

2°  Moment  d^ inertie  par  rapport  à  un  axe,  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  m  de  chaque  point  par 
le  carré  de  sa  distance  r  à  l'axe,  S/?i/**;  on  désigne  ordinairement 
ce  moment  par  MA',  où  M  est  la  masse  totale  du  système  :  k  est 
alors  appelé  le  rayon  de  gyration  du  système  par  rapport  à  Taxe 
considéré; 

S''  Moment  d^ inertie  par  rapport  à  un  point,  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque  point  par  le 
carré  de  sa  distance  au  point. 

Par  un  point  O  faisons  passer  trois  axes  rectangulaires  x, 
y^  z.  Les  moments  dMneriie  par  rapport  aux  trois  plans  coor- 
donnés sont 

2  ma?',     -'"v*,     2mz'; 

les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes, 

S/n(^«-h<3«),     2m(4î24-x2),     2m(a7«-H^2); 

enfin,  le  moment  d'inertie  par  rapport  au  point  O  a  pour  valeur 

Des  expressions  ci-dessus  résultent  les  théorèmes  suivants  : 

a.  Le  moment  d^ inertie  par  rapport  à  un  axe  est  égal  à  la 
somme  des  moments  d* inertie  par  rapport  à  deux  plans  rectan- 
gulaires passant  par  cet  axe, 

b.  Le  moment  d^ inertie  par  rapport  à  un  point  est  la  somme 

des  moments  d'inertie  par  rapport  à  trois  plans  rectangulaires 

passant  par  ce  point,  ou  à  la  somme  des  moments  d^inertie 

par  rapport  à  un  plan  et  une  droite  rectangulaires  passant  par 

ce  point. 
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4"  Produits  (Vinertie.  —  Les  géonièlres  anglais  appellenl 
aÎDsi  les  sommes  Yttnyz^  EmzXj  Y,mxy,  qui  se  ramènent  immé- 
diatement aux  moments  d'inertie.  Menons  en  effet  les  plans  bis- 
secteurs P  et  P'  des  dièdres  formés  par  les  plans  zOx  qI  zOy^ 
plans  qui  ont  pour  équations  x  -{-y  ■=  o^  x  — y  =  o,  puis  appe- 
lons 0  et  o'  les  dislances  du  point  de  masse  m  et  de  coordonnées 
j:,  ^,  ^  à  CCS  deux  plans.  Nous  avons 

I,mxy=  -(S//io2  — Smo'»), 

relation  dans  laquelle  les  deux  ternies  du  second  membre  sont  des 
moments  d'inertie. 

315.  Systèmes  continus.  —  Pour  calculer  les  moments  d'inerlie 
d'un  corps  continu,  d'une  masse  métallique,  par  exemple,  on  la 
suppose  décomposée  en  éléments  de  volumes  infiniment  petits  dv 
dont  les  coordonnées  sont  x^y^  z  et  la  masse  m=  pdv^  p  dési- 
gnant la  densité  du  volume  élémentaire  di^.   Alors,  une  somme 

telle  que  Unix-  ou  Y,myz  devient  une  intégrale  iriple  /  /  /  px^dv 
ou  f  I  I  pyzdv  étendue  au  volume  considéré. 

316.  Exemples.  —  i**  Moments  d'inertie  d*une  sphère  homogène,  — 
Soit  p  la  densité.  Cherchons  d'abord  le  moment  d'inertie  (jl  de  la  sphère 
par  rapport  à  son  centre;  ce  moment  est  une  fonction  du  rayon  R;  son 

Fi  g.  i8.',. 


accroissement  ^/(x,  lorsque  R  prend  un  accroissement  e/R,  est  le  moment 
d'inertie  d'une  couche  sphérique  de  masse  fxtiK^ÇidW  par  rapport  à  un 
point  qui  en  est  à  la  distance  constante  R  {fig,  184)  :  c'est  donc 

d^  =47:R»pr/R  X  R5. 
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d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  o  et  R, 

IJI  =    ^  TTOR*. 
O 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  plan  diamétral  est 

puisque  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  tous  les  plans  diamétraux  est 
le  même,  et  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  au  centre  est  égal  à  la 
somme  des  moments  d'inertie  par  rapport  à  trois  plans  diamétraux  rec- 
tangulaires. De  là  résulte  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  dia- 
mètre, somme  des  moments  d'inertie  par  rapport  à  deux  plans  diamé- 
traux rectangulaires,  a  pour  valeur 

M  désignant  la  masse  totale  -  irpR^;  le  rayon  de  gyralion  autour  d'un  dia- 

o 

mètre  est  donc 


=V 


2*  Moments  d^inertie  d*un  ellipsoïde  homogène,  —  Soit 

x^        r*       z* 

~  -^  \-  -h  -T  —  I  =  o 

a»        6*       c* 

l'équation  de  l'ellipsoïde.  Son  moment   d'inertie  par  rapport  au  plan  des 
xy  est,  en  appelant  p  la  densité. 


I,mz^=  I  I  j  pz^  dx  djy  dzy 


l'intégrale  triple  étant  étendue  à  tout  le  volume  de  l'ellipsoïde. 
Si  l'on  fait  le  changement  de  variables 

X  =  ax'j        y  —  by'y        z  =  cz\ 
on  aura 


2  m  .52  =  ahc^  f  f  fp  '*'*  ^^'  ^/  ^^'  î 


la  nouvelle  intégrale  triple  étant  étendue  au  volume  de  la  sphère 

x'i  H-  y*  -h  s'*  —  I  =  o 
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représente  le  moment  d'inertie  de  cette  sphère  de  rayon  i  par  rapport 
à  OD  plan  diamétral,  et  a  pour  valeur  -i  irp;  on  a  donc 

i5    ^  ' 

cette  quantité  peut  s'écrire  enfin 

5 

M  étant  la  masse  ^izpabc  de  l'ellipsoïde. 

On  trouvera  de  même  que  les  moments  d'inertie  de  l'ellipsoïde  sont  : 
Par  rapport  au  plan  des  xz , 


Par  rapport  au  plan  des  j^^, 


et,  par  suite  : 

Par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Ozy 


M ,         M  : j        M  : y 


et,  par  rapport  au  centre, 

.,  a«  -+-  6*  -h  c* 

3**  Moment  d'inertie  par  rapport  à  son  axe  d'un  solide  homogène 
de  révolution  limité  par  les  plans  de  deux  parallèles.  —  Prenons 
d'abord  le  cas  d'un  cylindre  de  révolution.  Gomme  dans  le  cas  de  la 
sphère,  en  donnant  un  accroissement  c/R  au  rayon,  le  moment  d'inertie 
du  cylindre  par  rapport  à  son  axe  prend  un  accroissement 

d\k  =  R«(27rRAp<iR), 

puisque  tous  les  points  de  la  couche  cylindrique  dont  s'accroît  le  solide 
sont  à  la  distance  R  de  l'axe  et  que  l'accroissement  de  masse  est  2::  R  /ï  p dK, 
En  intégrant  l'égalité  ci-dessus,  nous  aurons 

ix=  ^TcR^Ap, 

ce  qu'on  peut  écrire 

R*  R« 

|ji  =  ::R»Ap  —  =  M  —  ; 


2  2 


le  rayon  de  gyration  est  donc  — 

/2 
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Soit,  en  général  {fig,  i85),  z  =  ^(a;)  Téquation  de  la  méridienne  de  la 
surface  de  révolution  dont  Taxe  est  Oz.  Décomposons  le  solide  en  cy- 


lindres élémentaires  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe;  le  moment 
d'inerrie  d'un  de  ces  cylindres,  de  rayon  r  et  de  hauteur  dz,  sera,  d'après 
ce  qui  précède, 

-T,r^odz, 

et,  si  Zçi  et  Zx  sont  les  hauteurs  des  parallèles  extrêmes,  le  moment  d'inertie 
du  solide  aura  pour  expression 

MAî=  ^    f  '  r'*dz, 

r  étant  lié  à  z  par  la  relation 

-  =  ?('•); 

on  voit  que,  dans  ce  cas,  le  moment  d'inertie  se  calcule  par  une  intégrale 
simple. 

II.  -  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX. 

317.  Variation  du  moment  d'inertie  d'un  système  par  rapport 
à  un  axe  se  déplaçant  parallèlement  à  lui-môme.  —  Cette  varia- 
tion est  donnée  par  le  théorème  suivant  : 

Le  moment  d^ inertie  dhin  système  par  rapport  à  un  axe  est 
égal  au  moment  d^  inertie  par  rapport  à  un  axe  parallèle  pas- 
sant  par  le  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  la 
masse  totale  par  le  carré  de  la  distance  des  deux  axes. 

Soit  AB  un  axe  quelconque  donné;  prenons  pour  axe  des  z 
Taxe  parallèle  Qz  passant  par  le  centre  de  gravité,  et  soient^  ==  a, 
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y  =  b  les  équations  de  J'axe  donné  AB.    Le  moment  d*ineiiie  par 
rapport  à  cet  axe  est 

ce  qu'on  peut  écrire 

mais  les  sommes  S/?îx,  ^f^^J'  sont  nulles,  puisque  le  centre  de 
gravité  se  trouve  sur  l'axe  des  z;  il  reste  alors  pour  expression  du 
moment  d'inertie  par  rapport  à  AB, 

ce  qui  démontre  la  proposition;  car  2/;?(x^H-j^-)  est  le  moment 

d'inertie  par  rapport  à  G:;  et  (a^  -j-  b-)  le  carré  de  la  dislance  des 

deux  axes. 

Soit  I  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  AB,  l^.  le  moment  par 

rapport  à  Taxe  parallèle  passant  par  G,  cl  la  dislance  de  ces  deux 

axes;  on  a  1  ^=  ï(,  -}-  îM</-.  Soit  de  même  V  le  moment  d'inertie  par 

rapport  à  un  axe  parallèle  à  la  même  direction,  mais  situé  à  une 

dislance  rf'  du  centre  de  gravité;  on  a  1'=  I(; -j- Mrf'^,  d'où,  en 

retranchant 

1  —  1=  M{d^-d'*), 

formule  qui  permet  de  calculer  1\  connaissant  l  et  la  position  du 
centre  de  gravité. 

Il  résulte  du  théorème  I  =  Iq  +  M^-^  que,  de  tous  les  axes  pa- 
rallèles à  une  direction  donnée,  celui  pour  lequel  le  moment 
d'inertie  est  minimum  passe  par  le  centre  de  gravité.  Tous  ceux 
pour  lesquels  ce  moment  a  la  même  valeur  engendrent  un  cylindre 
de  ré\'t)Iution  dont  l'axe  passe  par  le  centre  de  gravité. 

On  démontre  de  même  que  : 

Le  moment  d'inertie  d^iin  système  par  rapport  à  un  plan 
est  égal  au  moment  d^ inertie  par  rapport  à  un  plan  parallèle 
mené  par  le  centre  de  grayité,  augmenté  du  produit  de  la 
mcisse  totale  par  le  carré  de  la  distance  des  deux  plans; 

Le  moment  dUnertie  d^un  système  par  rapport  à  un  point  O 
rsi  égal  au  moment  d'inertie  par  rapport  au  centre  de  gra- 


6o 
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vite  G,  augmenté  du  produit  de  la  masse  totale  par  le  carré 

2 

de  la  distance  des  deux  points  OG  . 

318.  Variation  du  moment  d'inertie  par  rapport  à  des  axes 
passant  par  un  môme  point.  Ellipsoïde  d'inertie  (Poinsot).  —  Étu- 
dions maintenant  les  varialions  du  moment  d'inerlie  pris  par  rap- 
port aux  diverses  droites  issues  d'un  point  O  {Jig-  186).  Prenons 


Fig.   t86. 


ce  point  pour  origine  et  soient  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  d'une 
droite  08.  Le  carré  de  la  distance  rnp  d'un  point  x^r^  z  à  cette 

droite  a  pour  valeur  Om' — 0/>^,  c'est-à-dire 

r2  =  x^ -{-y*  -H  -5*  —  ( a.r  -f-  P7  -+-  Y  2 )', 

ce  qui  peut  s'écrire 

ou,  en  développant, 

,-f-  Y' ( ^*  +  ^* )  —  'A Py/^  —  i^^oLzx  —  '}. ap xy, 
d'où  résulte  pour  le  moment  d'inertie  la  valeur 

I.mr^  =  aî2m(^î  h-  z^)  -t-  p» £/n (;;*-+-  :r«  ) 

''r  ^^^m{x^  -^  y*-)  —  i^-^'S.  myz  —  i^oL^mzx  —  17.^1,  mxy, 

En  désignant  par  A,  B,  G,  D,  E,  F  les  sommes  constantes  qui 
entrent  dans  la  formule  ci-dessus,  nous  obtenons 


(0 


Sm/'î  =  Aa«  -+-  B p« -f-  Gy*  —  1 D ?y  —  2 EYa  —  ^Fa^. 
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Les  constantes  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  par  rapport 
aux  axes  de  coordonnées. 

Pour  interpréter  géométriquement  le  résultat  auquel  nous  ve- 
nons d'arriver,  portons  de  part  et  d'autre  de  O,  sur  chaque  droite 

OS,  une  longueur  OP,  telle  que  ^  =  ^/Imr^^  et  cherchons  le  lieu 
du  point  P(X,  Y,  Z).  Nous  avons  tout  d'abord 


''=np'  P=nT>>         ï=7Tf7         avec  p-^  =  2  mr«  ; 


en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  il  nous  vient 
(-2)  i  =  AX«-t-BY«H-CZ*— 2DYZ  — 2EZX  — 2FXY, 

équation  d'une  surface  du  second  ordre.  Cette  surface,  qui  a  l'ori- 
gine pour  centre,  est  nécessairement  un  ellipsoïde;  le  rayon  vec- 
teur OP  est,  en  effet,  toujours  réel  et  fini,  puisqu'il  a  pour  valeur 

-  et  que  le  moment  d'inertie  est  toujours  positif.  Il  n'y  aurait 

exception  que  pour  le  cas  où  tous  les  points  matériels  du  système 
seraient  en  ligne  droite  avec  le  point  O  :  dans  ce  cas,  le  moment 
d'inertie  par  rapport  à  cette  droite  serait  nul,  et  l'ellipsoïde  se 
réduirait  à  un  cylindre  de  révolution  autour  de  cette  droite. 

L'ellipsoïde  dont  l'équation  vient  d'élre  établie  a  reçu  le  nom 
d'ellipsoïde dU ne rtie;  ses  plans  et  ses  axes  de  symétrie  se  nomment 
plans  principaux  et  axes  principaux  d^ inertie  relatifs  au  point 
considéré.  L'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  est 
Vellipsoïde  central  d^ inertie.  En  général,  il  n'y  a  donc  que  trois 
axes  principaux  d'inertie  relatifs  à  un  point  ;  si  rellipsoïde  d'inertie 
est  de  révolution,  il  y  en  a  une  infinité  dans  le  plan  de  Téquateur; 
s'il  est  une  sphère,  tout  axe  passant  par  le  point  est  principal  pour 
ce  point. 

Une  fois  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  O  tracé,  le  mo- 
ment d'inertie  par  rapport  à  un  axe  Oo  est  j^r^^t   P  désignant   le 

point  où  08  perce  rellipsoïde.  De  tous  les  axes  menés  par  O, 
celui  qui  donne  le  plus  petit  moment  d'inertie  est  donc  le  grand 
axe  de  l'ellipsoïde. 


(i> 
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319.  Conditions  pour  que  Taxe  Oz  soit  principal  pour  le  point  O . 

—  Cherchons  la  condition  pour  que  Fun  des  axes  de  coordonnées 
Oz,  soil  axe  principal  d'inertie  par  rapport  au  point  O.  11  faul 
pour  cela  que  l'équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie  ne  contienne  [)a> 
(le  terme  du  premier  degré  en  w,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 


D  =  0, 


1^:.-. 


o, 


ou  bien 


(•3) 


i  rnyz  =  o, 


z^mxz  =  o. 


L'axe  des  z  étant  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  O  ne  le 
sera  pas,  en  général,  pour  un   autre   point  O'   de   sa  direction. 


Fi  g.  i86  bis. 


O' 


h/ 


-jy 


situé  à  une  hauteur  00'=  /i.  Pour  qu'il  en  fût  ainsi,  on  devrait, 
d'après  ce  qui  précède,  joindre  aux  équations  (3)  les  conditions 
nouvelles 


^4) 


'Linyiz — /i)r=o.         ^mx{z^ — h)  =  o, 


obtenues  en  portant  l'origine  en  O'.   Eu  les  combinant  avec  les 
premières,  ces  équations  se  réduisent  à 


I.my  =  o, 


1  ///  .r 


o. 


équations  qui  expriment  que  O:;  passe  par  le  centre  de  gravité. 
Si  cette  condition  géomctri(juc  est  satisfaite,  l'axe  des  z  sera 
axe  principal  d'inerlie  pour  un  point  quelconque  de  sa  direction 
et  en  particulier  pour  le  centre  de  gravité,  car  les  conditions  que 
nous  venons  de  trouver  sont  alors  satisfaites,  quel  que  soit  A;  d'où 
ce  théorème  : 

Théorème.  —   Un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  centre 
de  gravité  est  axe  principal  d'inertie  pour   l'un  quelconque 
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de  ses  points.  Inversemeal,  si  un  axe  est  principal  pour  deux 
de  ses  points^  il  l'est  pour  tous  et  passe  par  le  centre  de  gra- 
vité. 

Il  est  évident  que,  si  un  solide  homogène  admet  un  plan  de 
symétrie,  ce  plan  esl  principal  pour  chacun  de  ses  points,  car, 
en  prenant  ce  plan  pour  plan  des  xy,  on  a,  quelle  que  soil  l'o- 
rigine, 

z  prenant  des  valeurs  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

320.  Remarque.  —  Un  ellipsoïde  quelconque  ne  peut  pas  tou- 
jours être  considéré  comme  un  ellipsoïde  d'inertie.  Si  l'on  rap- 
porte, en  eflTet,  à  ses  axes  un  ellipsoïde  d'inertie,  son  équation 
devient 

où  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie 

par  rapport  aux  trois  axes  ;  et  Ton  voit  immédiatement  que  l'un 
quelconque  d'entre  eux  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux 
autres.  Par  exemple,  lorsque  l'ellipsoïde  d'inertie  est  de  révolution, 
il  peut  être  aussi  allongé  qu'on  le  veut;  mais,  s'il  est  aplati,  son 

aplatissement  est  moindre  que  - — -r^-  • 

Si  le  solide  est  une  plaque  d'épaisseur  infiniment  petite,  située 
dans  le  plan  des  xj',  l'un  des  axes  principaux  est  O^  par  raison  de 
symétrie  :  soient  O^r  et  Oy  les  deux  autres.  Alors,  z  étant  nul, 
on  a  C  =  A  4-  B. 

On  verra,  à  titre  d'exercice,  que,  pour  que  l'ellipsoïde  d'inertie  puisse 
en  quelque  point  de  l'espace  se  réduire  à  une  sphère,  il  faut  que  Tellip- 
«oîde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  soit  un  ellipsoïde  de  révolution 
aplati  ;  il  existe  alors  sur  son  axe  deux  points  symétriques  par  rapport  au 
centre  de  gravité,  pour  lesquels  la  condition  est  satisfaite. 

321.  Problème  de  Binet.  —  Trouver  l* enveloppe  des  plans  par  rap- 
port auxquels  le  moment  d'inertie  du  système  a  une  valeur  donnée 
Mit». 
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Rapportons  le  système  aux  axes  principaux  d'inertie  G^,  Gy,  Gz  de 
Tellipsoïde  central,  c'est-à-dire  de  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de 
gravité,  et  soient  Ma*,  M 6',  Me'  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux 
trois  plans  coordonnés. 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  au  plan 

a  pour  valeur 

2  mr^  =  1 ^ —  • 

En  développant  cette  expression  et  remarquant  que,  d'après  le  choix 
des  axes  coordonnés,  les  six  sommes  Sma:,  Zmy^  I,mZy  Zmyz^  ZmzXj 
Y.mxy  sont  nulles,  on  devra  avoir  la  relation 

„  ,,       a«.Ma*-h  pVM^îh-  cp«.Mc*^-  M 

M  A:'  = T > 


qui  devient  sous  forme  entière 

M*(a«  —  A:*)  -h  t'«(6î—  A:»)  -h  w* (c^  —  A-«)  -m  =  o. 

C'est  l'équation  tangentielle  de  la  surface  du  second  ordre 

.r'  y^  5* 

Lorsqu'on  fait  varier  le  paramètre  A:,  les  surfaces  représentées  par  celte 
équation  restent  homofocales.  Gomme  elles  doivent  être  réelles,  il  faut 
que  A:'  soit  supérieur  à  la  plus  petite  des  quantités  a*,  6*,  c',  c*  par 
exemple;  il  en  résulte  que  le  plan  pour  lequel  le  moment  d'inertie  est  mi- 
nimum est  le  plan  des  xy. 

Par  un  point  0\x\  y\  -s')  de  l'espace,  il  passe  trois  de  ces  surfaces:  les 
valeurs  du  paramètre  A',  relatives  à  ces  trois  surfaces,  sont  les  i^acines  a', 
p*,  Y*  de  l'équation  du  troisième  degré 

ar'î  v'î  ;;'2 

Les  trois  surfaces  homofocales  qui  passent  par  G'  se  coupent  à  angle 
droit  ;  on  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Les  plans  principaux  d* inertie  relatifs  au  point  G'  sont  les  plans 
tangents  aux  trois  surfaces  homofocales  (i)  qui  passent  par  ce  point  ; 
et  les  moments  d* inertie  par  rapport  à  ces  trois  plans  principaux  sont 
Ma*,  Mp*,  M  Y*,  a*,  P*,  Y*  ^^o,^^  l^s  racines  de  Véquation  (2). 

La  démonstration  résulte  du  rapprochement  des  deux  faits  suivants  : 
1°  L'enveloppe  des  pians  passant  par  G'  par  rapport  auxquels  le  moment 
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d'ioertie  du  système  a  une  valeur  donnée  MA:*,  est  le  cône  de  sommet  O' 
circonscrit  à  la  surface  (i).  Cette  enveloppe  est  un  véritable  cône  tant  que 
la  surface  (i)  ne  passe  pas  parO',  c'est-à-dire  tant  que  A'  n'a  pas  une  des 
valeurs  a*,  p*,  y*-  Mais,  si  k^  a  Tune  de  ces  trois  valeurs,  la  surface  (i) 
passe  par  O'  et  le  cône  circonscrit  de  sommet  O'  devient  un  plan  double 
confondu  avec  le  plan  tangent  à  cette  surface  en  O'. 

a^  Cherchons  directement  l'enveloppe  de  ces  mêmes  plans  en  prenant  O' 
pour  origine  et  pour  axes  O'xxyxZi  les  trois  axes  principaux  d'inertie 
relatifs  à  O'.  Soient  x^^  yu  ^\  l^s  coordonnées  d'un  point  du  système, 

Maî  =  S/îWFÎ,        MP}=2mj'},        ^-(\  =  Zmz\ 

les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  trois  plans  principaux  relatifs  à  O'. 
Le  moment  d'inertie  du  système  par  rapport  au  plan  moti  -+-  vyi  -+-  wzx  =  o 
passant  par  0'  est 

MI.4      ^      (uxx-\-vyx-^wzx)^       M(aîu»-f- pjp'+YÎw») 

M  A:^  =  2.  m r —  = T • 

m' -+- t»' H- tv*  u^-\-v^-\-w^ 

Si  k^  doit  rester  constant,  on  a 

««(««  — X:«)H-(»«(pî  — A«)-4-w«(YÎ-A:«)  =  o; 

le  plan  enveloppe  alors  un  cône  dont  l'équation  est 

x\  y]  z\ 

a|-At  ^  P}_Xt  ^  YÎ  — >^"- 

C'est  là  un  véritable  cône  tant  que  k^  n'a  pas  une  des  valeurs  a},  p},  y? 
pour  A:*=  a\  par  exemple,  le  cône  se  réduit  au  plan  double  x\  =  o,  c'est- 
à-dire  à   l'un   des  plans  principaux  relatifs  au  point  O';  de  même  pour 
jt«=  Pî,  A«=  YÎ»  ^^  ^  ^^^  deux  autres  plans  principaux  relatifs  à  O'. 

Comme,  dans  la  première  façon  de  raisonner,  nous  avons  trouvé  que  le 
même  cône  se  réduit  à  des  plans  doubles  seulement  quand  A'  est  égal 
à  a*,  P*  ou  Y**  'ï  ^^^^  que  af,  p},  yÎ  soient  égaux  à  a',  p*,  y*;  comme  nous 
avons  trouvé,  de  même,  que  ces  plans  doubles  coïncident  avec  les  plans 
tangents  aux  trois  surfaces  homofocales  passant  par  O',  il  faut  que  ces 
plans  tangents  coïncident  avec  les  plans  principaux  d'inertie  relatifs  au 
point  O',  Xx  =  o,  ^1  =  o,  Zx  =  o. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

322.  Ueu  des  points  O'  tels  que  le  moment  d*inertie  par  rapport  à 
IHin  des  axes  principaux  relatifs  à  O'  ait  une  valeur  donnée  M/7^  — 
Supposons  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  principal  O'^i  ait 
pour  valeur  Mjd*,  on  aura 

Ma«-i-Mp«=MjD«. 
II.  5 
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Or  2',  ^,  'x*  sont  les  racines  de  Féquation  (2)  ;  écrivant  cette  équation 
«00s  forme  entière,  on  a  pour  la  somme  des  racines 

«»-»-  ?*-HT»  =  x^»-f-y«-h  y»-h  a»-t-  6*—  c», 

d'où,  en  faisant 

v«  =  r'» -4- a» -f- 6» -T- c»  — />«. 
En  exprimant  qoe  7*  est  racine  de  l'équation  (2),  on  a  Féquation  da  lien 
y»  r'»  -'* 

H : n : n  —  I  =  o: 


c'est  une  surface  du  quatrième  degré  coapée,  suivant  des  coniques,  par  les 
plans  coordonnés,  identique  à  la  surface  des  ondes  de  Fresnel. 

(Voyez  Clebsch,  Journal  de  C relie,  t.  57;  O.  Hbssb,  Vorlesungen 
ûber  analytUche  Géométrie  des  Baumes;  Dakboux,  Noie  à  la  Méca- 
nique de  Despeyrous). 

323.  Détermination  expérimentale  des  moments  d*inertie.  —  Nous 
verrons  plus  loin  comment  la  théorie  du  pendule  composé  permet  de  déter- 
miner expérimentalement  un  moment  d'inertie.  Bornons-nous  à  indiquer 
que  MM.  Brassine  (Comptes  rendus,  t.  XGV,  p.  446)*  Marcel  Deprez 
(ibid.,  t.  LXXIII,  p.  785),  Joukowski  (Bulletin  de  V Association  fran^ 
çaise  pour  l'avancement  des  Sciences,  1889,  p.  23)  ont  indiqué  divers 
appareils  pour  cette  détermination. 

Lcf  intégrateurs  mécaniques  permettent  également  d'évaluer  les  mo- 
ments d'inertie,  comme  on  le  verra  dans  le  Traité  de  Statique  graphique 
de  M.  Maurice  Lévy. 

EXERCICES. 

1.  Calculer  les  moments  d'inertie  d'un  parallélépipède  rectangle  homogène,  de 
dimensions  a,  6,  c,  par  rapport  aux  parallèles  aux  arêtes  menées  par  le  centre. 

Béponse.  —  On  trouve 

.,  A«  +  C'      .,  C»-l-fl»      -,  rt»-4-A« 
M  —  —  >   M  —     —  ,   M • 

12  13  12 

2.  On  considère  le  volume  compris  entre  deux  cylindres  de  révolution  de  même 
axe  de  rayons  R  et  R'  et  de  hauteur  commune  h.  Calculer  les  moments  d'inertie 
de  ce  volume  supposé  homogène  par  rapport  à  l'axe  de  révolution  et  par  rapport 
à  une  droite  perpendiculaire  à  Taxe  et  équidistante  des  bases. 

Héponse.  —  M  désignant  la  masse  du  solide,  on  trouve 

..  R»-+-  R"     -,  R«  H-  R'«  -4-  h' 

M 9    M  7 ■=-• 
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3.  Poor  représenter  la  variation  du  moment  d'inertie  par  rapport  à  des  axes 
parallèles  AB,  on  peut  porter,  sur  chaque  axe,  à  partir  du  point  A  où  il  rencontre 
un  plan  fixe  perpendiculaire  à  la  direction  des  axes,  une  longueur  AI  égale  au 
moment  d'inertie  correspondant.  Lieu  du  point  I.  (Paraboloïde  de  révolution.) 

4.  Si  un  solide  admet  un  plan  de  symétrie  matérielle,  ce  plan  est  principal 
pour  chacun  de  ses  points. 

Si  un  solide  admet  un  axe  de  symétrie  matérielle,  cet  axe  est  principal  pour 
chacun  de  ses  points. 

(La  symétrie  est  matérielle  quand  chaque  élément  a  même  masse  que  son  sy- 
naétrique.) 

5^  Dans  un  tétraèdre  régulier  homogène,  l'ellipsoïde  central  d'inertie  est  une 
sphère.  (Cela  résulte  de  la  disposition  des  plans  de  symétrie.) 

6.  Conditions  pour  que  l'axe  Oz  soit  principal  pour  l'un  de  ses  points. 

Réponse.  V^:;:  =  ~V7^' 

'  £  nix  Lt  niy 

(La  valeur  commune  de  ces  rapports  donne  l'ordonnée  z  du  point.) 

6  bis.  Les  axes  principaux  d'inertie  en  un  point  d'un  axe  principal  relatif 
a  a  centre  de  gravité  sont  parallèles  aux  axes  principaux  relatifs  au  centre  de 
grarité.  (Réciproque.) 

7.  Ëtant  donné  un  cylindre  droit  homogène,  dont  la  hauteur  est  /t,  la  section 
droite  Û  et  les  génératrices  parallèles  à  l'axe  Oz,  soient  I^,  l^,  I,  les  moments 
d'inertie  par  rapport  aux  axes  Ox^  Oy^  Oz-,  démontrer  les  formules 

I,  =  h  f  f  {x*-hy*)dxdy, 

I,=  h  j  jy^dxdy  +  -j  Û,         I^  =  A  J  Jx'dxdy -hj  H, 

Les  intégrations  sont  étendues  à  une  section  droite.  (Resal,  Cours  de  l'École 
Polytechnique.  ) 

8.  Étant  donnée  une  aire  plane,  qui  est  située  dans  le  plan  des  xy  et  que 
l'on  regarde  comme  un  ensemble  d'éléments  matériels  dont  le  z  est  nul,  dé- 
montrer : 

I*  Que  tout  axe  situé  dans  le  plan  de  Taire  est  principal  pour  un  de  ses  points 
et  calculer  les  coordonnées  de  ce  point; 

3*  Que  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  Oz  est  égal  à  la  somme  des  moments 
d'inertie  par  rapport  à  Ox  et  Oy. 

9.  Moments  d'inertie  des  sur/aces  de  révolution  par  rapport  à  l'axe.  —  Si 
réqaation^  =r/(x)  représente  la  courbe  méridienne,  tracée  dans  le  plan  des  xy 
et  rapportée  à  l'axe  de  révolution  comme  axe  des  x,  le  moment  d'inertie  de  la 


=  2X5£  f  yds^ 


'/H  f  rcfpréMmte  r^éyûfiKvr  4c  la  snriatt  Batcncfle 

Sur/wce  UtUraU  du  tromc  iU  corne.  —  Si  r  «t  r  seaf  les 

1=11  1- 

2 

CaioiU  $phériqu€  ée  njom  R  et  de  kaaUv  H 

I=MH(R  — ?  1- 

10.  Moments  d* inertie  de$  êoiidet  de  rét^oiuiion  par  rapport  à  l\ 
Tronc  de  cône^  —  Soient  r  et  r"  l«s  nrons  des  deax  bases  da  tPOAC,  oa  a 

3        r*—r* 

=  -M  V ^,- 

lo       r* — r* 

Segment  $phérique  à  deux  bases.  —  Soient  r  et  r'  les  rajons  des  dcvx  bases 
du  «egmeot,  H  sa  baotenr  et  R  le  rajoo  de  la  sphère,  à  laquelle  il  appartical. 
oo  troore 

I  -  y{jX?H[2oR«H»-M5(r»-T-r'')'— 3H*] 

(  DosTOB,  Archiv  de  Grûnert.) 

11.  On  considère  on  point  fixe  O  et  an  axe  variable  Oô  passant  par  ce  point. 
<)n  mène  un  plan  P  perpendiculaire  â  Oô,  à  une  distance  de  O  éçale  an  rayon 
i\*i  gyration  d'un  système  matériel  autour  de  OZ.  Enveloppe  do  plan  P? 

M>tte  enveloppe  est  un  ellipsoïde,  Clebsch,  Crelle,  t.  57.) 

12.  Soient 

une  équation  de  degré  y?  par  rapport  à  une  variable  imaginaire;  ^,  ^, ,«,....,  «, 
ses  racine*.  Représentons  ces  racines,  suivant  la  méthode  de  Cauchy,  par  des 
points  sur  un  plan  ;  regardons  ensuite  ces  points  comme  des  points  matériels 
ayant  l'unité   de   masse;  enfin  convenons    d'appeler  points  centraux  d'ordres 

tuccesiifi  1,2,  3,...  les  racines  des  dérivées  successives /'( 2),/' (5),  / "'(5  < 

On  a  alors  les  théorèmes  suivants  : 

Le  point  central  d'ordre  {p  —  i)  est  le  centre  de  gravité  du  système  donné: 

La  droite  qui  joint  les  deux  points  centraux  d'ordre  (/?  —  2)  est  dirigée  suivant 
le  grand  axe  de  l'ellipsoïde  central  d'inertie  du  système. 

Si  l'on  appelle  A  et  H  les  rayons  de  gyration  autour  des  deux  axes  principaux 
d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité  et  situés  dans  le  plan  du  système,  la  diffé- 
rcnrc  A«— B*  est  égale  à  (/?  — i)  fuis  le  carré  de  la  demi-distance  des  points 
centraux  d'ordre  (/>  —  2  ). 

Pour  que  A  es  B,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux  derniers  points  coïncident. 
(Lucas,  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XX,  p.  10  et  17.) 
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13.  Quelle  forme  faut-il  donucr  à  uue  masse  homogène  donnée  M  pour  que 
son  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  point  donné  O  soit  minimum? 

jRéponse.  —  La  forme  d'une  sphère  de  centre  0. 

14.  Étant  donné  un  système  de  points,  étudier  le  complexe  formé  par  les  axes 
par  rapport  auxquels  le  moment  d'inertie  a  une  valeur  donnée  M^'. 

Réponse.  —  En  prenant  les  notations  du  n**  320,  on  trouve  un  complexe  du 
second  ordre  formé  par  les  droites  par  lesquelles  on  peut  mener  à  la  surface 

" -^ • h  I  =  o 


a"——      b*  —  ^      c'  — — 

3  2  3 

des  plans  tangents  rectangulaires. 

15.  Étudier  de  même  le  complexe  formé  par  l'ensemble  des  axes  principaux 
relatifs  aux  différents  points  de  l'espace. 

(Complexe  formé  par  les  normales  à  un«  famille  de  surfaces  du  second  degré 
liomofocates.) 

16.  Les  droites  du  complexe  précédent,  qui  passent  par  un  point  O',  forment 
un  cône;  trouver  le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  génératrices  de  ce  cône  sont 
des  axes  principaux- 

(Lieu  des  pieds  des  normales  menées  de  0'  aux  surfaces  homofocales.) 

17.  Trouver  le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  ellipsoïdes  d'inertie  sont  de 
révolution. 

(Il  faut  que  l'équation  (2)  de  la  page  64  ail  deux  racines  égales;  on  trouve 
une  ellipse  et  une  hyperbole  situées  dans  deux  des  plans  principaux  relatifs  au 
rentre  de  gravité.) 
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CHAPITRE    XVIII. 

THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  SUR  LE  MOUVEMENT 

DES  SYSTÈMES. 


324.  Indication  de  la  méthode.  —  On  regarde  un  système 
matériel  quelconque,  formé  de  corps  solides,  liquides,  gazeux, 
comme  composé  d'un  très  grand  nombre  de  points  matériels  as- 
sujettis à  certaines  liaisons.  Un  corps  solide,  par  exemple,  est  un 
ensemble  de  points  assujettis  à  rester  à  des  distances  invariables 
Jes  uns  des  autres. 

Les  théorèmes  généraux  s'obtiennent  en  supposant  qu'on  ait 
écrit  les  équations  du  mouvement  de  ces  différents  points  maté- 
riels et  qu'on  en  fasse  des  combinaisons. 

I.  -  THÉORÈME  DE  LA  PROJECTION 
DES  QUANTITÉS  DE  MOUVEMENT  OU  DU  MOUVEMENT 

DU  CENTRE  DE  GRAVITÉ. 

325.  Forces  intérieures  et  extérieures.  —  On  appelle  forces 
intérieures  à  un  système  les  actions  mutuelles  des  différents 
points  du  système*,  ces  actions  sont  deux  à  deux  égales  et  direc- 
tement opposées,  d'après  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de 
la  réaction.  Par  exemple,  si  un  point  m  du  système  en  attire  un 
autre  in!  avec  une  certaine  force,  inversement  m'  attire  m  avec 
une  force  égale  et  opposée. 

Les  forces  autres  que  les  forces  intérieures  que  nous  venons 
de  définir  s'appellent  forces  extérieures. 

Soient  a'i,j'i,  ^1,  X2,  J^2î  -^aj  •••.  ^n^  J'n,  ^n  les  coordonnées 
des  divers  points  du  système  dont  les  masses  sont  m|,  m2, . . .,  m^. 
Si  nous  considérons  l'un  quelconque  de  ces  points  de  masse  m 
et  de  coordonnées  x,  y^  5,  nous  pouvons  partager  les  forces  ap- 
pliquées à  ce  point  en  deux  catégories  :  i**  celle  qui  comprend  les 
forces  intérieures  agissant  sur  m  ;  nous  appellerons  X/,  Y/,  Z/  les 
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projections  d^une  de  ces  lorces  ;  2**  celle  qui  comprend  les  forces 
extérieures  agissant  sur  ce  même  point;  nous  appellerons  X^,  Y^, 
Ztf  les  projections  d'une  de  ces  forces.  Les  équations  du  mouve- 
ment du  point  m  sont  alors 

où  les  signes  S  signifient  qu'il  faut  faire  la  somme  des  projections 
de  toutes  les  forces  intérieures  ou  extérieures  appliquées  à  m, 

3â6.  Démonstration  du  théorème.  —  Supposons  écrites  ces 
équations  pour  tous  les  points  du  système,  et  ajoutons  membre 
à  membre  les  équations  relatives  à  Taxe  des  x^  il  viendra 

Zm  ^  =2:2:X/-i-22:X^, 

le  signe  SS  indiquant  que  la  somme  est  étendue  à  toutes  les  forces 
agissant  sur  les  divers  points  du  système.  Or,  en  vertu  du  prin- 
cipe de  Tégalité  de  Faction  et  de  la  réaction,  les  forces  inté- 
rieures sont  deux  à  deux  égales  et  opposées  ;  la  somme  ^DX/  de 
leurs  projections  sur  Taxe  des  x  est  donc  nulle,  et  Péquation 
précédente  se  réduit  à 

dt^ 


Im-rrr-  =22X^; 


on  aurait  de  même 


i:mg  =  i:i:Y„ 


d>z 
dt^ 


Sm-vrr    =i:SZc, 


Ces  équations  peuvent  s'écrire 


72  DEUXIEME    PARTIE.   —     DYNAMIQUE    DES    STSTÊMES. 

elles  donnent  l'expression  analytique  du  théorème  des  quantités 
de  mouvement  projetées. 

Théorème.  —  La  dérivée  par  rapport  au  temps  de  la  somme 
des  projections  des  quantités  de  mouvement  des  points  du  sys- 
tème sur  un  axe  fixe  quelconque  est  égale  à  la  somme  des 
projections  des  forces  extérieures  sur  ceta^xe. 

Par  exemple,  si  SSX<.  =  o,  on  a 

dx 
I,m  -r  =  const. 
dt 

Ces  mêmes  équations  (2)  sont  susceptibles  d'une  autre  inter- 
prétation :  en  désignant  par  M  la  masse  totale  Jim  et  par  Ç,  t;,  1^  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité  du  système,  on  a 

^.  rf»5       ^      d^x  .,  rfîT)       ^      d^y  -,  d^ti       ^      du 

^dtl=^'''dr^'         ^^■df-^-'^-dF'         ^^di^-^'^-di^} 

les  équations  (2)  peuvent  donc  s'écrire 

d^^  d^T)  d^t 

(3)        M^=si:x,,        m^  =  2:2:y„        mJ^  =  22Z,; 

sous  cette  forme  elles  expriment  la  propriété  suivante  : 

Théorème.  —  Le  centre  de  gravité  du  système  se  meut  comme 
un  point  matériel  qui  aurait  pour  masse  la  masse  totale  du 
système,  et  auquel  seraient  appliquées  des  forces  égales  et  pa- 
rallèles aux  forces  extérieures. 

Ce  théorème,  dont  nous  avons  déjà  fait  usage,  a,  entre  autres, 
cet  intérêt  qu'il  donne  une  réalité  à  la  théorie  du  mouvement  d'un 
point  matériel.  Il  a  reçu  le  nom  de  théorème  du  mouvement  du 
centre  de  gravité*  Ce  théorème  a  été  indiqué  par  Newton  dans 
des  cas  particuliers. 

327.  Exemples.  —  1"  Pas  de  forces  extérieures.  L'hypothèse 
la  plus  simple  qu'on  puisse  faire  est  que  le  système  n'est  soumis 
à  aucune  force  extérieure;  le  centre  de  gravité  est  alors  animé 
d'un   mouvement    rectiligne   et  uniforme.    Si   l'on  admet ,  par 
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exemple,  que  les  actions  des  étoiles  sur  le  système  solaire  sont 
nulles,  le  centre  de  gravité  de  ce  système,  qui  est  placé  très  près 
du  Soleil,  est  animé  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme. 

2**  Système  pesant  dans  le  vide.  —  Prenons  maintenant  un 
système  de  points  pesants  lancés  dans  le  vide;  quelles  que  soient 
les  déformations  et  les  liaisons  du  système,  le  centre  de  gravité 
décrit  une  parabole  d'axe  vertical;  en  effet,  les  diverses  forces 
extérieures  sont  verticales;  transportées  au  centre  de  gravité,  elles 
ont  pour  résultante  2/??^  =  Mg^;  le  centre  de  gravité  se  déplace 
donc  comme  un  point  pesant  de  masse  M.  Par  exemple,  si  une 
bombe  est  lancée  dans  le  vide  et  éclate  à  un  certain  instant,  le 
centre  de  gravité  des  fragments  continue  à  décrire  la  même 
parabole,  car  les  forces  développées  par  l'explosion  sont  inté- 
rieures. 

3°  Attraction  proportionnelle  à  la  distance,  —  Soit  encore 
un  système  de  points  matériels  attirés  par  un  centre  fixe  O  pro- 
portionnellement aux  masses  et  aux  distances  /•.  Les  forces  exté- 
rieures sont  les  attractions  centrales /m  r;  transportons  ces  forces 
au  centre  de  gravité  G  :  nous  avons  vu  en  Statique  que  la  résul- 
tante de  ces  forces  est  dirigée  suivant  GO  et  a  pour  valeur 
y. M. GO;  le  centre  de  gravité  se  déplace  donc  comme  un  point 
matériel  attiré  par  O  proportionnellement  à  la  distance;  il  décrit 
une  ellipse  ayant  O  pour  centre. 

Remarque.  —  Dans  les  deux  derniers  exemples,  nous  avons 
pu  trouver  le  mouvement  du  centre  de  gravité,  sans  rien  connaître 
des  liaisons  et  des  forces  intérieures  :  cela  tient  à  ce  que,  dans  ces 
cas,  les  seconds  membres  des  équations  (3)  ne  dépendent  que  de 
Ç,  7j,  Ç.  On  peut  alors  effectuer  l'intégration  de  ces  équations  sans 
connaître  les  autres  équations  du  mouvement.  En  général,  il  n'en 
sera  pas  ainsi;  les  seconds  membres  des  équations  (3)  dépen- 
dront des  coordonnées  de  tous  les  points  du  système  et  ces  équa- 
tions ne  donneront  qu'un  renseignement  sur  le  mouvement.  Ce 
cas  se  présente,  par  exemple,  dans  le  problème  du  mouvement 
de  deux  points  s'attirant  l'un  l'autre,  et  attirés  par  un  centre 
Cxe  suivant  la  loi  de  Newton  ;  la  résultante  des  forces  extérieures 
au  système  des  deux  points  transportées  au  centre  de  gravité  dé- 
pend des  coordonnées  des  points  et  ne  dépend  pas  seulement  des 
coordonnées  du  centre  de  gravité. 
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4°  Marche  (Delaunay,  Mécanique).  —  Le  théorème  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  s'étend  aux  êtres  vivants.  La  volonté  met  en  jeu  des 
actions  musculaires  qui  sont  des  forces  intérieures,  deux  à  deux  égales  et 
opposées,  et  qui  n'ont  aucune  influence  sur  le  mouvement  du  centre  do 
gravité.  Aussi  n'est-ce  qu'en  réagissant  sur  des  corps  extérieurs  qu'un  être 
\ivant  peut  modifîer  le  mouvement  de  son  centre  de  gravité.  Imaginons, 
par  exemple,  un  observateur  debout  sur  un  plan  de  glace  horizontal  par- 
faitement poli  :  les  forces  extérieures  agissant  sur  le  corps  de  l'observateur 
sont  des  forces  toutes  verticales,  le  poids  et  les  réactions  normales  de  la 
glace.  Si  l'observateur  est  d'abord  immobile  et  veut  ensuite  se  mouvoir, 
son  centre  de  gravité  se  meut  comme  un  point  matériel  d'abord  immobile, 
sur  lequel  agit  une  force  verticale  :  il  décrit  une  verticale  fixe;  les  efforts 
musculaires  ne  modifient  donc  pas  la  position  de  la  projection  horizontale 
du  centre  de  gravité,  qui  ne  fait  que  s'élever  ou  s'abaisser.  La  marche 
serait  alors  impossible;  elle  ne  devient  possible  qu'à  cause  du  frottement. 
Lorsque,  sur  un  sol  non  poli,  un  homme,  d'abord  immobile,  avance  une 
jambe,  l'autre  tend  à  reculer  pour  que  la  projection  horizontale  du  centre 
de  gravité  ne  change  pas;  mais  la  seconde  jambe  ne  peut  reculer  qu'en 
glissant  sur  le  sol;  c'est  alors  que  se  développe  une  réaction  oblique  du 
sol  due  au  frottement  et  dirigée  d'arrière  en  avant.  Cette  réactioq,  trans- 
portée parallèlement  à  elle-même  au  centre  de  gravité,  détermine  son  mou- 
vement en  avant. 

5°  Hecul  des  armes  à  feu,  —  Supposons  une  arme  à  feu  horizontale  de 
masse  M  :  soit  m  la  masse  du  projectile  et  \l  la  masse  d'une  particule  de 
poudre;  avant  la  combustion  de  la  poudre,  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
est  nulle;  immédiatement  après,  elle  doit  l'être  encore,  car  les  seules 
forces  développées  sont  intérieures,  les  efl*ets  de  la  pesanteur  et  des  résis- 
tances passives  pouvant  être  regardés  comme  nuls  pendant  le  temps  très 
court  de  la  combustion.  On  aura  donc,  en  appelant  V,  p  et  tv  les  valeurs 
absolues  des  vitesses  initiales  de  l'arme,  du  projectile  et  de  la  particule  fx, 

MV  —  S  {juv  —  mv  =  o, 

car  les  vitesses  des  particules  et  du  projectile  sont  évidemment  de  sens 

contraire  à  celles  de  l'arme.  Le  signe  2  indique  une  sommation  étendue  à 

toutes  les  particules  de  la  charge;  comme  on  ne  connaît  pas  w  et  que  la 

niasse  m'=  Sfi  de  la  charge  n'atteint  pas  le  quart  de  w,  on  peut  prendre 

i>  — V 
approximativement  w  égal  à   la  moyenne  algébrique :  on  a  ainsi 

l'équation 

V(aM  -^  m!)  =  v{im  -f-  ni'), 

qui  donne  le  rapport  des  vitesses  V  et  v, 

6°  Exercice.  —  Sur  un  plan  horizontal  parfaitement  poli  est  placé  un 
brin  de  paille  rectiligne  AB  de  longueur  2/  et  de  masse  m  {fig-  187);  un- 
insecte  M  de  même  masse,  regardé  comme  un  point,  est  d'abord  immobile 


û 
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en  A;  à  Tinstaot  /  =  o,  il  se  met  à  marcher  de  A  vers  B,  en  avançant  le 
long  de  AB  d'un  mouvement  uniformément  accéléré  (AM  =  at^);  quel  est 
le  mouvement  du  système? 

Fig.  187. 

ô- — k  k  à  6 & ^^ 

Les  seules  forces  extérieures  étant  les  poids  et  les  réactions  normales  du 
plan  horizontal,  la  projection  horizontale  du  centre  de  gravité  reste  fixe. 
De  plus,  il  est  évident,  par  raison  de  symétrie,  que  le  brin  de  paille  AB  ne 
peut  que  glisser  le  long  de  sa  direction  primitive.  Prenons  cette  direction 
pour  axe  Oar,  appelons  x  et  x'  les  coordonnées  du  milieu  C  de  AB  et  du 
point  M,  Xq,  x'q  les  valeurs  de  ces  coordonnées  au  temps  /  =  o.  Nous 
aurons 

X  ~T~  X    —  Xq  ~t~  **'q  ' 

Comme 

x' =  x  —  l-\-aO^        x'q  =  Xq  —  /, 

on  a  donc 

at^  ,         ,       an 

X  =  a?o  —  —  >         X  =  Xq  -4-  —  • 

La  réaction  du  brin  de  paille  sur  l'insecte  s'obtient  immédiatement;  en 
appelant  X  cette  réaction  et  écrivant  l'équation  du  mouvement  de  M,  on  a 

m  •  , ,    =  X,        X  =  ma. 


n.  -  THÉORÈME  DES  MOMENTS  DES  QUANTITÉS 

DE  MOUVEMENT. 

3S8.  Démonstration.  —  Revenons  aux  équations  (i);  multi- 
plions la  première  par  — y^  la  deuxième  par  Xy  et  ajoutons,  nous 
aurons 


m 


(*  ^--^  ^)  =  ^(*^' -■'''^'•) -*■  ^(^^' -^^')' 


équation  qu'on  peal  écrire 


supposons  écrites  les  équations  analogues  pour  tous  les  points  du 
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système  et  ajoutons-les  membre  à  membre,  il  nous  viendra 

mais  SS(x  Y,- — J'X|)  représente  la  somme  des  moments  de  toutes 
les  forces  intérieures  par  rapport  à  Oz  ;  cette  expression  est  donc 
nulle,  puisque  ces  forces  sont  deux  à  deux  égales  et  directement 
opposées.  Nous  arrivons  ainsi  à  Féquation 

et  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  dérivée  par  rapport  au  temps  de  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  points  du  système 
par  rapport  à  un  axe  fixe  quelconque  est  égale  à  la  somme 
des  moments  des  forces  extérieures  par  rapport  à  cet  axe. 

329.  Théorème  des  aires.  —  Supposons  que  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  extérieures  par  rapport  à  un  axe  soit  constam- 
ment nulle;  en  prenant  cet  axe  pour  axe  des  5,  le  théorème  pré- 
cédent devient 


(4) 


2»(4-î-^S)=«- 


La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rap- 
port à  cet  axe  est  alors  constante. 

Fig.  i88. 


On  dit  aussi  que  le  théorème  des  aires  s'applique  à  la  projection 
du  mouvement  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Projetons 
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les  points  mobiles  m^J  m^y  . . . ,  m,  ...  sur  le  plan  xOy  perpendi- 
calaire  à  l'axe,  en/?j,/?2,  ...,/?,...,  et  désignons  par  A|,  A2,  . . . , 
A,  . . .  les  aires  balayées  par  les  rayons  vecteurs  0/>j,  0/?2,  . . . , 
O/?,  . . . ,  nous  aurons 

et,  par  conséquent, 


2/     dy  dx\  v^       dX 


L'équation  (4)  s'écrit  donc 


2 


ou,  en  intégrant 


'^-di^^ 


G 


^m\  =  -r-+-C' 


Donc  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  les  aires 
balayées  parles  masses  correspondantes  varie  proportionnellement 
au  temps.  La  constante  des  aires,  C,  est  le  double  de  la  variation 
de  2mA  pendant  Tunité  de  temps. 

Si,  en  particulier,  le  système  n'est  soumis  à  aucune  force  exté- 
rieure, le  principe  des  aires  s'applique  à  la  projection  du  niouve- 
meot  sur  un  plan  quelconque  autour  d'un  quelconque  des  points 
de  ce  plan  :  c'est  ce  qui  se  présente  pour  le  système  solaire,  si 
Ton  néglige  les  actions  des  étoiles. 

Le  principe  des  aires,  quoiqu'il  fût  une  conséquence  immédiate 
des  principes  de  Newton,  a  été  énoncé  bien  après  lui  par  Ëuler, 
d'Arcy  et  Daniel  Bernoulli  (1746)- 

Si  l'on  applique  le  théorème  précédente  un  observateur  debout 
sur  un  plan  de  glace  horizontal,  on  voit  que  le  principe  des  aires  a 
lieu  autour  de  tous  les  points  de  ce  plan  ;  en  effet,  les  forces  exté- 
rieures agissant  sur  l'observateur  étant  toutes  verticales,  la  somme 
de  leurs  moments  est  nulle  par  rapport  à  un  axe  vertical  Oz  quel- 
conque :  l'équation  (4)  &  donc  lieu  quel  que  soit  le  point  O  dans 
le   plan  horizontal.   Si  l'observateur   est  d'abord   immobile,   les 

quantités  ^»  -^  sont  d'abord  nulles  :  alors  C  =  o.  Lorsque  ensuite 

Tobservateur  veut  se  mouvoir,  C  reste  nul  :   une  partie  de  sou 
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corps  ne  peut  tourner  dans  un  sens  sans  qu'une  autre  partie  tourne 
en  sens  inverse  (Delaunay). 

330.  Représentation  géométrique  des  deux  théorèmes.  —  Les 
deux  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer  sont  susceptibles 
d'une  représentation  géométrique  très  simple. 

Menons  par  chacun  des  points  m  du  système  le  vecteur  qui 
représente  la  quantité  de  mouvements  mv  de  ce  point.  Tous  ces 
vecteurs  mv  ont  xine  résultante  générale  Op  ayant  pour  pro- 
jections 


(P) 


a  = 


2 


dx 
dt 


?=2; 


m 


dt 


dz 


2az 


et  un  moment  résultant   Ot  par   rapport  à  l'origine    O,    ayant 
pour  projections  (Jiff-  189) 


X  = 


a  {  11  = 


V     =z 


2  "•  (^  i 

2        1     dx 
^a      \      dt 


-%) 


dt 

dz\ 
""di) 


y 


dx\ 

~di) 


Fig.  189. 


Prenons  maintenant  les  forces  extérieures  :  leur  résultante  gé- 
nérale OR  a  pour  projections 


(R) 


X  =  22Xe,         Y=SSYe        Z  =  2:£Z^, 


et  leur  moment  résultant  OS  par  rapport  à  O  a  pour  projections 


(S)    L  =  i:S(^Z,— ;jY,),       M  =  i:i:(5X,-a^Z,),      N  =  2S(a?Y^— j^X^). 
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Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  donne  alors 

dt~^'      dt-^'     irt~^' 

et  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvements 

^_L,         ^_M,  ^--N. 

Ces  six  équations  expriment  que  les  vitesses  des  points  géomé- 
triques p,  a  sont  respectivement  égales  et  parallèles  aux  segments 
OR  et  OS. 


331.  Cas  particulier  où  le  moment  résultant  des  forces  exté- 
rieures est  nul  par  rapport  au  point  O.  Plan  du  maximum  des 
aires.  —  Dans  ce  cas,  les  quantités  L,  IVf ,  N  sont  nulles,  le  seg- 
ment OS  est  nul.  Le  point  a-  est  fixe  et  les  quantités  X,  fx,  v  sont 
constantes^  quelle  que  soit  l'orientation  des  axes  fixes  autour  du 
point  O.  Le  principe  des  aires  s'applique  alors  à  la  projection  du 
mouvement  sur  un  plan  quelconque  P  passant  par  O.  Pour  voir 
quelle  est  la  constante  des  aires  sur  ce  plan,  prenons-le  pour 
plan  des  xy  :  nous  aurons 


2       1    dv         dx\ 


La  constante  v  est  la  projection  du  segment  fixe  0<t  sur  Taxe 
des  z,  c'èst-à-dire  sur  la  normale  au  plan  P.  Ainsi  la  constante 
des  aires  sur  un  plan  passant  par  O  est  la  projection  de  Oo-  sur  la 
normale  au  plan.  De  là  résulte  que,  parmi  tous  les  plans  passant 
par  O,  celui  pour  lequel  la  constante  des  aires  est  la  plus  grande 
est  le  plan  perpendiculaire  à  0<t;  on  WppeWe  plan  du  maximum 
des  aires.  La  constante  des  aires  est  d'ailleurs  nulle  pour  tout  plan 
passant  par  Oc. 

332.  Somme  des  moments  des  quantités  de  mouvements  des 
points  d'un  corps  solide  tournant  autour  d'un  axe  par  rapport  à  cet 
axe.  —  Considérons  un  corps  solide  tournant  autour  de  Taxe  Oz 
avec  une  vitesse  angulaire  co.  Soient  r  et  0  les  coordonnées  po- 
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laîres  de  la  projection  d'un  point  m  {x^y^  z)  du  corps  sur  le  plan 

des  xy^  on  a 

/    dy         dx\  .rfO 

\    dt      -^  dtj  dt 

Donc,  en  appelant  MA*^  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rap- 
port à  l'axe  de  rotation,  on  a,  pour  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  du  corps  par  rapport 
à  Taxe 

c'est-à-dire  le  moment  dHnertie  multiplié  par  la  vitesse  an- 
gulaire, 

333.  Application.  —  Les  extrémités  d'une  droite  matérielle  homogène 
AB  de  masse  m  et  de  longueur  7.a  peuvent  glisser  sans  frottement  sur  une 
circonférence  horizontale  de  rayon  B.   Un  insecte  de  même  masse  m  se 

Fig.  190. 


trouve  posé  au  milieu  de  la  droite  supposée  immobile.  A  Tinstant  ^  =  o, 
l'insecte  se  met  à  marcher  le  long  de  la  droite  AB,  de  G  vers  B,  en  par- 
courant des  longueurs  égales  de  cette  droite  en  des  temps  égaux.  Trouver 
le  mouvement  du  système  ;  calculer  Tanglc  dont  la  droite  a  tourné  à 
partir  de  sa  position  initiale  quand  l'insecte  est  arrivé  à  l'extrémité  B. 

On  appellera  0  l'angle  que  fait  avec  un  axe  fixe  le  rayon  vecteur  joignant 
le  centre  0  au  milieu  G  de  la  droite,  r  la  distance  GM  de  l'insecte  M  au 
point  G,  r  =  vt{s?  constante).  (Licence,  juillet  1891.) 

Les  forces  extérieures  agissant  sur  le  système  formé  par  la  droite  et 
l'insecte  sont  :  1"  la  pesanteur;  '2"  les  réactions  normales  de  la  circonfé- 
rence sur  les  extrémités  A  et  B  de  la  barre.   Toutes  ces  forces  ont  leurs 


\ 
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moments  nuls  par  rapport  à  la  verticale  0^  du  point  0,  car  les  poids  sont 
parallèles  à  O^et  les  réactions  normales  sont  dans  les  plans  normaux  à  la 
circonférence  au\  points  A  et  B  plans  qui  contiennent  0^.  La  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  O^  est  donc  con- 
stante et,  comme  elle  est  d'abord  nulle,  puisque  l'insecte  et  la  barre  par- 
tent du  repos,  elle  reste  constamment  nulle.  Calculons  celte  somme;  elle 
se  compose  : 

1**  De  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  différents 
points  de  la  droite  par  rapport  à  O^  :  comme  la  droite  est  un  corps  solide 

tournant  autour  de  Oz  avec  une  vitesse  angulaire  -j- y  cette  somme  est 

at 

mk^  -T->  mk^  désignant  le  moment   d'inertie    de    la   barre  par  rapport 

à  Oz\ 

■2**  Du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  de  l'insecte  M;  comme  les 

coordonnées  polaires  de  M  sont  p  et  a  =  xOm,  ce  moment  est  mp'  -y-* 
On  a  donc 

^'^  -r  -*-  P    -77  ^  o. 
dt       ^    dt 

Or  le  triangle  rectangle  COM  donne  immédiatement 
p  =  /R*— a*H- i^*^*,         a  =  6 -H  arc  tang 


y/R*  —  a» 
Substituant  dans  l'équation  précédente  et  réduisant,  on  a 

ûfe y  y/R»  —  g» 

dt  ~       At-f.  Rî-_ai-HP«^«' 


An        .  /      R'— «*  ^t 

6  =  Oo  — 4/  ri 5T 1  arctang  —  , 

6o  désignant  la  valeur  de  0  à  l'instant  ^  =  o.  Les  autres  équations  écrites  plus 
haut  donnent  alors  p  et  a  en  fonction  de  t.  Quand  l'insecte  est  arrivé  en  B, 
un  af'^  =  a;  on  en  déduit  la  valeur  demandée  de  0  —  Oq. 

Déterminons  exactement  k^.  Le  moment  d'inertie  de  la  droite  AB  par 
rapport  à  son  centre  de  gravité  C  est,  en  appelant  fx  la  densité  linéaire 
(masse  de  l'unité  de  longueur)  et  r  la  distance  d'un  élément  dr  au  centre, 

le  moment  d'inertie  mk^  par  rapport  à  l'axe  0^  ou  au  point  0  est  donc 
<  n*  317) 

m  -^  -h  m  OC  , 
IL  6 
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donc 

'lût* 

Si,  à  un  moment  quelconque,  l'insecte  s'arrête  sur  le  cercle,  le  système 
tout  entier  devient  aussitôt  immobile,  car,  s'il  ne  le  devenait  pas,  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  ne  serait  pas  nulle. 

3336/^.  Remarque  sur  le  théorème  des  aires.  —  Imaginons  un 
système  sollicité  par  des  forces  extérieures  telles  que  la  somme  de 
leurs  moments  par  rapport  à  un  axe  fixe  Oz  soit  nulle.  Alors,  si 
le  système  part  du  repos,  la  somme 

reste  constamment  nulle  pendant  toute  la  durée  du  mouvement; 
donc  une  partie  du  système  ne  peut  tourner  dans  un  sens  autour 
de  l'axe  \Oz  sans  qu'une  autre  partie  tourne  en  sens  contraire. 
Mais  il  faut  remarquer  que,  malgré  cette  condition,  si  le  système 
n'est  pas  rigide,  il  peut,  par  des  déformations  successives,  partir 
d'une  configuration  déterminée  et  revenir  à  une  configuration 
identique  pouvant,  au  point  de  vue  géométrique,  être  déduite  de 
la  première  par  une  rotation  d'ensemble  autour  de  Oz.  Cela  ne 
veut  pas  dire  que  le  système  ait  effectivement  tourné  tout  d'une 
pièce  autour  de  Oz,  mais  que  la  position  initiale  et  la  position 
finale,  non  les  positions  intermédiaires,  sont  les  mêmes  que  si  le 
système  avait  tourné  d'un  certain  angle  autour  de  Oz,  Ainsi  un 
observateur  d'abord  immobile  sur  un  plan  de  glace  horizontal 
pourrait,  par  des  mouvements  successifs  des  différentes  parties  de 
son  corps,  se  retrouver  dans  une  position  finale  déduite  (en  appa- 
rence) de  la  position  initiale  par  une  rotation  d'ensemble  autour 
de  la  verticale  du  centre  de  gravité.  Pour  faire  comprendre  la 
possibilité  de  tels  mouvements,  nous  prendrons  comme  exemple 
le  système  suivant  : 

Soient  une  roue  homogène  de  centre  O  mobile  sans  frottement  sur  un 
plan  horizontal,  AqA'q  et  BoB^  deux  diamètres  rectangulaires  invariable- 
ment liés  à  la  roue.  Aux  points  AqAq  sont  placés  sur  la  roue  deux  ouvriers 
de  même  masse  m  que  nous  supposerons  réduits  à  leurs  centres  de  gra- 
vité; aux  points  Co  et  Gq  situés  sur  le  diamètre  AqA^,  à  égale  distance  de 
part  et  d'autre  du  centre,  sont  deux  autres  ouvriers  de  môme  masse    fx. 
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Dans  ces  conditions,  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  est 
nulle  par  rapport  à  la  verticale  0^  du  centre.  Le  système  étant  supposé 
d'abord  immobile,  les  ouvriers  exécutent  la  manœuvre  suivante  composée 
de  quatre  phases  : 

I*  Les  ouvriers  m  placés  en  Ao  et  A0  se  mettent  à  marcher  respectivement 
vers  les  points  Bq  et  B0  en  suivant  la  circonférence  et  en  restant  toujours 
diamétralement  opposés.  Le  centre  de  gravité  du  système  reste  alors  im- 
mobile en  O  et  la  roue  tourne  autour  de  la  verticale  O^  en  sens  contraire 
du  mouvement  des  ouvriers  m;  convenons  de  dire  que,  dans  cette  pre- 
mière phase,  la  roue  tourne  dans  le  sens  négatif.  Quand  les  ouvriers  m  ont 


parcouru  chacun  un  quart  de  la  circonférence  de  la  roue,  ils  s'arrêtent,  et 
tout  le  système  s'arrête,  car,  s'il  continuait  à  tourner,  la  somme  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Oz  ne  serait  pas  nulle. 
La  roue  est  alors  arrivée  dans  la  position  Ai  A)  BiBj  après  avoir  tourné 
dans  le  sens  négatif  d'un  angle  a;  les  ouvriers  m  sont  en  BfB'j,  nouvelles 
positions  des  extrémités  du  diamètre  BoBg  ;  les  ouvriers  \l  sont  en  Ci  et  Gj. 

a*  Les  ouvriers  \x.  se  mettent  alors  à  marcher  vers  le  centre  0  en  suivant 
le  diamètre  C|  Q\  et  en  restant  symétriques  par  rapport  à  0  ;  arrivés  au 
centre,  ils  s'arrêtent;  pendant  cette  opération,  la  roue  reste  immobile,  mais 
le  moment  d'inertie  par  rapporta  Oz  du  système  forme  par  la  roue  et  les 
deux  ouvriers  (&  diminue. 

3*  Les  ouvriers  m  placés  en  Bi  et  B^  se  remettent  en  marche  pour  re- 
gagner leurs  positions  primitives  sur  la  roue;  dans  cette  troisième  phase, 
la  roue  tourne  dans  le  sens  positif  et  quand  les  ouvriers  m,  ayant  parcouru 
chaean  un  quart  de  circonférence,  s'arrêtent  après  avoir  repris  leurs  posi- 
tions primitives  sur  la  roue,  celle-ci  a  tourné  dans  le  sens  positif  d'un 
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angle  ^  différent  de  se  et  redevient  immobile  dans  la  position  Aj  A,,  B^BCg* 

4**  Enfin  les  ouvriers  fi  réunis  au  centre  se  séparent  et  viennent  se  repla- 
cer sur  le  diamètre  AjA^  aux  points  CsC,  situés  à  la  même  distance  du 
centre  que  Cq  et  Gq,  opération  qui  laisse  la  roue  immobile. 

Finalement,  la  roue  a  tourné  à  partir  de  sa  position  initiale  AqAq,  dans 
le  sens  positif,  d'un  angle  3  —  a  et  les  ouvriers  ont  repris  les  mêmes  posi- 
tions relatives  sur  la  roue.  Donc,  si  Ton  n'avait  pas  fait  attention  aux 
mouvements  des  ouvriers,  il  semblerait  que  le  système  eût  tourné  tout 
d'une  pièce,  d'un  certain  angle,  autour  de  la  verticale  0^.  £n  recommen- 
çant les  mêmes  manœuvres,  les  ouvriers  m  et  fi  arriveront  à  faire  tourner 
le  système  d'un  angle  aussi  grand  qu'on  le  voudra,  et  cela  sans  faire  inter- 
venir aucune  force  extérieure  au  système. 

C'est  par  des  mouvements  du  même  genre  qu'un  observateur  placé  sur 
un  plan  de  glace  horizontal  arriverait  à  tourner  autour  de  la  verticale  de 
son  centre  de  gravité,  en  faisant  jouer  à  ses  jambes  écartées  le  rôle  des 
ouvriers  m  et  à  ses  bras  plus  ou  moins  étendus  celui  des  ouvriers  fx. 

Calcul.  —  Dans  le  problème  de  la  roue,  on  peut  calculer  comme  il  suit 
les  angles  a  et  ^  et  vérifier  qu'ils  sont  différents  : 

A  un  instant  quelconque  ^,  appelons  (p  l'angle  du  diamètre  AA',  primiti- 
vement placé  en  AqAq,  avec  un  axe  fixe  Ox  et  0  l'angle  AOm  dont  Ton 

des  ouvriers  m  a  tourné  sur  la  roue;  l'angle  polaire  xOm  sera  égal  à 
ç  -4-  G.  Donc,  en  désignant  par  a  le  rayon  de  la  roue,  c  la  distance  des  points 
G  et  G'  de  masse  fx  au  centre,  MA:*  le  moment  d'inertie  de  la  roue,  on  a, 
d'après  le  théorème  des  aires, 


im 


a»  (  --^- — )  -+-(2fic*-i-MA:*)--^  =  o; 


intégrant  et  supposant  que  les  angles  (p  et  0  partent  de  zéro,  ce  qu'on  peut 
réaliser  par  un  choix  convenable  de  Oa:, 

(a)  a/yîa5(ç  H-0)-i-(2fjLC*-f- MA:*)(p  =  0. 

Dans  la  première  phase  du  mouvement,  la  valeur  finale  de  6  est  H —  t 
celle  de  cp  est  — a.  On  a  donc 

zma^  l a  j  — (2fic*-f-  MA*)  a  =  o. 

Dans  la  troisième  phase,  les  points  fi  étant  venus  au  centre,  c  est  devenu 
nul;  la  roue  tourne  en  sens  contraire  d'un  angle  p  et  les  ouvriers  m  d*un 

angle  -  •  II  faudra  donc  faire,  dans  la  relation  générale  (a),  c  =  o,  6  =  —  - 

et  <p  =  ?.  D'où 

ama»  ^-  -  +  pW  MA:»?  =  o. 


i 
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Ces  relations  donnent  les  valeurs  de  p  et  se  et  montrent  que  ^  est  supé- 
rieur à  ce. 

On  peut  aussi  obtenir  le  mouvement  de  la  roue  en  imaginant  que  deu\ 
observateurs  debout  sur  la  roue  et  toujours  symétriques  par  rapport  au 
centre  décrivent  sur  la  roue  des  aires  fermées  ;  c'est  ainsi  que,  dans 
l'exemple  précédent,  on  peut  remplacer  les  deux  ouvriers  placés  à  Torigine 
du  temps  en  Ao  et  Go  par  un  seul  point  de  masse  m  +  fi  et  les  deux  autres 
par  un  point  symétrique . 

334.  Mouvement  relatif  par  rapport  à  un  système  d'axes  animé 
d\m  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme.  —  Soit 
Çy afy :i  un  système  d'axes  parallèles  aux  axes  fixes  dont  rorigîne 
mobile  O'  a  pour  coordonnées  a,  6,  c.  Appelons  :?/,  ^,  z^  les 
coordonnées  d'un  des  points  du  système  par  rapport  à  ces  axes, 
x^y^  z  désignant  ses  coordonnées  absolues.  On  a 


Si  le  point  O'  est  anime  d'un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme^ on  a 

d^a  âM)  d>c 

-dii^""^  rfr>=^^  ^=^^ 

d^x  _  d^  d^  _  d*y  d^  _  drz^ 

dt^  "   dt^  '  dt^  ~~  ~dt^  '  dt^  "  dt^  ' 

D'ailleurs  les  projections  des  forces  sur  les  axes  mobiles  sont 
les  mêmes  que  sur  les  axes  fixes.  Les  équations  du  mouvement  de 
chaque  point,  et,  par  suite,  les  équations  du  mouvement  de  tout 
le  système  gardent  donc  la  même  forme  que  si  les  axes  O' x'y'  z' 
étaient  fixes, 

335.  Théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  dans 
le  mouvement  relatif  autour  du  centre  de  gravité.  —  Le  théorème 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  s'applique  au  mouve- 
ment relatif  du  système  par  rapport  à  des  axes  de  directions  fixes 
passant  par  le  centre  de  gravité.  En  désignant  par  x^  y^  z  les 
coordonnées  d'un  point  du  système  par  rapport  à  des  axes  fixes, 
par  Ç,  T|,  2^ celles  du  centre  de  gravité  et  par  x' ^y'^'z'  les  coordon- 
nées du  même  point  par  rapport  à  des  axes  Gx'^  ^y'^  G 5'  paral- 
lèles aux  axes  fixes  menés  par  le  centre  de  gravité,  on  a,  d'après 
les  formules  du  changement  d'axes, 

(5)  ar  =  $-+-ar',        ^  =  r^  h-/,        z  =  1^-^z\ 
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Le  théorème  que  nous  avons  en  vue  s'exprime  par  l'équation 

â2'»(''f-^w)-22<'''-^''-'. 

qa'il  s'agit  d'établir. 

Pour  cela  nous  partirons  de  l'équation 


(0) 


â2-(^s-^S)=22;(^-'-^-')' 


dans  laquelle  nous  remplacerons  j?,  y^  z  par  les  valeurs  (5). 
Nous  avons,  d'après  ces  équations, 


m 


(.f-.g)=„«.^,(j;.f)-»(,.y,(g.f:) 


.„A|_,g)_(^^-- 


dt 


.,d\ 


dy 


mx-^--my^^^m\   ^^ 


,dx'\ 
^-df) 

dx' 


dt 


—  mT) 


Fig.  192. 


Supposons  écrites  toutes  les  équations  analogues  pour  les 
divers  points  du  système  et  ajoutons-les  membre  à  membre,  nous 
aurons 


2'"(^S- 


dx\ 

y-di) 


,  dy        ,  dx<\ 

"  dt~^'dt) 


-2 

-2 


mx 


m  7) 


dt 

dx^ 
dt 
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Mais  le  centre  de  gravité  esl  à  Torigine  mobile  ;  on  a  donc 

de  même 

On  a  encore 

2>  fiy'      >v^      dy*  v^        dx* 

car,  les  quantités  ^mx',  Y! my^  étant  nulles,  leurs  dérivées  le  sont. 
En  tenant  compte  de  ces  relations,  nous  obtenons  Féquation 

car,  dans  la  première  somme  du  second  membre,  on  peut  mettre 
f^î^  —  'h-ji)  ^^  facteur  et  Sm  =  M. 

Nous  avons  ainsi  une  expression  importante  de 


2       1    dy  dx  \ 


elle  s'interprète  immédiatement  de  la  façon  suivante  : 

Théorème.  —  La  somme  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement par  rapport  à  un  axe  fixe  est  égale  au  moment  de  la 
quantité  de  mouvement  de  la  masse  totale  du  système  sup- 
posée concentrée  au  centre  de  gravité,  augmenté  de  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  un  axe 
parallèle  au  premier  et  passant  par  le  centre  de  gravité. 

Cette  dernière  somme  doit  être  calculée  dans  le  mouvement  re- 
latif par  rapport  à  des  axes  de  directions  fixes  menés  par  le  centre 
de  gravité. 

Passons  maintenant  au  calcul  du  deuxième  membre  de  Téqua- 
tion  (6).  Nous  aurons 

22:(arYe-^Xe)  =  22{Ç  Y,-  TjXe)  h-  22(y  Y,-yXe). 

Donc,  en  remplaçant  les  deux  membres  de  Téquation  (6)  par 
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leurs  valeurs  et  remarquant  que 
on  a  Téqualion 

qui  se  réduit  à 

car,  en  vertu  des  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité, 
on  a 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

336.  Interprétation  géométrique.  —  Comme,  dans  le  cas  du 
mouvement  absolu  (330),  il  existe  une  interprétation  géométrique 
simple  de  ce  théorème.  Soit  Gcr'  le  moment  résultant  par  rapport 
au  centre  de  gravité  G  des  segments  représentatifs  des  quantités 
de  mouvement  relatives  mv\  et  GS'le  moment  résultant  des  forces 
extérieures.  Le  théorème  exprime  que  la  vitesse  relative  par  rap- 
port aux  axes  Gx'y' z'  de  l'extrémité  c/  du  premier  moment  est 
égale  et  parallèle  à  Taulre  GS'. 

337.  Applications.  —  i°  Théorème  des  aires.  Si  la  somme 
des  moments  des  forces  extérieures  est  nulle  par  rapport  à  un  axe 
de  direction  fixe  mené  par  le  centre  de  gravité,  Taxe  Gs',  par 
exemple,  on  a 

Le  théorème  des  aires  s'applique  alors  à  la  projection  du  mou- 
vement relatif  sur  le  plan  x'Gy'^  le  centre  des  aires  étant  G. 

2®  Le  moment  résultant  des  forces  extérieures  par  rapport 
au  point  G  est  nul,  —  S'il  n'j  a  pas  de  forces  extérieures  ou 
si  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  aux  axes  G  a:', 
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Gy\  G 5'  est  constamment  nulle,  on  a  l'intégrale  (8)  et  deux 
autres  analogues 


'  —  —z'  ^\  = 


(9) 


Dans  ce  cas,  le  segment  GS'  (n®  336)  est  nul;  le  point  t'  a  une 
vitesse  relative  nulle  et  le  segment  Go^  est  constant  en  grandeur, 

Fig.  193. 


direction  et  sens  :  ses  projections  sur  les  trois  axes  Gx'j  Gy,  Gz' 
sont  les  constantes  A,  B,  G.  Le  théorème  des  aires  s'applique 
alors  à  la  projection  du  mouvement  sur  un  plan  quelconque  P  de 
direction  fixe  passant  par  le  centre  de  gravité,  car  on  peut  tou- 
jours prendre  un  tel  plan  pour  plan  x'Gy',  La  constante  des  aires 
sur  ce  plan  P  est  la  projection  du  segment  Go*'  sur  la  perpendi- 
culaire G/i  au  plan.  G'est  donc  sur  le  plan  II  perpendiculaire  à 
Go^  que  cette  constante  prend  sa  valeur  maximum  :  ce  plan  s'ap- 
pelle/>/an  du  maximum  des  aires.  Sur  un  plan  passant  par  G 7' 
la  constante  des  aires  est  nulle. 

3**  Application  au  système  solaire.  Plan  invariable  de  La- 
place.  —  Si  l'on  néglige  l'action  des  étoiles,  le  système  formé  par 
le  Soleil,  les  planètes  et  leurs  satellites  n'est  sollicité  par  aucune 
force  extérieure.  Si  donc  on  imagine  des  axes  de  directions  fixes 
menés  par  le  centre  de  gravité  G  du  système  qui  est  placé  très 
près  du  Soleil,  le  moment  résultant  Gt'  des  quantités  de  mouve- 
ment relatives  à  ces  axes  par  rapport  à  G  est  constant  en  gran- 
deur, direction  et  sens.  On  peut,  à  une  certaine  époque,  calculer 
les  projections  A,  B,  G  de  ce  segment  sur  les  axes,  en  calculant 
les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement  de  tous  les 
points  du  système  par  rapport  aux  axes. 
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Le  plan  II  perpendiculaire  au  vecteur  G 9^  ainsi  déterminé  a 
une  direction  constante  :  c'est  le  plan  du  maximum  des  aires.  On 
a  ainsi  un  mojen,  indiqué  par  Laplace,  d'obtenir  un  plan  inva- 
riable dans  le  système  solaire.  Laplace,  en  déterminant  ce  plan  in- 
variable, avait  calculé  les  quantités  A,  B,  G  comme  si  les  planètes 
étaient  réduites  à  des  points  placés  à  leurs  centres;  Poinsot  com- 
pléta le  calcul  de  Laplace  en  ajoutant  les  termes  qui  proviennent 
de  la  rotation  des  planètes  sur  elles-mêmes,  termes  qui  ont  d'ail- 

0 

leurs  peu  d'influence  sur  le  résultat  final.  (Voir  Eléments  de 
Statique  de  Poinsot,  5*^  édition,  note.) 

4"  Mouvement  d'une  barre  pesante  dans  le  vide,  —  Soit  une  barre 
pesante  AB  {fig.  194)  lancée  dans  le  vide,  cette  barre  étant  regardée 
comme  une  droite  matérielle.  Le  centre  de  gravité  G  décrit  une  parabole. 

Fig.  194. 


Si  l'on  mène  par  ce  point  des  axes  Gx'y  Oy\  Gz'  de  directions  fixes,  la 
somme  des  moments  des  forces  extérieures  par  rapport  à  chacun  de  ces 
axes  est  nulle,  car  les  forces  extérieures  sont  les  poids  qui  admettent  une 
résultante  unique  appliquée  en  G.  On  peut  donc,  dans  le  mouvement  relatif 
par  rapport  aux  axes  x\y',  z\  écrire  les  trois  intégrales  (8)  et  (9).  Soit/> 
le  point  de  la  barre  situé  à  l'unité  de  distance  de  G  dans  un  sens  déter- 
miné, a,  h,  c  ses  coordonnées  par  rapport  aux  axes  Gx'y' z\  m  un  point 
situé  à  une  distance  r  de  G,  r  étant  positif  ou  négatif,  suivant  queG/n  est 
ou  non  de  môme  sens  que  Op.  Les  coordonnées  de  ni  sont 


dx' 
dt 


X  =  ra^ 
da 


=  /' 


dt' 


y 

dy' 

'dt 


=  rb. 


db 
'dt' 


z  =  rCy 

d£ 
dt 


"  /• 


de 
di 
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L'intégrale  (8)  donne  donc 


(-f- 4:) -»"••='=• 


où  la  somme  Zmr*y  étendue  à  tous  les  points  de  la  barre,  est  le  moment 
d'inertie  par  rapport  au  point  G. 

De  méme^  les  deux  intégrales  (9)  donnent 


(,  de  db\  „       .       . 

( 


du  de  \  -^ 

c  -i a  -7-  )  S  mr^  =  B. 

dt  dtj 


Multipliant  par  h^  c,  a  et  ajoutant,  on  a  Téquation 

ka  -f-  B6  H-  Ce  =  o, 

qui  montre  que  le  point  p  reste  dans  un  plan  II  fixe  par  rapport  aux  axes 
Ga^y js>  et  perpendiculaire  au  segment  Gj'  de  projections  A,  B,  C  :  c'est  le 
plan  du  maximum  des  aires.  Le  point  p  et  tous  les  points  de  la  barre  dé- 
crivent des  cercles  de  centre  G  :  comme  le  principe  des  aires  s'applique 
aussi  au  plan  n,  la  barre  tourne  autour  de  G  dans  ce  plan,  avec  une  vitesse 
angulaire  constante. 

5**  Système  pesant  déformable.  —  Un  système  pesant  quelconque  étant 
lancé  dans  le  vide,  son  centre  de  gravité  G  décrit  une  parabole;  si  par  ce 
centre  G  on  mène  des  axes  de  directions  fixes,  la  somme  des  moments 
des  forces  extérieures  est  nulle  par  rapport  à  ces  axes;  par  suite,  la 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  relatives  est  constante 
par  rapport  à  tout  axe  mené  par  G,  et  le  théorème  des  aires  s'applique 
autour  du  point  G  à  la  projection  du  mouvement  sur  tout  plan  d'orienta- 
tion ^Tit  mené  par  G. 

Par  exemple,  quand  un  homme  fait  le  saut  périlleux,  il  se  donne  au  dé- 
part une  certaine  vitesse  angulaire  de  rotation  autour  d'un  axe  horizontal 
Gz'  mené  par  son  centre  de  gravité;  si  le  corps  restait  rigide,  cette  vitesse 
angulaire  se  conserverait  et  ne  serait  pas  suffisante  pour  imprimer  au 
corps  une  rotation  complète  de  36o**  avant  qu'il  retombe  sur  le  sol.  Mais, 
une  fois  lancé,  l'homme  ramasse  son  corps  autour  du  centre  de  gravité, 
le  moment  d'inertie  par  rapport  à  Taxe  diminue  et,  comme  la  somme  des 

//fi 
moments  des  quantités  de  mouvement  Zmr^-j-  doit  rester  constante,  la 

vitesse  angulaire  augmente  et  devient  suffisante  pour  qu'une  révolution 
complète  soit  possible  avant  la  chute. 

Dans  cet  exemple,  l'homme  possède  une  vitesse  angulaire  initiale  qu'il 
augmente  par  le  jeu  des  forces  intérieures;  mais  il  pourrait,  même  en  se 
lançant  sans  vitesse  angulaire  initiale,  arriver  à  tourner  sur  lui-même  dans 
l'espace,  d'un  certain  angle.  C'est  ce  qu'on  voit  par  les  considérations  dé- 
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veloppées  dans  le  n°  ^3 bis;  ainsi  un  homme  lancé  dans  le  vide,  avec  un 
mouvement  de  translation,  pourrait  faire  jouer  à  ses  bras  étendus  le  rôle 
des  ouvriers  m  placés  en  A©  et  A©  et  à  ses  jambes  plus  ou  moins  écartées 
le  rôle  des  ouvriers  p.  placés  en  Go  et  C'o-  C'est  par  ces  mêmes  considé- 
rations qu'on  explique  comment  un  chat  arrive,  sans  aucune  aide  exté- 
rieure, à  se  retourner  dans  une  chute.  (Voyez  Comptes  rendus,  29  oc- 
tobre 1894,  Notes  de  MM.  Guyou  et  Maurice  Lévy;  5  novembre,  Notes  de 
MM.  Marcel  Deprcz  et  Picard,  et  de  M.  Appell;  26  novembre,  Note  de 
M.  Lecornu;  et  Bulletin  de  la  Société  mathématique  y  novembre  1894-) 

338.  Cas  général  où  les  théorèmes  des  projections  et  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  donnent  une  intégrale  première.  —    Le 

théorème  que  M.  Pennachictti  a  donné  pour  les  fils  et  le  mouvement  d'un 
point  libre  (n°  143)  a  été  étendu  à  un  système  par  M.  KostelnikofT 
(Comptes  rendus,  t.  XGVIIl,  p.  129).  Les  équations  qui  expriment  ces 
théorèmes  dans  le  mouvement  absolu  sont 

d  yi       d,r  d  \^       dy  ^ 

dt^       dt  ^'  dt^^      dt  ""  ' 

Supposons  qu'il  existe  des  constantes  a,  b,  c,  /?,  q,  r,  telles  que  les  forces 
extérieures  vérifient  la  condition 

l  a22Xe-h622Yc-f-c22Z^H-/7220Ze  — 5Yc) 

(  -H  q^Z^zXe—  xZc)  -f-  r22(:rYf  — ^X^)  =  0; 

on  a  alors  l'intégrale 

2dx       t  \^       dy         v^       dz  'S^       [     dz  dr\ 

VT'       I    dx  dz\  v^       /    dy  dx\ 

-?  2 '"  (^  "^  ~  "^  ^V  "^ '"2- "' r  ^  - -^rfrj  =  •=*"**'•  ' 

car  la  dérivée  du  premier  membre  de  cette  équation  est  nulle  en  vertu  des 
relations  (10)  et  de  la  condition  supposée  (11). 

La  relation  (11)  signifie  que  le  moment  relatif  du  système  des  forces 
extérieures  et  d'un  système  de  vecteurs  fixes  est  constamment  nul  (n*24  bis); 
alors,  le  moment  relatif  des  quantités  de  mouvement  et  du  même  système 
de  vecteurs  fixes  est  constant. 

II.  —  THÉORÈME  DES  FORCES  VIVES. 

339.  Démonstration.  —  Le  théorème  des  forces  vives  a  d^abord 
été  employé  par  Hiijgens  :  il  fut  énoncé  sons  une  forme  générale 
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par  Jean  et  Daniel  Bernoulli.  Pour  le  démontrer,  nous  partirons 
encore  des  équations  du  mouvement  d'un  point  m  du  système  : 

m -^^-  =  SX, -4- SX,, 

m  —r-^  =  S  Z/  -f-  S  Zc . 

En  appliquant  à  ce  point  le  théorème  des  forces  vives,  nous  avons 
d  --^  =  -LÇ^idx  -H  \idy  +  Zidz)  -h  "LÇ^cdx  4-  X^dy  -^  Z^dz), 

Si  ensuite  nous  faisons  la  somme  de  toutes  les  équations  ana- 
logues, il  vient 

4  1)      dy!' —  =  ^'Z{\idx-^\idy-^Zidz)-^^^{\cdx^\^dy->rZedz), 

La  somme  S/nt^^  (jgg  forces  vives  des  divers  points  se  nomme  la 
force  vive  totale  (Leibwitz).  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

La  différentielle  de  la  demi-force  vive  totale  du  système  est 
égale  à  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  toutes  les  forces^ 
tant  intérieures  qu* extérieures. 

Il  est  très  important  de  remarquer  que  les  travaux  des  forces 
intérieures  ne  disparaissent  pas.  C'est  ce  qu'on  vérifie  immédiate- 
ment.  Soient,  en  effet,  deul  points  m  et  m'  {Jig,  igS)  situés  à 

Fig.  icj5. 


une  distance  r  l'an  de  l'autre  :  l'action  de  m'  sur  m  est  une  cer- 
taine force  dirigée  suivant  la  droite  mm\  et,  inversement,  l'action 
de  m  sur  m'  est  une  force  égale  et  opposée.  Suivant  une  conven- 
tion déjà  faite  (92),  nous  appelons  action  mutuelle  F  des  deu\ 
points  la  valeur  commune  des  deux  forces  précédée  du  signe  +  ou 
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du  signe  — ,  suivant  que  les  deux  points  se  repoussent  ou  s'at- 
tirent. Si  les  deux  points  subissent  un  déplacement  infiniment 
petit  quelconque,  leur  distance  varie  de  dr^  et  la  somme  des  tra- 
vaux des  deux  forces  appliquées  aux  deux  points  est  (92) 

nous  dirons,  pour  abréger,  que  c'est  là  le  travail  élémentaire  de 
l'action  mutuelle  des  deux  points. 

D'après  cela,  en  appelant  ^j^k  l'action  mutuelle  des  points  mj 
et  nik  situés  à  la  distance  ry,  a  I  un  de  Tautre,  la  somme  des  travaux 
élémentaires  des  forces  intérieures  est 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  des  points 
dn  système  deux  à  deux. 

Le  théorème  des  forces  vives  s'écrit  alors 

(2)      c/^-  =22  (^^^^  -^  ^^^y  -^  ^*^^)  ^  2  ^-^'* ''''^•^• 

Considérons  le  mouvement  du  système  pendant  l'intervalle  de 
temps  fini  /  —  ^oî  dans  ce  mouvement,  toutes  les  quantités  qui 
figurent  dans  la  relation  (i)  ou  (2)  sont  des  fonctions  du  temps  : 
nous  avons  donc,  en  intégrant  de  /©  ^  ^» 

-— /-=/     ^^O^cdx^Yedy-^Z.dz)-^   l    ^Fj^kdrj^k. 

La  variation  de  la  demi-force  vii^e,  pendant  l'intervalle  de 
temps  fini  t  —  Iq,  est  donc  égale  à  la  somme  des  travaux  élé- 
mentaires de  toutes  les  forces,  tant  intérieures  qu' extérieures , 
appliquées  au  système. 

340.  Remarque  sur  les  corps  solides.  —  Si  le  système  est  un 
corps  solide  dans  le  sens  de  la  Mécanique  rationnelle,  c'est-à-dire 
un  système  dont  tous  les  points  sont  à  des  distances  invariables 
les  uns  des  autres,  les  travaux  élémentaires  des  forces  inté- 
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rieures  ont  une  somme  nulle.  En  effel,  dans  ce  cas,  les  distances 
ry^A  sont  toutes  constantes  :  on  a  donc 

^fjsk  =  0  et  ^  Yj^icdrj^k  =  o. 

Donc,  pour  un  corps  solide,  la  différentielle  de  la  demi-force 
vive  est  égale  à  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  seules 
forces  extérieures. 

341.  Cas  dans  lequel  l'action  mutuelle  de  deux  points  du  sys- 
tème est  fonction  de  leur  seule  distance.  —  Si  l'on  suppose  que 
l'action  mutuelle  ^j^k  de  deux  points  quelconques  my  et  nik  est 
une  fonction  de  leur  seule  distance  rj^)^^  la  somme  des  travaux 
élémentaires  des  forces  intérieures  est  une  différentielle  totale 
ejcacte  d^ une  fonction  des  distances  mutuelles.  En  effet,  on  a 
alors 

Fy,*  =  ?(0,*)»  ^J^kdrj^k  =  ^  /  ?(''/,*)  drj^k- 

Chaque  terme  de  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces 
intérieures  zJ^j^kdr'j.k  est  alors  une  différentielle  exacte;  la 
somme  elle-même  en  est  une. 

342.  Cas  où  le  théorème  des  forces  vives  donne  une  intégrale 
première.  —  Si  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  toutes  les 
forces,  tant  intérieures  qu'extérieures,  est  une  différentielle  totale 
exacte  d'une  fonction  U(^i,j^i,  >S|,  ...,  Xn^ynt  ^n)  des  coordon- 
nées des  points  du  système,  on  a 

^2^  -—  =  c/U,         2^  — -  =  L  -f-  A, 

A  désignant  une  constante  arbitraire  appelée  constante  des  forces 
visses.  L'intégrale  première  ainsi  obtenue  est  Vintégrale  des 
forces  vives,  La  fonction  U  est  W  fonction  des  forces. 

Pour  que  cette  circonstance  se  présente,  il  faut,  mais  il  ne  suf- 
fit pas,  que  les  forces  intérieures  et  extérieures  dépendent  unique- 
ment des  positions  et  non  des  vitesses  des  points. 
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343.  Homogénéité.  —  Si  l'on  prend  pour  unités  fondamentales 
les  unités  de  longueur,  temps  et  masse,  on  sait  qu'en  rendant 
l'unité  de  longueur  X  fois  plus  petite,  celle  du  temps  t  fois  plus 
petite,  celle  de  masse  [x  fois  plus  petite,  l'expression  d'une  lon- 
gueur est  multipliée  par  X,  celle  d'une  masse  par  ijl,  celle  d'une 

vitesse  par  -;  la  force  vive  \] est  donc  multipliée  par  ^-p; 

d'autre  part,  l'expression  d'une  force  est  multipliée  par—-»   et, 

par  suite,  celle  d'un  travail  (produit  d'une  force  par  une  longueur) 

est  multipliée  par  ^«  Les  deux  membres  de  l'équation  des  forces 

vives  (a)  sont  donc  bien  du  même  degré  d'homogénéité.  Si  le 
travail  est  exprimé,  par  exemple,  en  kilogrammètres,  la  force 
vive  sera  aussi  un  certain  nombre  de  kilogrammètres.  Si  le  travail 
est  exprimé  en  ergs  (crg^  unité  de  travail  du  système  C.G.S),  il 
en  est  de  même  de  la  force  vive. 

34i.  Exemple.  —  Appliquons  le  théorème  des  forces  vives  au  mouve- 
ment de  deux  points  matériels  libres,  de  masse  m  et  m',  s'attirant  Tun 
Taulrc  suivant  la  loi  de  Newton  et  attirés  suivant  la  même  loi  par  un  centre 
fixe  O  de  masse  [jl. 

Fig.  196. 

nv     V 


Le  système  mobile  est  ici  composé  de  deux  points:  les  forces  intérieures 
sont  les  attractions  mutuelles  des  deux  points.  Si  Ton  appelle  r  la  distance 

nim'j  la  valeur  algébrique  de  l'action  mutuelle  de  m  et  m'  est  F  =  —  ■  , 

et  son  travail  élémentaire  F  dr  =  —  - — - —  dr.  Les  forces  extérieures  sont 

les  attractions  P  et  P'  du  point  0  :  si  Ton  appelle  p  et  p'  les  distances 
0/n  et  Om',  les  valeurs  algébriques  de  ces  attractions  suivant  la  conven- 
tion faite  dans  la   théorie  des  forces  centrales  sont  —  "^^     >   —  /^^    • 

pî  pi 

et  leurs  travaux  élémentaires  —  :— !- —  do,  —   -,  —  dp'. 

p*       ^  p*       ^ 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  donc,  si  l'on  appelle  v  et  p'  les  deux 
vitesses 
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On  se  trouve  alors  dans*  le  cas  du  numéro  précédent  :  le  second  membre 
est  une  différentielle  totale  exacte  et  l'on  a  l'intégrale  des  forces  vives 

mp*       mV*  __  fmm'       /^H^/w       fv-^ 


-h. 

a  2  r  p  p' 

345.  Distinction  des  forces  en  forces  directement  appliquées 
et  forces  de  liaison.  —  Dans  ce  qui  précède^  nous  avons  partagé 
l'ensemble  des  forces  appliquées  à  un  système  en  deux  catégories, 
les  forces  intérieures  et  lés  forces  extérieures.  Cette  distinction 
est  surtout  importante  dans  la  théorie  de  Ténergie,  comme  nous 
le  verrons  dans  le  §  IV.  Dans  beaucoup  de  questions  de  Méca- 
nique rationnelle,  et  surtout  en  Mécanique  analytique,  il  est  plus 
simple  de  partager  les  forces  appliquées  au  système  en  deux  autres 
catégories  :  les  forces  de  liaison  provenant  des  liaisons  imposées 
au  système  et  les  forces  directement  appliquées  ou  forces  don- 
nées que  l'on  fait  agir  sur  le  système.  C'est  de  cette  façon  que 
Ton  classe  les  forces  quand  on  cherche  les  conditions  d'équi- 
libre d'un  système  à  l'aide  du  principe  des  vitesses  virtuelles 
(  n**  163).  Nous  pourrons  alors  énoncer  le  théorème  des  forces 
vives  sous  la  forme  suivante  : 

La  différentielle  de  la  demi-force  tnve  totale  est  égale  à  la 
somme  des  travaux  élémentaires  de  toutes  les  forces^  tant  don- 
nées que  de  liaison,  appliquées  au  système. 

346.  Cas  particulier  important  où  les  travaux  des  forces  de 
liaison  sont  nuls.  —  Si  les  liaisons  soui  indépendantes  du  temps, 
c'est-à-dire  exprimables  par  des  équations  où  ne  figurent  pas  les 
coordonnées  des  points  du  système  et  non  le  temps,  comme  au 
n**  178,  si,  de  plus,  les  liaisons  sont />rtr/a//e5,  c'est-à-dire  ont  lieu 
sans  frottement,  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces 
de  liaison  est  nulle  pour  le  déplacement  réel  que  subit  le  système 
pendant  le  temps  dt.  En  effet,  dans  ces  conditions,  le  déplacement 
réel  du  système  est  évidemment  compatible  avec  les  liaisons,  et  la 
somme  des  travaux  des  forces  de  liaison  est  nulle  (n°  170).  On  a 
donc  le  théorème  suivant  : 

SI  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps^  et  s^il  h*y  apas 
de  frottements,    la  différentielle  de  la  demi-force   vive  est 

11.  7 
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égale  à  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  directe- 
ment appliquées. 

Il  peut  arriver,  dans  ce  cas  particulier,  que  la  somme  des  Ira- 
vaux  élémentaires  <ies  forces  directement  appliquées  soit  une  dif- 
férentielle totale  exacte  d'une  fonction  U  des  coordonnées  des 
points  du  système,  c'est-à-dire  que  les  forces  directement  appli- 
quées dérivent  d'une  fonction  de  forces  U  :  le  théorème  des  forces 
vives  donne  alors  les  équations 

d =rfU,         =  U-hA, 

1  2 

dont  la  seconde  est  l'intégrale  des  forces  vives. 

Remarque.  —  Quand  le  système  est  à  liaisons  complètes 
(n®  176)  indépendantes  du  temps  et  sans  frottement,  le  théorème 
des  forces  vives  donne  immédiatement  l'équation  unique  du  mou- 
vement. En  effet,  la  position  du  système  ne  dépend  alors  que  d'un 
paramètre,  et  le  théorème  des  forces  vives  fournit  une  équation 
où  n'entrent  que  les  forces  données  et  qui  permet  de  calculer  ce 
paramètre  unique  en  fonction  de  /. 

347.  Application.  —  Chaîne  homogène  pesante  glissant  sans  frotte- 
ment  sur  une  courbe  fixe. —  Soient  a/  la  longueur  de  la  chaîne  AB,  p  la 
masse  de  l'unité  de  longueur,  et,  par  suite,  2/p  la  masse  totale. 

Prenons  un  axe  Oz  vertical  dirige  vers  le  haut;  appelons  s  l'arc  de  la 
courbe  fixe,  sur  laquelle  glisse  la  chaîne,  compté  depuis  un  point  fixe  O' 
jusqu'au  point  de  la  courbe  d'ordonnée  z\  la  courbe  étant  donnée,  on  peut 
toujours  exprimer  z  en  fonction  de  5, 

(I)  ^  =  ?(0. 

Cela  posé,  appelons,  en  particulier,  a  l'arc  O'M,  du  point  0' jusqu'au  mi- 
lieu M  de  la  chaîne,  point  qui  n'est  pas  le  centre  de  gravité  :  il  est  évident 
que  la  position  de  la  chaîne  est  connue,  dès  qu'on  connaît  7.  La  chaîne 
sur  la  courbe  forme  donc  un  système  à  liaisons  complètes  (n**  176).  La 
chaîne  étant  supposée  inextensible  doit  être  regardée  comme  une  file  de 
points  matériels  liés  de  telle  façon  que  chacun  d'eux  est  à  une  distance 
constante  de  celui  qui  le  précède  et  de  celui  qui  le  suit. 

Les  forces  appliquées  au  système  sont  :  i*  les  poids  mg  des  points 
(forces  données);  2"  les  réactions  normales  de  la  courbe  (forces  de  liai- 
son); 3*  les  actions  mutuelles  de  deux  points  consécutifs  (forces  de  liai- 
son). Si  l'on  voulait  adopter  la  classification  en  forces  intérieures  et  exté- 
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Heures,  les  actions  mutuelles  des  points  consécutifs  seraient  des  forces 
intérieures,  les  poids  et  les  réactions  des  forces  extérieures. 


Fig.  197. 


f  .7 


Quand  la  chaîne  glisse  sur  la  courbe,  les  travaux  des  forces  de  liaison 
sont  nuls;  il  est  aisé  de  le  vérifier  :  les  réactions  sont  normales  aux 
déplacements  des  points,  l'action  mutuelle  F  de  deux  points  consécutifs  a 
un  travail  nul,  caria  distance  de  ces  points  est  invariable.  Il  ne  subsiste 
donc  que  les  travaux  élémentaires  des  poids.  Pour  les  évaluer,  considérons 
sur  la  chaîne  en  m  un  élément  de  longueur  8X  dont  la  distance  Mm  au 
point  M  le  long  de  la  chaîne  soit  X,  X  étant  compté  positivement  dans  le 
sens  AB,  de  sorte  qu'on  aura  tous  les  éléments  de  la  chaîne,  en  faisant 
varier  X  de  —  /  à  4-  /.  La  coordonnée  z  de  l'élément  8X  est 

car  l'arc  O'm  est  «  =  <j-4-X.  Si  l'on  fait  glisser  la  chaîne  d'une  longueur 
da  pour  l'amener  Je  AB  en  A'B',  le  z  de  l'élément  8X  croit  de 

dz  =  ïp'(j-+-X)rfj, 
et  le  travail  élémentaire  du  poids  g^Vk  de  cet  élément  est 

—  ^p  8Xû?-«  =  —  ^pSX  9'(<J-h  \)dz, 

La  somme  des  travaux  élémentaires  du  poids  de  tous  les  éléments  est  la 
somme  des  expressions  telles  que  la  précédente,  lorsque  X  varie  de  —  /à 
-H  /  :  c'est  donc 

—  gpchi        <p'(<J-f-X)5X  =  — ^pt/(r[ç((j-h/)  — o((y—  /)J. 
On  peut  écrire  cette  expression 

en  désignant  par  ^0  et  Z|  les  z  des  extrémités  A  et  B  de  la  chaîne.  On  voit 
qoe  ce  travail  est  le  même  que  celui  que  l'on  devrait  effectuer  pour  trans- 
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porter  l'élément  AA.'  =  d<s  de  la  chaîne  d*une  extrémité  à  l'autre,  sans  dé- 
placer le  reste  du  système. 
D'autre  part,  dans  le  mouvement  de  la  chaîne,  tous  les  points  m  ont 

même  vitesse  y  =  -r-  :  la  force  vive  est  donc 

dt 

2'»i.«=2'"(îy=^'?(S)'" 

L'équation  des  forces  vives  est  alors 

la  forme  de  cette  équation  montre  que  l'on  aura  t  en  fonction  de  (s  par 
deux  quadratures  seulement.  Si  l'on  divise  les  deux  membres  par  dt  et  si 
l'on  effectue  les  différentiations  indiquées,  elle  devient 

c?*(r  9((T-t-/)  — oCa  — /) 

(^)  dïi=-^- -^ ' 

équation  analogue  à  celle  du  mouvement  rectiligne  d'un  point  sous  l'action 
d'une  force  dépendant  de  la  seule  position.  Gomme  vérification ,  si  l'on 
suppose  que  la  longueur  /  de  la  chaîne  tende  vers  o,  le  deuxième  membre 
a  — ^  ?'(<')  pour  limite  et  Ton  retombe  sur  l'équation 

équation  du  mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sur  la  courbe  fixe. 

Comme  l'équation  du  mouvement  de  la  chaîne  ne  dépend  que  de  la 
fonction  <p,  le  mouvement  restera  le  même  lorsqu'on  développera  le  cylindre 
qui  projette  horizontalement  la  courbe  donnée  sur  un  de  ses  plans  tangents. 

Il  y  a  deux  cas  où  le  mouvement  du  milieu  de  la  chaîne  ne  dépend  pas 
de  sa  longueur  : 

I®  La  courbe  fixe  est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  vertical.   On  a 

alors 

<p(5)  =  a5, 

a  désignant  une  constante,  et  l'équation  (2)  se  réduit  à 

IF"       ^*' 

équation  indépendante  de  /; 

2*  La  courbe  fixe  est  une  cycloïde  d'axe  vertical  ou  une  courbe  obtenue 
en  l'enroulant  sur  un  cylindre  vertical.  On  sait  que  dans  ce  cas  on  a  (250) 
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par  conséquent  l'équation  du  mouvement  de  M  est 

Dans  ces  deux  cas,  le  milieu  M  se  déplace  comme  un  point  matériel  pesant 
isolé  sur  la  courbe  (PuiSEUx,  Journal  de  Liouville,  t.  VÏII). 

Les  deux  formes  de  ^  que  nous  venons  de  considérer  sont  d'ailleurs  les 
seules  qui  jouissent  de  cette  propriété.  En  effet,  si  Téquation  du  mouve- 
ment doit  être  indépendant  de  /,  on  doit  avoir 


y(,H-/)_y(,-/)   ^  ^^^^_ 


Chassons  les  dénominateurs  et  prenons  les  dérivées  secondes  par  rapport 
à  /  des  deux  membres,  nous  avons 

quels  que  soient  7  et  /;  il  en  résulte  que  la  fonction  ^^"{8)  doit  être  indé- 
pendante de  s, 

9'(5)  =  k. 

Si  k  est  nul,  on  en  tire 

c'est  le  cas  de  Thélice. 
Si  A:  tZ^  o,  on  doit  avoir 

o(s)  =  kis  —  so^-h  G, 

équation  qui  caractérise  une  cycloïde. 

La  courbe  qui  porte  la  chaîne  peut  être  formée  de  plusieurs  parties 
géométriquement  distinctes.  Supposons-la  formée  d'une  horizontale  Ox  et 
d'une  verticale  descendante  OU.  Nous  avons  vu  que  l'équation  du  mou- 
vement peut  s'écrire 

d^(j  __^      (zi  —  Zq) 
dti  ~      ^        Ï7 

Si  la  chaîne  est  tout  entière  sur  la  parlie  horizontale  Ox,  son  mouve- 
ment sera  uniforme  puisque  l'on  aura  zi  =  Zo  =  o  i^fig.  197  his)^  et,  par 
conséquent, 

Si  l'une  des  extrémités  de  la  chaîne  a  déjà  dépassé  le  point  0  et  en  est  à 
ane  distance  OB=:u,  on  a,  en  comptant  <j  à  partir  de  0  dans  le 
sens  AOB, 

^0  =  0,         -51  =  —  M,         T=a  —  /, 


i*yi         »KrxiKxc  rAiTic  —  mjSAMiQzm  »es  systèmes. 

et,  par  conséqwenu 

at*-        il 

le  poîat  B  se  déplace  doae  comme  §11  était  repoussé  par  O  proportionnel- 
ement  à  la  distance.  Cette  dernière  éqsation  n'est  Talai4e  qme  tant  «joe  A 

Fif .  igr;  bii. 


l 

I 

est  supporté  par  la  partie  honzontale;  lorsque  A  aara  atteint  O,  la  chaîne 
tombera  librement  d'un  mouvement  uniformémeot  accéléré. 

Calcul  de  la  tension.  —  Considérons  une  portion  A  m  de  la  chaîne 
terminée  au  point  m,  tel  que  arc  Mm  =  a,  on  peut  considérer  le  système 
qu'elle  constitue  comme  se  déplaçant  sous  Faction  des  poids  de  ses  divers 
éléments,  des  réactions  de  la  courbe  et  de  la  tension  T  au  point  m  comptée 
positivement  dans  le  sens  AB  (\o\t  Jig.  197). 

Si  Ton  applique  le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  de  cette  por- 
tion de  chaîne  km,  on  trouve 

en  évaluant  les  travaux  des  poids  comme  précédemment,  remarquant  que 
le  travail  de  T  est  Tdi  et  appelant  V  l'ordonnée  du  point  m. 
Divisons  parc//  et  effectuons  les  différentiations,  il  vient,  après  suppression 

du  facteur  -=-  9 
at 

T=  (/ -h  X)p  ^ -H  ^p[o((j+ X)  -  ç(cr- 0]- 
Remplaçons  --j-^  par  sa  valeur,  nous  aurons,  tous  calculs  faits. 

Si  Ton  applique  cette  formule  au  cas  de  rhélice,  on  voit  immédiatement 
que  T  est  toujours  nul;  par  conséquent,  chacun  des  points  de  la  chaîne 
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se  déplace  comme  s^il  était  isolé.  Il  peut  se  faire  qu'on  trouve  pour  T  une 
valeur  négative;  dans  ce  cas,  la  chaîne  se  replierait  sur  elle-même,  car  un 
élément  oX  subirait  une  pression  et  non  une  tension.  Pour  que  le  mouve- 
ment fût  réalisable  dans  tous  les  cas,  il  faudrait  supposer  la  chaîne  for- 
mée par  une  sorte  de  chapelet  de  petites  sphères  enfilées  sur  un  fil  flexible 
et  glissant  dans  un  tube  de  même  rayon.  Alors,  si  T  est  positif  en  un  point, 
le  fil  y  est  tendu;  si  T  est  négatif,  les  sphères  contiguës  pressent  Tune  sur 
Tautre.  On  vérifiera  que,  dans  le  cas  de  la  cycloïde,  il  y  a  toujours  com- 
pression. 

318.  Mouvement  d'une  vis  mobile  sans  frottement  dans  un  écrou 
fixe.  —  Dans  ce  mouvement  tous  les  points  du  solide  mobile  décrivent 

des  hélices  de  même  pas  h,  et  avancent  de  — 0  quand  la  vis  tourne  de 

Tangle  0. 

Le  système  étant  à  liaisons  complètes,  le  théorème  des  forces  vives  nous 
donnera  le  mouvement. 

Prenons  Taxe  de  la  vis  pour  axe  des  z.  Le  système  constitué  par  la  vis 
est  soumis  à  des  forces  données  Fi.  Fa,  . .  .,Frt  et  aux  réactions  de  l'écrou, 
qui  sont  partout  normales  à  lu  iiurface  de  la  vis  puisqu'il  n'y  a  pas  de 
frottement. 

Soient  r,  6,  z  les  coordonnées  semi-polaires  d'un  point  quelconque  du 
système,  et  Zq  la  hauteur  de  ce  point  au-dessus  du  plan  xOy  quand 
l'angle  0  est  nul;  les  coordonnées  cartésiennes  de  ce  point  sont  à  un  in- 
stant quelconque 

ar  =  rcos6,         v  =  rsin6,        z  =  Zq-\ 6; 

la  vitesse  de  ce  point  a  donc  pour  projections 

dx  .    i,d^  dy  ^  dd  dz       h    d^ 

dl  dt  dt  dt  dt       T^Tz  dt 

//ft 
quantités  que  nous  écrirons,  en  introduisant  la  vitesse  angulaire  ^^^  -n* 

dx  dy  dz        h 

dt  -^^  dt  '         dt        iTz     ' 

on  a  donc  pour  le  carré  de  la  vitesse 


Multipliant  par  m  et  faisant  la  somme  peur  tous  les  points  du  corps, 
nous  aurons  pour  expression  de  la  force  vive  totale 


A« 


ci>«  2 /nr« -4- («)» -^  ^  w , 
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c*est-à-dire 


M  (*•  +  4^)  -'• 


L'équation  des  forces  vives  est  ainsi 

a[>(*-4"-)-]-2(''S-^f-^a)' 

le  signe  £  se  rapportant  aux  forces  données  Fi,  . . . ,  Fny  car  les  travaux 

des  réactions  sont  nuls.  En  remplaçant  dans  le  second  membre  -i->  -,  >  -,- 

^  dt     dt    dt 

par  les  valeurs  trouvées  plus  haut,  ce  second  membre  devient 


0) 


[s(.Y-^X)+^sz]: 


mais  2(a7Y — ^X)  est  la  somme  des  moments  des  forces  données  par  rap- 
port à  Oz\  c'est  donc  la  projection  N  sur  cet  axe  du  couple  résultant  de 
la  réduction  des  forces  données  à  l'origine;  quant  à  2Z,  c'est  la  projec- 
tion %  de  la  résultante  générale  sur  le  même  axe.  L'équation  des  forces 
vives  peut  donc  s'écrire 

<■>  7,[>('-^.)»']-("*r.^)> 

en  efTectuant  la  difTérentiation,  cette  équation  prendra  la  lorme 

(2)  M(A.+    -^)^=:N+At.. 

\  4^V     dt  271 

Si  les  forces  extérieures  F  satisfont  à  la  relation 

N  H-   A  jj,  =  o, 

air 
l'équation  ci-dessus  donne 

diù 

et  le  mouvement  est  uniforme. 

Dans  le  cas  général,  les  forces  peuvent  être  réduites  à  un  (orseur,  c'est- 
à-dire  à  une  force  AR  et  à  un  couple  AG  dirigé  suivant  la  même  droite  ; 

R  est  l'intensité  et  />  =  p-  la  flèche  de  ce  torseur.  Désignons  par  8  la  plus 

courte  distance  des  droites  R  et  0^,  et  par  a  leur  angle,  nous  aurons,  en 
effectuant  la  réduction  à  l'origine, 

^  =  Rcosa,         N  =  Gcosa -h  Rosinct, 

puisque  N  doit  être  la  somme  des  moments  par  rapport  à  Oz  de  la  force  R 
et  des  deux  forces  qui  constituent  le  couple  G. 
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Le  mouvement  de  la  vis  se  réduit  à  une  translation  et  à  une  rotation 
dirigées  selon  Oz,  et  forme  ce  qu'on  peut  appeler,  avec  Bail,  une  torsion 

dont  rintensité  serait  u),  et  la  flèche  />'  =  — •  Avec  ces  notations,  l'équa- 
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tien  des  forces  vives  prise  sous  la  forme  (i)  devient 

d-     M(  A:«-h-—  j  lo*     =  Ra>[(/?-4-/>')cosa-i-8sina]û^/. 

On  voit  donc  que  l'expression  de  la  somme  des  travaux  élémentaires  des 
forces  données  est  symétrique  par  rapport  au  torseur  et  à  la  torsion, 

349.  Application  au  problème  des  trois  corps.  —  Nous  appliquerons 
les  théorèmes  généraux  au  problème  suivant  :  Trouver  le  mouvement  de 
trois  points  matériels  entièrement  libres,  s'attirant  suivant  la  loi  de 
Newton. 

Désignons  par  rjj,  rjs,  r^   les  distances    respectives    des  points   Mj , 

M),  Mj  données.   Les  actions  mutuelles  de  ces  points  ont  respectivement 

pour  valeurs 

—  fm\m^            — fni^m^            — fm^m\ 
_ j  _ ,  _ , 

''il  ''«3  ''ai 

Comme  le  système  n'est  soumis  à  aucune  force  extérieure,  le  mouvement 
de  son  centre  de  gravité  est  rectiligne  et  uniforme,  ce  qui  donne  trois 
équations  finies  du  mouvement.  Pour  la  même  raison,  on  peut  appliquer 
le  théorème  des  aires  par  rapport  aux  trois  plans  coordonnés,  ce  qui  donne 
trois  intégrales  premières.  On  peut  enfin  en  obtenir  une  dernière  par  le 
théorème  des  forces  vives. 
La  force  vive  totale  du  système  est  en  effet 

niiv\  H-  m^vl  ■+-  m^v\\ 

d'autre  part,  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  actions  mutuelles  est, 
d'après  ce  que  nous  avons  vu , 

fm\ni\   ,  fni%Tn-i   .  fm^m\    , 

"il  ''13  "si 

c'est  la  différentielle  exacte  de 

/m,ms       //Wj/ns       fm^nix. 


''il  ''28  ''31 

on  est  donc  dans  le  cas  d'une  fonction  de  forces,  et  l'on  a 


'^  \        ''il  ''23 


''31       / 


h 
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Bruns  a  démontré  (Acta  mathematica,  t.  XI)  que  les  intégrales  ainsi 
'  obtenues  sont  les  seules  qui  soient  algébriques  par  rapport  aux  coordon- 
nées des  corps  et  à  leurs  dérivées  premières;  M.  Poincaré  (ibid,,  t.  XÏII) 
a  établi  que  le  problème  des  trois  corps  ne  comporte,  en  dehors  des  inté- 
grales ci-dessus,  aucune  intégrale  analytique  et  uniforme.  £nfîn,  M.  Pain- 
levé  (Mémoire  couronné,  Comptes  rendus,  17  décembre  1894)  a  démontré 
qu'il  ne  peut  pas  exister  d'autre  intégrale  qui  soit  algébrique  seulement 
par  rapport  aux  dérivées  premières. 

350.  Théorème  des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif  au- 
tour du  centre  de  gravité.  —  De  même  que  le  théorème  des  mo- 
ments de  quantités  de  mouvement,  le  théorème  des  forces  vives 
s'applique  au  mouvement  relatif  du  système  par  rapport  à  des 
axes  de  directions  fixes  passant  par  le  centre  de  gravité. 

Comme  dans  le  théorème  que  nous  venons  de  rappeler,  nous 
désignerons  par  Ç,  tj,  ^  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  et 
para/,j^',  2' les  nouvelles  coordonnées  du  pointa:,^,  z,  par  rapport 
à  des  axes  G^',  Gj^,  G^',  parallèles  aux  axes  fixes  et  menés  par 
le  centre  de  gravité  G. 

Les  formules  de  transformation 

nous  donnent  pour  le  carré  de  la  vitesse  absolue  du  point  m 

"^  \di)  "^  lïr  dt  "^  ~5r  Tt  "^  ~dr  57' 

ou,  en  désignant  par  V  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  et  par  r'  la 
vitesse  relative  du  point  M 

dx'  di  dy'  dr,  dz'  dl 

(;î=V«-HP*-t-2-—  —  -f-2-^  —  -^2- —\ 

^    ^       ^^  dt  dt^^  dt  de  ^      dt  dt' 

multiplions  cette  équation  par  m  et  ajoutons  membre  à  membre 
toutes  les  équations  analogues,  nous  aurons 
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les  coefficients  de -^;> —j  —  sont  nuls  en  vertu  des  conditions 

ai    dt    ai 

S/nar'=o,        2/w^'=o,        2/n«'=o, 

qui  expriment  que  Torigine  des  axes  mobiles  est  le  centre  de  gra- 
vité. Nous  arrivons  ainsi  à  Tëquation 

ce  qui  démontre  le  théorème  suivant  : 

Théorème  de  Koenig.  —  La  force  vive  d'un  système  est 
égale  à  la  force  vive  qu'aurait  la  masse  totale  concentrée  au 
centre  de  gravité,  augmentée  de  la  force  vive  du  système  dans 
le  mouvement  relatif  par  rapport  à  des  axes  de  directions  fixes 
menés  par  le  centre  de  gravité. 

Transformons  de  même  Texpression  de  la  somme  des  travaux 
élémentaires  des  forces  appliquées  au  système,  nous  avons 

S  G  =  22(X/££r  -h  Xidy  +  Ztdz  )  -+-  22(Xeûtr  +  \edy  -f-  Zedz  ) 
=  22(X/££2r'-*-  Y/dry-+-  Zidz')  -i-  22(X^t/a:'4-  Yedy'-^  Zedz') 

-^  di  I  22X/+  22X^ j  -h  dt^  j  22Y,-f.  22  Y^  j  -1-  €/;  j  22Z/-T-  22Z^ j. 

Or,  les  sommes  22!X|,  HY|,  22Z|  sont  nulles  en  vertu  du  prin- 
cipe de  Tégalité  de  Faction  et  de  la  réaction  ;  puis  on  a 

MVs 

€/-—  =£/522Xe-+-£/i)22Ye-t-C?;22Ze, 

éqaation  que  Ton  obtient  en  effectuant  la  combinaison  des  forces 
vives  sur  les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité.  Il 
nous  reste  alors 

2G==£/^H-22(X/rfar'H-Y/rfyH-Z/é/;50-f-22(Xerfx'4-Y^rf/^-Zerfy). 

Revenant  à  Téquation  des  forces  vives 

11.  7- 
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el  remplaçant  les  deux  membres  par  les  valeurs  que  nous  venons 
de  trouver,  nous  arrivons  à  Téquation 

d^  ^  =  22(X/^ar-+-  Y/ûfy  -h  Zidz')  -\-  l.l.{\edx' -\-  Xtdy' -\-  Zedz'). 

Celte  équation  est  composée  avec  les  vitesses  et  les  déplacements 
relatifs,  comme  Téquation  des  forces  vives  avec  les  vitesses  et  les 
déplacements  absolus.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

La  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  intérieures  ne 
dépendant  que  des  variations  des  distances  mutuelles  des  points 
est,  dans  les  deux  équations,  égale  à  ^Fj^/^drj^i^]  mais  la  somme 
des  travaux  des  forces  extérieures  n'est  pas  la  même  dans  les  deux 
équations. 

Exemple.  —  Système  pesant  dans  le  vide.  —  Quand  on  lance  dans  le 
\ide  un  système  pesant  quelconque  libre,  le  centre  de  gravité  du  système 
décrit  une  parabole.  Menons,  par  le  centre  de  gravité,  des  axes  de  directions 
fixes,  Gz'  étant  la  verticale  ascendante  :  le  théorème  des  forces  vives 
s'applique  au  mouvement  relatif  du  système  par  rapport  à  ces  axes.  Les 
seules  forces  extérieures  étant  les  poids,  les  projections  du  poids  d'un 
point  m  sur  les  axes  mobiles  sont  o,  o,  —  mg^.  On  a  donc 

d—;^  =^2^mgdz'-^2^Vj^kdrj^k- 

Mais,  Torigine  étant  le  centre  de  gravité,  les  sommes  2/nV,  I,nidz'  sont 
nulles;  donc 


d 


S/wi'î 


=  ^^J,kdrj^^.. 


La  force  vive  dans  le  mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  Gx'y  G^', 
Gz'  ne  varie  donc  que  par  l'action  des  forces  intérieures.  Si  le  système  est 
un  corps  solide,  la  force  vive  relative  tst  constante. 

351.  Remarques  de  Jacobi  sur  un  système  de  points  libres  sollicités 
par  des  forces  dérivant  d'une  fonction  des  forces  homogène  par  rap- 
port aux  coordonnées  des  points.  —  Soit 

une  fonction  homogène  et  de  degré  k  par  rapport  aux  coordonnées  :  on  a 
l'identité 

,   ^  f)V  d{]  âV  àV  dV         ... 

(  i)  Xi- H  ri- H  ;îi  3 ^-a^î^ h.  •  .-h  5„  j—  =  A-U. 
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Les  équations  du  mouvement  d'un  pointer/,  yt^  zi  du  système  sont,  puisque 
ce  point  est  supposé  libre  et  sollicité  par  une  force  dérivant  de  la  fonc- 
tion U, 

<^)  "^'-dt^^d^,'         ""'-dF^d^t'         "''dl^=d^r 

L'intégrale  des  forces  vives  donne  d'abord 

">      2""[(t)'-(ï)'*§)']-'"--*^ 

puis,  en  multipliant  les  équations  du  mouvement  (2)  par  rr/,  j^/,  ^/,  les 
ajoutant  membre  à  membre  et  faisant  la  somme  de  toutes  les  équations 
ainsi  obtenues,  on  a 

,,v  'V       /      d^^i  d'^yt  d^zA       ,  _, 

en  vertu  de  l'identité  (i).  Ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (3) 
et  (4))  nous  aurons  une  équation  qu'on  peut  évidemment  écrire 

OU  en  appelant  r,-  la  distance  du  point  /m/  à  l'origine,  ^f  =  ^f -^ yf -\- ^J , 
et  remarquant  que  la  parenthèse  est  -  -7— , 

ce  qui  donne  une  forme  remarquable  de  l'équation  des  forces  vives  dans  le 

cas  supposé.  On  peut  remarquer  que  la  quantité  ^/w/r^?  est  le  moment 

d'inertie  du  système  de  points  matériels  par  rapport  au  point  0.  Si  l'on 
supposait,  à  titre  d'application,  que  la  fonction  U  est  de  degré  —  2  par 
rapport  aux  coordonnées,  on  aurait  k  =  —  2,  et,  par  suite, 

di^         -^^'^ 
^^mtrf  =  2ht^-i- hit  -+-  Aj. 

Faisons  maintenant  une  nouvelle  hypothèse  et  supposons  que  le  système 
n'est  sollicité  par  aucune  force  extérieure  et  que  les  actions  mutuelles  des 
points  nii  et  mj  associés  deux  à  deux  soient  fonctions  de  leur  distances  rtj. 
Alors  il  existe  une  fonction  des  forces  U  dépendant  uniquement  de  ces  dis- 
tances, comme,  par  exemple,  dans  le  problème  des  trois  corps  :  cette  fonc- 
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lion  U  est  toujours  supposée  homogène  et  de  degré  k  par  rapport  aux 
coordonnées. 

Dans  ce  cas,  comme  il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  le  centre  de  gra- 
vité G  est  animé  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme,  et  la  vitesse  V  de 
ce  point  est  constante.  Appelons  p/  la  distance  du  point  m/  au  centre  de 
gravité,  nous  avons  vu  dans  la  théorie  des  moments  d'inertie  que  Ton  a 

(6)  ^mir)=^^mtp]-^^.ÔG\ 

D'autre  part  OG  a  pour  expression,  si  l'on  appelle  $»  iQ,  2[  les  coordon- 
nées de  G  par  rapport  aux  axes  fixes  Oar,  Oy,  Oz, 

ÔG'  =  5«-h7)«-t-Ç«, 

...  :t   t  '  .  ^*?    ^*^i    û?*;  , 

car,  comme  il  ny  a  pas  de  forces  extérieures,  -tv>   — nr»   —rz  sont  nuls. 

Portant  cette  valeur  (6)  dans  l'équation  établie  plus  haut  (5)  et  tenant 
compte  de  (7),  on  a  enfin 

(8)        "^'^^7»'^^^  =(aA:-f-4)U-4-4^-aMV«  =  (2A--+-4)U-+-4A', 

A'  désignant  une  nouvelle  constante  qui  n'est  autre  chose  que  la  constante 
des  forces  vives  dans  l'intégrale  des  forces  vives  appliquée  au  mouvement 
relatif  autour  du  centre  de  gravité.  En  effet,  l'équation 

N  /np5=  2U  -\-  ihy 

dans  laquelle  on  fait  (théorème  de  Kœnig) 

donne 

^mv'^=2l]-h9.h  -MV2=2Uh-2A'. 

L'équation  ainsi  obtenue  s'applique  au  mouvement  du  système  solaire, 
car  les  seules  forces  agissant  sur  les  points  du  système  sont  les  attractions 
mutuelles  suivant  la  loi  de  Newton.  La  fonction  U  est  alors  une  fonction 
homogène  des  coordonnées  de  degré  — i,  comme  nous  l'avons  remarqué 
déjà  à  propos  du  problème  des  trois  corps. 

Si  l'attraction  des  corps  du  système  solaire  s'effectuait  en  raison  inverse 
du  cube  de  la  distance,  U  serait  une  fonction  homogène  de  degré  —  2.  En 
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■f         ' 

effet,  raction  mutuelle  de  deux  points  m  et  m!  étant  alors  —  ^^— r — >  le 

travail  de  Taction  mutuelle  serait  —  — — - —  dr  et  la  fonction  des  forces 

^^- — T-»  Dans  ce  cas  le  système  solaire  ne  serait  pas  stable  quant  aux 
distances,  car,  k  étant  égal  à  — 2,  Téquation  (8)  donnerait 

^^^  =  ih',         2m,p?  =  2/t'<>+  h't  +  h-. 

Dans  la  suite  des  temps  ^/^t/pf  deviendrait  donc  infinie  et  un  au  moins 

des  corps  du  système  s'éloignerait  indéfiniment  du  centre  de  gravité. 

Revenons  au  système   solaire  pour  lequel  A*  =  —  i.  Nous  avons  alors 
réquation 

(9)  ^=..U  +  4A', 

en  posant,  pour  abréger,  R  =  \  /w/p?.  La  fonction  des  forces  U  est  alors 

essentiellement  positive,  car  elle  est  égale  à  une  somme  de  termes  tels  que 

>  comme  dans  le  problème  des  trois  corps  (349).  On  peut  montrer 

que,  si  le  système  solaire  est  stable  quant  aux  distances,  c'est-à-dire  si 
aucune  des  distances  p^*  ne  croit  indéfiniment  dans  la  suite  des  temps,  la 
constante  h'  est  nécessairement  négative.  En  effet,  intégrons  Téquation  (9) 
entre  les  limites  o  et  ^  :  nous  aurons 

dR 


^-Ri=y  (2U-H4A')^^ 


où  Rq  désigne  la  valeur  de  -7-  à  Tinstant  ^  =  o.  La  fonction  U  étant  posi- 

ut 

tive  et  non  nulle  dans  l'intervalle  o,  t,  appelons  a  sa  plus  petite  valeur 
dans  cet  intervalle,  nous  aurons 

^-Ri>(a«  +  4/i')'; 

intégrant  de  nouveau  entre  o  et  ^  et  appelant  Ro  la  valeur  initiale  de  R,  il 

vient 

R  —  r;  ^  —  Ro>(a  -+-  2h')t^, 

R  >(a  -+-  2 A')^«-f-  R'o  t -+-  Ro. 

Dans  cette  relation  a  est  positif;  si  donc  h'  était  positif  aussi,  le  trinôme 
du  second  membre  augmenterait  indéfiniment  avec  /;  il  en  serait  de  même 
de  R  et  Tune  au  moins  des  distances  pi  deviendrait  infinie.  Donc,  si  le  sys- 
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téme  est  stable,  h'  est  négatif.  Mais  on  peut  aller  plus  loin  et  montrer  que 
la  valeur  absolue  de  ih'  ne  peut  pas  dépasser  la  plus  grande  valeur  de  U 
entre  les  limites  o  et  t.  Car  s'il  en  était  ainsi  (U  -h  2A')  resterait,  entre  o 

et  <,  inférieur  à  une  quantité  négative  —  p,  l'intégrale    /    (  2U  -f-  4^')  ^^ 

«/o 

serait  inférieure  à  —  2p^  et  Ton  aurait  d'après  (9) 


d'où,  en  intégrant 


f-R',<-a?.; 


R<  — p^«-4-R;f-f-Ro; 


alors,  t  augmentant,  R  deviendrait  négatif,  ce  qui  est  absurde,  car  R  est 
une  somme  de  carrés. 

En  résumé,  si  le  système  solaire  est  stable,  U-*-  %K  ne  peut  êtrç  ni  con- 
stamment positif,  ni  constamment  négatif  :  cette  fonction  doit  être  alter- 
nativement positive  et  négative,  c'est-à-dire  que  U  doit  osciller  de  part  et 
d'autre  de  — 2 A'.  Le  fait  que  la  constante  des  forces  vives  h!  dans  le 
mouvement  autour  du  centre  de  gravité  doit  être  négative  si  les  points  du 
système  solaire  restent  à  des  distances  finies  les  uns  des  autres,  se  vérifie 
dans  le  problème  des  deux  corps  (235).  Le  mouvement  relatif  de  chacun 
des  deux  corps  autour  du  centre  de  gravité  est,  en  effet,  une  ellipse  si  h' 
est  négatif,  une  parabole  ou  une  hyperbole  si  h  est  nul  ou  positif  {voyez 
Jacobi,  Vorlesungen  ûber  Dynamik,  e  vierte  Vorlesung). 


IV.  -  ENERGIE. 

352.  Système  conservatif.  —  Considérons  un  système  dans 
lequel  les  forces  intérieures  (X/,  Y/,  Z/)  dépendent  uniquement 
des  positions  des   points  et  dérivent  d'une  fonction    des  forces 

UiC-^oJ^M  ^o  •2^2>JK27  ^2»  •    •  * -P//? y//7  ^z/)?   que  nous   supposerons 
uniforme. 

On  a  alors  identiquement 

Ce  fait  a  lieu  en  particulier  quand  Faction  mutuelle  de  deux 
points  quelconques  du  système  dépend  uniquement  de  leur  dis- 
tance (341  ). 

Quand  celte  fonction  U/  existe,  le  système  est  dit  conservatif. 

Un  tel  système  est  caractérisé  par  ce  fait  que,  lorsqu'il  passe 

d'une  configuration  (C|)  à  une  configuration  (C2),  le  travail  total 
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des  forces  intérieures  est  indépendant  de  la  façon  dont  on  amène 
le  système  de  la  première  configuration  à  la  dernière. 

En  effet,  si  U/  existe,  la  somme  des  travaux  des  forces  inté- 
rieures, d'une  configuration  à  l'autre,  est 

f         I,I,{\idx-^\idy-\-Zidz)=   /        efU/  =  (UOi-(U,)„ 

(Ui)i  et  (U/)2  étant  les  valeurs  de  la  fonction  U/ correspondant 
aux  deux  configurations.  Le  travail  ^i  ne  dépend  donc  que  des 
configurations  initiale  et  finale  (C|)  et  (C^). 

Réciproquement,  si  le  travail  des  forces  intérieures  ne  dépend 
que  de  la  configuration  initiale  et  de  la  configuration  finale,  le 
système  est  conservatif,  la  fonction  U/  existe.  En  effet,  prenons 
une  configuration  initiale  fixe  (Cq)  et  soit  (C)  une  configuration 
quelconque  :  par  hypothèse,  le  travail  (s/  des  forces  intérieures, 
quand  le  système  passe  de  (Go)  à  (C),  ne  dépend  que  de  (Co) 
et  (C).  Le  travail  Cs/  varie  seulement  avec  le  choix  de  la  configu- 
ration finale  (C)  :  il  est   une  fonction  des  coordonnées  x^,  y^, 
3|,  X2,y29  ^25  •  •  •  •»  ^/o  yn-,  Zfi  des  points  du  système  dans  cette 
configuration  : 

Si  Ton  fait  passer  le  système  de  la  position  (G)  à  une  configura- 
lion  infiniment  voisine  correspondant  aux  coordonnées  Xi  4-  dxt , 
y^  +  dyi,  .  .  .j  Zfi  -\-  dZfi^  le  travail  G/  des  forces  intérieures  aug- 
mente de  la  quantité 

d^i  =  S2(X/rfj7  -h  \idy  -4-  Zidz)\ 

donc  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  intérieures 
est  une  différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  fBi  des  coordon- 
nées. Le  système  est  conservatif. 

353.  Énergie  potentielle.  Signification  mécanique. —  La  fonction 
des  coordonnées  0  (xi,  ji,  -3|,  Xa,...,  x,i,  /«,  Za)  — —  U/+  const. 
s'appelle  énergie  potentielle  du  système.  Cette  fonction  n'est 
donc  définie  qu'à  une  constante  près.  Nous  supposerons  la  constante 
choisie  de  façon  que  l'énergie  potentielle  II  s'annule  dans  une  posi- 
II.  8 


^ii\s^  \loU'^'mî^uV  vO^♦^^  AKur^Si/u  r*ïAr«r  O  il^r  réner^ie potentielle 

v^  ^v^  :s\hmf*!^  ^S  ^ncn\#»jr  A:r  J^j/r:ifs  ùttérieares  quand  le  sjrs- 
^  .v^*  ^^«sVÀt^  Uit  (^  <,v.>c'^^*/^vc^i/rt  'ji.:CsL^{lxi   C  à  ÛL  configuration 

:îi     —  »       ^ii=:3  —  3:»  =  iL 

'v;^  vKr\V  i<  *.  >,*aàiLuniiKva  >|Hicîaie  (l^  .  pour  laoneile  on 
,NUkVvA%%  .it  •^■^^vitA-  .  ja<jr^i«î  LK>lt;  ad  elle  comme  aiille,  «i^t  arbi- 
•  ,**;c*  v/w*.a\;>  ,»*u»Mk  U^v.U'>  I«i>coiiii^uraLioiiâ  pi^ssible:?  'ix  :ij!?tèm.e, 
;    K^    jv»  .^*i,s    ;%%*  -^ud  L  .  '.Uvivimiim.  et  par  suite 

U    -  —  l  .  —  CUDst. 


Vk<.SV'»'<>-«A< 


j.,     a   .  dtvis.î    uàiuairemeut  cette  confi^raration  sc^ciale 

s  .vs    a  .cwKOj;.4.okaoa    C^  ,  dau>  laquelle  D  s'annule.  Alor?,  pour 

V  v.xN  >   c>  U4ac>  vVaà^uratioD>,  Q  est  positif.  Dans  ce  cas.  La.  coa- 

.^...,,..vu     V^    ^oiio.JoaJaut  à  uq  mai.imum  de  la  fonclioa  des 

ANvv^  L     V  >i  auc  ;»o>uiou  d'équilibre  stable  du  svslème  supposé 

V      .;u>  i.i.v^acaualaax  forces  intérieures.  Cela  résulte  d'un  théo- 

....    •    v  .;ou>  vlcuioalicrous  plus  loin  et  que  nous  admettons  ici. 

X'  l      vnUuvI  j»[u>icurs  maxima,  on  choisit  pour  (Co)  la  confi^u- 

.   .1  ^.ii  av»;uu'  le  [»lu>  j^raud  maximum. 

K>^.   ^\j^A*^'vaUou  de  Ttoergie.  —  D'après  ces  notations,  le 
a.  .'.vvus  vlv^  Unvcs  vÎNcs  s'écrit  (n"  339),  en  remplaçant 

uW -^'"'*      \X\  =  -L^iJ^cdx  -^\cdy  -i-Z^dz). 
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Le  premier  membre h  D  est  Y  énergie  totale  du  système  > 

Les  deux  termes  qui  le  composent  sont  de  nature  différente  :  le 

premier dépend  seulement  des  vitesses  des  différents  points 

cl  non  de  leurs  positions  :  on  l'appelle  énergie  cinétique  ou  ac- 
tuelle  du  système;  le  second  U  dépend  uniquement  de  la  position 
du  système  et  non  des  vitesses  :  c'est  Vénergie potentielle. 

L^équation  ci-dessus  s'énonce  ainsi  :  la  variation  infiniment 
petite  de  l'énergie  totale  est  égale  à  la  somme  des  travaux 
élémentaires  des  forces  extérieures. 

Si  Ton  intègre  les  deux  membres  de  Téquation  (i)  d'un  instant 
^1  à  un  instant  £,  on  a 


(») 


(^^^u)-(^l^-^n)^=  f^zix,^^ 


que  nous  écrirons 

C  —  C|  =  Gtf. 

La  variation  de  l'énergie,  dans  un  intervalle  de  temps  fini, 
est  donc  égale  à  la  somme  des  travaux  des  forces  extérieures 
pendant  cet  intervalle. 

En  parliculier,  si  le  système  n'est  sollicité  par  aucune  force 
extérieure,  son  énergie  reste  constante 


Smp 


C'est  là  le  principe  de  la  conservation  de  Vénergie,  Ainsi,  quand 
le  système  se  déplace,  sans  qu'aucune  force  extérieure  agisse, 
rénergié  cinétique  et  Ténergie  potentielle  varient,  mais  leur 
somme  reste  constante.  Ces  deux  sortes  d^énergie,  quoique  de 
nature  différente,  se  transforment  l'une  dans  l'autre. 

Remarque.  —  Supposons  qu'on  prenne  pour  unité  de  travail 
le  kilogrammètre,  l'énergie  potentielle  étant  un  travail  (353)  seii 
exprimée   par  un  certain  nombre  de   kilogrammètres;  l'énergit; 

cinétique  est  aussi  exprimée  par  un  nombre  qui  représente 

des  kilogrammètres  (n**343). 

L'énergie  totale  est  donc  un  certain  nombre  de  kilogrammètres. 


.    *   .    —  J.  1 


.    ^ 


\  .^    z 


^t 


'    •/•    /'•'■/■  'i-'.-.i^]   ■     ■   .  -: 
„  :7  ?ih'riin'<j'i'iiif'iit  fin  d'  I:    is 

»    '•'-■''/  ■^.    M    ■i'»  les   foiCtS  rXlÙ- 
■t   li>  il»  'iiir:^      \...  \..   Z.        i.ii."  I.»  •« 

■:  K*  ««x  ««l'"  iiir  r-'-i^it  -ur  lo<  et)?'!»-» 
\  ..!.•<•  a(.î:'>:i-  -  \,..  — \  ,..  -  -  Z.  • 
^i  :iM  coins  -i.ili-lc  >  A       //:.'.  ii)*^  ■■ 


:/J 


S'    rii    M,    il   o\'rr»."    ^iir  \c   ^m^- 
iîivcrsrnjcnl.    le   sj-lriiic   om'itc 
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sur  le  corps  une  action  F^  égale  el  opposée.  Quand  le  système 
se  déplace,  les  deux  forces  égales  et  opposées,  F<.etFg,  appliquées 
à  des  points  matériels  placés  en  M  et  subissant  le  même  dépla- 
cement, produisent  des  travaux  égaux  et  de  signes  contraires. 
Donc  la  somme  tBg  des  travaux  de  toutes  les  forces  extérieures 
appliquées  au  système  est  alors  égale  et  de  signe  contraire  à  la 
somme  G^  des  travaux  des  actions  exercées  par  le  système  sur 
les  corps  solides  en  contact  avec  lui 

Csc  =  —  (Bg. 

Le  travail  S^  des  actions  exercées  par  le  système  sur  les  corps 
extérieurs  en  contact  est  le  travail  extérieur  produit  ou  accompli 
par  le  système,  travail  qui  peut  d'ailleurs  être  positif  ou  négatif. 

En  considérant  le  mouvement  du  système  de  l'instant  ti  à  Tins- 
tant  /,  nous  avons  trouvé  que  la  variation  C —  Ci  de  Ténergie  est 
égale  à  la  somme  5^  des  travaux  des  forces  extérieures.  On  a  donc 

aussi 

Cl  —  C  =  S^. 

Donc,  si  le  système  n'agit  mécaniquement  au  dehors  que 
par  des  corps  solides  en  contact  avec  lui  ou  reliés  à  lui  par  des 
liens  rigides,  V énergie  perdue  est  égale  au  travail  produit 
par  le  système  sur  les  corps  extérieurs. 

En  particulier,  supposons  que  le  système  passe  de  Tétat  actuel, 

où  son  énergie  totale  est  <C<,  à  cet  état  final  particulier  où  son 

énergie  totale  C  est  nulle,  c'est-à-dire  où  le  système  est  immobile 

dans  la  configuration  spéciale  (Co)  pour  laquelle  II  est  nulle.  Alors 

l'équation  devient 

Cx  =  6é. 

L'énergie  que  possède  le  système  est  donc  égale  au  travail  exté- 
rieur qu'il  peut  fournir  de  la  manière  indiquée,  quand  il  passe  à 

l'état  dans  lequel  son  énergie  est  nulle.  Gomme  l'énergie h  II 

est  essentiellement  positive  et  a  pour  minimum  zéro,  le  travail 
extérieur  fourni  ainsi  parle  système,  quand  il  passe  de  l'état  actuel 
à  l'état  spécial  où  son  énergie  est  nulle,  est  le  plus  grand  qu'il 
puisse  fournir. 

D'après  cela  on  peut  énoncer  les  propositions  suivantes  que 
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3oo.  Signification  mécanique  de  Fénergie  totale.  —  Soit  d 
l'énei^îe  du  système  à  un  instant  t^  ;  si  aucune  force  extérieure  n'a- 
gissait sur  le  système,  il  conserverait  indéfiniment  cette  énergie  Ci . 
Faisons  agir  sur  lui  des  forces  extérieures  (X^,  Y^,  Z^),  de  façon 
à  le  faire  passer  de  Tétat  actyel  à  Tétat  final,  où  son  énergie  C  est 
nulle.  La  formule  (2)  nous  donnera 

Ci  =  —  Gtf. 

Donc  Cénergie  totale  du  système  est  égale  et  de  signe  con- 
traire au  travail  des  forces  extérieures,  qiûil  faudrait  faire 
agir  sur  le  système,  pour  le  ramener  de  l'état  actuel  à  l'état 
spécial  pour  lequel  l'énergie  totale  est  nulle. 

Cet  état  spécial  est  Timmobililé  (i^  =  o)  dans  la  position  spé- 
ciale (Co)  où  n  est  nul. 

Comme  C|  est  posilif,  le  travail  S«.  des  forces  extérieures  néces- 
saires pour  réaliser  la  transformation  demandée  est  négatif ,  c'est- 
à-dire  que  le  système  fournit  alors  du  travail  aux  corps  extérieurs. 
Pour  préciser  ce  point,  tirons  tout  d'abord  une  conséquence 
immédiate  de  l'équation  (2). 

Supposons  que  le  système  n'agit  mécaniquement  au  dehors 
que  par  des  corps  solides  en  contact  avec  lui  par  les  mêmes 
points  ou  liés  à  lui  par  des  liens  rigides.  Alors  les  forces  exté- 
rieures appliquées  au  système  sont  les  actions  (X<.,  Y<.,  Z<.)  de  ces 
corps  solides  sur  lui;  évidemment  le  système  réagit  sur  les  corps 
solides  extérieurs  et  exerce  sur  eux  des  actions  (  —  X<.,  — Y<.,  —  Z^) 
égales  et  opposées.  Par  exemple,  si  un  corps  solide  (A)  {fig.  198) 

Fig.  198. 


est  en  contact  avec  le  système  (S)  en  M,  il  exerce  sur  le  sys- 
tème une  force  extérieure  F«.  :  inversement,  le  système  exerce 
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sur  le  corps  une  action  F^  égale  el  opposée.  Quand  le  système 
se  déplace,  les  deux  forces  égales  et  opposées,  F<.ctF^,  appliquées 
à  des  points  matériels  placés  en  M  et  subissant  le  même  dépla- 
cement, produisent  des  travaux  égaux  et  de  signes  contraires. 
Donc  la  somme  ©<.  des  travaux  de  toutes  les  forces  extérieures 
appliquées  au  système  est  alors  égale  et  de  signe  contraire  à  la 
somme  6^  des  travaux  des  actions  exercées  par  le  système  sur 
les  corps  solides  en  contact  avec  lui 

Gc  =  —  Csi . 

Le  travail  5^  ^^s  actions  exercées  par  le  système  sur  les  corps 
extérieurs  en  contact  est  le  travail  extérieur  produit  ou  accompli 
par  le  système,  travail  qui  peut  d'ailleurs  être  positif  ou  négatif. 

En  considérant  le  mouvement  du  système  de  l'instant  t\  à  Tins- 
tant  /,  nous  avons  trouvé  que  la  variation  C —  C^  de  l'énergie  est 
égale  à  la  somme  ©«.  des  travaux  des  forces  extérieures.  On  a  donc 

aussi 

C\ —  C  =  Cg. 

Donc,  si  le  système  n'agit  mécaniquement  au  dehors  que 
par  des  corps  solides  en  contact  avec  lui  ou  reliés  à  lui  par  des 
liens  rigides,  V énergie  perdue  est  égale  au  travail  produit 
par  le  système  sur  les  corps  extérieurs. 

En  particulier,  supposons  que  le  système  passe  de  Tétat  actuel, 
où  son  énergie  totale  est  Ci,  à  cet  état  final  particulier  où  son 
énergie  totale  C  est  nulle,  c'est-à-dire  où  le  système  est  immobile 
dans  la  configuration  spéciale  (Cq)  pour  laquelle  II  est  nulle.  Alors 
Téquation  devient 

L'énergie  que  possède  le  système  est  donc  égale  au  travail  exté- 
rieur qu'il  peut  fournir  de  la  manière  indiquée,  quand  il  passe  à 

Tétai  dans  lequel  son  énergie  est  nulle.  Comme  l'énergie h  11 

est  essentiellement  positive  et  a  pour  minimum  zéro,  le  travail 
extérieur  fourni  ainsi  par  le  système,  quand  il  passe  de  l'état  actuel 
à  l'état  spécial  où  son  énergie  est  nulle,  est  le  plus  grand  qu'il 
puisse  fournir. 

D'après  cela  on  peut  énoncer  les  propositions  suivantes  que 
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nous  empruntons  à  un  article  de  M.  Maurice  Lévy  Sur  le  principe 
de  V énergie  (Gautliier-Villars,  1888)  : 

U énergie  totale  d'un  système  à  un  instant  quelconque  est 
le  travail  utile  maximum  qu'il  est  possible  de  se  procurer  en 
utilisant  les  vitesses  acquises  et  les  forces  intérieures  du  sys- 
tème. 

Dans  cet  énoncé  on  suppose,  bien  entendu,  que  le  minimum  de 
n  est  zéro,  comme  nous  Tavons  expliqué  plus  haut. 

L'énergie  cinétique  du  système  à  un  instant  est  le  travail 
utile  maximum  quHl  est  possible  de  se  procurer  en  n'utilisant 
que  les  vitesses  acquises  à  cet  instant  par  les  différents  points 
du  système^  sans  utiliser  aucune  des  forces  intérieures  qui  le 
sollicitent. 

L'énergie  potentielle  à  un  instant  est  le  travail  utile  maxi- 
mum qu'il  est  possible  de  se  procurer  en  n'utilisant  que  les 
forces  intérieures  du  système,  sans  utiliser  les  vitesses  acquises 
par  ses  points. 

Lorsque  des  forces  extérieures  agissent  sur  un  système,  on  dit 
qu'elles  sont  motrices  quand  elles  tendent  à  accroître  son  énergie, 
et  résistantes  quand  elles  tendent  à  la  diminuer. 

356.  Exemples.  —  \°  Points  matériels  s^ attirant  proportionnelle- 
ment à  la  distance.  Soit  un  système  formé  de  deux  points  libres  m  et 
m'  s'attirant  proportionnellement  à  leur  distance  r.  Leur  action  mutuelle 
est  [xr  où  {X  >  o,  et  le  travail  de  cette  action  mutuelle  est 


-,...=. (-iff) 


On  a  donc  actuellement  Ui  =  —  ^- — •  Cette  fonction  est  toujours  néga- 
tive, excepté  pour  r  =  o  où  elle  est  nulle,  et,  par  suite,  maximum.  Nous 
prendrons  alors 

'2 

Cette  énergie  potentielle  est  toujours  positive,  excepté  quand  r  =  o.  La 
configuration  spéciale  (Cq)  est  donc  ici  celle  qui  consiste  à  mettre  les 
deux  points  en  contact.  L'énergie  cinétique  est 

> 
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etl'énergîe  totale 


2 


Supposons  qu'à  Tinstant  ^  =  o,  les  deux  points  soient  immobiles  et  en 
contact  :  alors  Co  =  o.  Cet  état  persiste  indéfîniment  si  aucune  force  exté- 
rieure n'agit.  Prenons  chaque  point  dans  une  main  et  séparons-les  à  une 
distance  ri,  où  nous  les  maintiendrons  immobiles  :  il  faut  pour  cela  dé- 

penser  un  certain  travail  G';  Ténergie  potentielle  devient  ^-— S  Ténergie 

cinétique  sera  nulle,  et  Taccroissement  ^—^  de  Ténergie  totale  est  égale  au 

travail  extérieur  dépensé.  Puis,  lançons  les  points  avec  des  vitesses  initiales 

Pi  et  v\\  il  faut  pour  cela  dépenser  un  certain  travail  G',  Ténergie  poten- 

.  ,,                  -    u.r\     ,,-         ....              j              mv\-^  m'v'f    ... 
liclle  est  restée  *— -^  j  1  énergie  cinétique  est  devenue ;  léner- 

gie  totale  a  augmenté  de  la  quantité  ^ -y  égale  au  travail  dé- 
pensé fo'.  Si  ensuite  le  système  est  abandonné  à  lui-même,  on  aura 
constamment 


L'énergie  totale  restera  constante  et  ne  pourra  changer  que  si  une  force 
extérieure  agit.  On  pourrait  utiliser  cette  énergie  totale  en  faisant  pro- 
duire au  système  un  travail  extérieur  jusqu'au  moment  où,  les  deux  points 
étant  de  nouveau  en  contact  et  immobiles,  l'énergie  serait  devenue  nulle. 
Le  travail  que  le  système  peut  ainsi  fournir  est  égal  à  son  énergie,  c'est- 
à-dire  au  travail  6'  H-  5'  qu'on  a  dépensé  au  début  pour  lui  communiquer 
son  énergie. 

2'  Pendule.  Considérons  le  système  formé  par  la  Terre  supposée  im- 
mobile et  un  pendule  simple  de  masse  m.  Appelons  z  la  hauteur  du  pen- 

Fig.  199. 


dule  au-dessus  du  point  le  plus  bas  A  de  la  circonférence  qu'il  décrit.  Les 
forces  intérieures  au  système  formé  par  la  terre  et  le  pendule  sont  le 
poids  mg  du  pendule  et  une  force  égale  et  contraire  appliquée  au  centre 
de  la  Terre.  Si  le  pendule  monte  de  dz^  le  travail  du  poids  est  —  mgdz^ 
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3o5.  Signiûcation  mécanique  de  l'énergie  totale.  —  Soit  Ct 
l'énergie  du  système  à  un  instant  /«  ;  si  aucune  force  extérieure  n'a- 
gissait sur  le  système,  il  conserverait  indéfiniment  cette  énergie  C|. 
Faisons  agir  sur  lui  des  forces  extérieures  (X«.,  Y«.,  Z<.),  de  façon 
à  le  faire  passer  de  Tétat  actyel  à  l'état  final,  où  son  énergie  C  est 
nulle,  La  formule  (2)  nous  donnera 

Donc  Vénergie  totale  du  système  est  égale  et  de  signe  con- 
traire au  travail  des  forces  extérieures,  quHl  faudrait  faire 
agir  sur  le  système,  pour  le  ramener  de  l'état  actuel  à  l'état 
spécial  pour  lequel  Vénergie  totale  est  nulle. 

Cet  état  spécial  est  l'immobilité  {v  =  o)  dans  la  position  spé- 
ciale (Co)  où  n  est  nul. 

Gomme  C^  est  positif,  le  travail  S^  des  forces  extérieures  néces- 
saires pour  réaliser  la  transformation  demandée  esl  négatif ,  c'est- 
à-dire  que  le  système  fournil  alors  du  travail  aux  corps  extérieurs. 
Pour  préciser  ce  point,  tirons  tout  d'abord  une  conséquence 
immédiate  de  l'équation  (2). 

Supposons  que  le  système  n^agit  mécaniquement  au  dehors 
que  par  des  corps  solides  en  contact  avec  lui  par  les  mêmes 
points  ou  liés  à  lui  par  des  liens  rigides.  Alors  les  forces  exté- 
rieures appliquées  au  système  sont  les  actions  (X^,  Y<.,  Z<.)  de  ces 
corps  solides  sur  lui;  évidemment  le  système  réagit  sur  les  corps 
solides  extérieurs  et  exerce  sur  eux  des  actions  (  —  X^,  — Y^,  —  Z^) 
égales  et  opposées.  Par  exemple,  si  un  corps  solide  (A)  {fig.  '98) 

Fig.  198. 


<S) 


est  en  contact  avec  le  système  (S)  en  M,  il  exerce  sur  le  sys- 
tème une  force  extérieure  F^  :  inversement,  le  système  exerce 


CHAPITRE    XVIII.   —    SUR    LE    MOUVEMENT   DES    SYSTÈMES.        II7 

sur  le  corps  une  action  F^  égale  el  opposée.  Quand  le  système 
se  déplace,  les  deux  forces  égales  et  opposées,  F^etPé,  appliquées 
à  des  points  matériels  placés  en  M  et  subissant  le  même  dépla- 
cement, produisent  des  travaux  égaux  et  de  signes  contraires. 
Donc  la  somme  ^e  des  travaux  de  toutes  les  forces  extérieures 
appliquées  au  système  est  alors  égale  et  de  signe  contraire  à  la 
somme  G^  des  travaux  des  actions  exercées  par  le  système  sur 
les  corps  solides  en  contact  avec  lui 

Gtf  =  —  5^ . 

Le  travail  6^  ^^s  actions  exercées  par  le  système  sur  les  corps 
extérieurs  en  contact  est  le  travail  e's.iérieur  produit  ou  accompli 
par  le  système,  travail  qui  peut  d'ailleurs  être  positif  ou  négatif. 

En  considérant  le  mouvement  du  système  de  l'instant  Ci  à  l'ins- 
tant ty  nous  avons  trouvé  que  la  variation  C —  6|  de  l'énergie  est 
égale  à  la  somme  5<.  des  travaux  des  forces  extérieures.  On  a  donc 

aussi 

Cl  —  C  =  SJ.. 

Donc,  si  le  système  nagit  mécaniquement  au  dehors  que 
par  des  corps  solides  en  contact  avec  lui  ou  reliés  à  lui  par  des 
liens  rigides j  V énergie  perdue  est  égale  au  travail  produit 
par  le  système  sur  les  corps  extérieurs. 

En  particulier,  supposons  que  le  système  passe  de  l'état  actuel, 
où  son  énergie  totale  est  £{,  à  cet  état  final  particulier  où  son 
énergie  totale  C  est  nulle,  c'est-à-dire  où  le  système  est  immobile 
dans  la  configuration  spéciale  (Cq)  pour  laquelle  II  est  nulle.  Alors 
l'équation  devient 

L'énergie  que  possède  le  système  est  donc  égale  au  travail  exté- 
rieur qu'il  peut  fournir  de  la  manière  indiquée,  quand  il  passe  à 

l'état  dans  lequel  son  énergie  est  nulle.  Gomme  l'énergie h  II 

est  essentiellement  positive  et  a  pour  minimum  zéro,  le  travail 
extérieur  fourni  ainsi  par  le  système,  quand  il  passe  de  l'état  actuel 
à  l'état  spécial  où  son  énergie  est  nulle,  est  le  plus  grand  qu'il 
puisse  fournir. 

D'après  cela  on  peut  énoncer  les  propositions  suivantes  que 
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rait  aussi  — G^*'  pour  le  travail  des  forces  extérieures  quand  le  système 
revient  de  (G)  à  (Cq)  par  la  suite  des  positions  (P^*0' 

Il  est  absurde  de  supposer  G*/*  différent  de  S/.  En  effet,  supposons  par 
exemple,  6J*'  <  S/,  alors  S^**  >  S^.  Donc,  en  amenant  d'abord  le  système 
de  (Go)  à  (G)  par  la  suite  des  positions  (P),  on  aurait  à  dépenser  un  tra- 
vail îdcj  puis,  en  le  laissant  revenir  de  (G)  à  (Go)  par  la  suite  des  positions 
(Pt*^),  les  forces  extérieures  accompliraient  un  travail  —  ^e^\  c'est-à-dire 
que  le  système  serait  capable  de  produire  à  l'extérieur  sur  des  corps  solides 
au  contact,  un  travail  S!,*'  supérieur  à  celui  ©«  qui  a  été  dépensé.  On 
aurait  donc  ramené  le  système  dans  son  état  initial  et  l'on  aurait  créé  du 
travail.  En  recommençant  la  même  opération,  on  arriverait  à  créer  une 
quantité  indéfinie  de  travail  :  ce  qui  doit  être  regardé  comme  impossible. 
Donc  G^^'  =  G/,  quelle  que  soit  la  suite  des  positions  par  lesquelles  on  passe 
d'une  configuration  à  l'autre  et  le  système  est  conservatif.  Son  énergie 
totale  ne  peut  être  modifiée  que  par  des  actions  extérieures.  On  admet  en 
Physique  mathématique  que  les  actions  mutuelles  des  molécules  ne  dé- 
pendent qvie  de  leurs  positions  et  même  que  de  leurs  distances  :  tous  les 
systèmes  de  la  nature  doivent  donc  être  conservatif  s, 

358.  Des  frottements  et  des  résistances.  —  Â  première  vue,  il  semble, 
au  contraire,  que  les  systèmes  matériels  ne  sont  pas  conservatifs.  Par 
exemple,  il  semble  que,  pour  la  plupart  des  systèmes,  le  travail  extérieur 
nécessaire  pour  faire  passer  le  système  sans  vitesse  apparente  initiale  et 
finale  d'une  configuration  à  une  autre,  n'est  pas  le  même  que  le  travail 
restitué  par  le  système  quand  il  repasse  de  la  deuxième  à  la  première. 
Ainsi,  si  avec  la  main  on  comprime  un  ressort  à  boudin,  et  si  la  compres- 
sion dépasse  une  certaine  limite,  le  ressort  ne  reviendra  pas  tout  seul  à  sa 
position  primitive;  il  ne  restitue  donc  qu'une  fraction  du  travail  extérieur 
dépensé  ;  même  pour  le  ramener  à  sa  forme  primitive,  il  faut  ensuite  exercer 
sur  lui  une  traction,  c'est-à-dire  dépenser  un  nouveau  travail. 

Dans  d'autres  cas,  un  système  en  mouvement,  sur  lequel  n'agit  aucune 
force  extérieure,  finit  par  s'arrêter  dans  la  position  d'équilibre  stable  pour 
laquelle  n  est  nulle,  de  sorte  que  son  énergie  totale  devient  nulle  en  appa- 
rence et  ne  parait  pas  rester  constante.  Tel  serait  le  cas  d'un  pendule 
oscillant  dans  le  vide  :  il  finit  par  s'arrêter,  quoique  aucune  force  exté- 
rieure n'agisse  sur  le  système  formé  par  la  Terre  et  le  pendule. 

D'après  cela,  il  y  a  donc  une  perte  apparente  d'énergie;  cette  perte  ap- 
parente est  due,  suivant  les  machines,  aux  frottements,  à  la  viscosité  des 
liquides,  à  l'élasticité  imparfaite  des  solides,  aux  résistances  provenant  de 
l'induction  électrique  et  de  l'aimantation.  Mais  cette  perte  d'énergie  est 
purement  apparente,  car,  à  côté  des  mouvements  visibles  dont  s'occupe  la 
Mécanique  rationnelle,  il  existe  des  vibrations  invisibles  des  molécules 
dont  l'étude  est  faite  en  Physique  mathématique,  et  qui  constituent  la 
chaleur,  la  lumière,  l'électricité,  etc. 

Par  exemple,  tout  frottement  engendre  de  la  chaleur,  et  l'expérience  de 
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Joule  a  montré  que  le  rapport  de  l'énergie  disparue  à  la  quantité  de  cha- 
leur produite  est  une  constante.  Cette  constante  se  nomme  Véquivalent 
mécanique  de  la  chaleur;  elle  est  d'environ  4^4'''">  c'est-à-dire  qu'une 
calorie  peut  produire  un  travail  de  ^lê^^^^. 

Dans  certains  cas,  les  résistances,  le  manque  d'élasticité,  etc.,  donnent 
naissance  à  de  l'électricité,  de  la  lumière,  etc.  II  faut  alors  concevoir  le 
principe  de  la  conservation  de  l'énergie  de  la  façon  suivante  : 

Dans  un  système  isolé  sur  lequel  n^agit  aucune  action  extérieure 
ni  mécanique,  ni  calorifique,  etc,^  V énergie  totale  est  invariable,  à 
condition  de  comprendre  dans  V énergie  cinétique,  non  seulement 
celle  due  aux  vitesses  visibles  des  points  du  système,  mais  aussi  celle 
qui  provient  des  mouvements  invisibles  ou  stationnaires  pouvant 
être  dus  à  la  chaleur,  aux  courants  électriques ,  peut-être  même  au 
magnétisme,  ou  à  l'électricité  statique;  à  condition  aussi  de  com- 
prendre dans  Vénergie  potentielle  non  seulement  l'énergie  provenant 
des  actions  mécaniques  sensibles  que  Von  considère  ordinairement 
en  Mécanique,  mais  aussi  celle  qui  peut  être  due  aux  tensions  élec- 
triques, aux  affinités  chimiques,  etc. 

En  général,  il  existe  une  certaine  incertitude  pour  qualifier  les  énergies 
autres  que  celles  d'origine  mécanique  et  même  pour  certaines  de  celles-ci. 
Ainsi,  selon  la  théorie  cinétique  des  gaz,  les  molécules  d'un  gaz,  même  en 
repos  apparent,  sont  douées  de  mouvements  stationnaires  très  rapides, 
d'où  résultent  des  chocs  répétés  des  molécules  entre  elles  et  sur  les  parois. 
fie  qui  nous  apparaît  comme  une  pression  statique  serait  le  résultat  de  ces 
chocs.  D'après  cela,  l'énergie  due  à  la  pression  d'un  gaz  ne  serait  pas,  dans 
son  essence  première,  potentielle  mais  cinétique.  De  même  pour  l'énergie 
d'un  aimant,  on  doit,  si  l'on  admet  la  théorie  d'Ampère,  la  regarder  comme 
cinétique  et,  si  l'on  admet  la  théorie  de  Maxwell,  la  regarder  comme 
potentielle. 

Cette  incertitude  où  l'on  est  relativement  à  la  qualité  de  certaines  énergies 
n'a  aucun  inconvénient  pratique,  car  qu'une  énergie  soit  potentielle  ou  ciné- 
tique, elle  est  toujours  exprimée  par  un  certain  nombre  de  kilogrammètres 
et  nous  avons  vu  que  ces  deux  espèces  d'énergies  peuvent  se  transformer 
l'uBe  dans  l'autre  sans  aucun  gain  ni  perte.  {^Voyez  Maurice  Lévt,  Sur  le 
principe  de  l'énergie,  Gauthier-Villars,  1888). 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  considérations  qui  servent,  en 
particulier,  de  fondement  à  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  Nous  ren- 
verrons, pour  plus  de  détails,  au  Mémoire  de  M.  Maurice  l^évy,  au  Mémoire 
de  M.  Helmholtz  :  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft  (1847),  réimprimé  à 
Leipzig  en  1889,  à  l'Ouvrage  de  MM.  Tait  et  Thomson,  aux  Leçons  syn- 
thétiques de  Mécanique  générale  de  M.  Boussinesq,  et  à  l'Ouvrage  de 
M.  Hirn  intitulé  La  Cinétique  moderne  et  le  dynamisme  de  l'avenir, 
publié  par  l'Académie  royale  de  Belgique. 
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EXERCICES. 

1.  Généralisation  du  théorème  de  Kœnig  et  du  théorème  des  forces  vives 
par  rapport  à  des  axes  de  directions  fixes  menés  par  le  centre  de  gravité.  — 
Soient  Ox,  Oy,  Oz  trois  axes  rectangulaires  fixes  auxquels  on  rapporte  un  sys- 
tème matériel  quelconque;  O' x\  O' y' ,  O' z'  trois  axes  qui  restent  parallèles  aux 
précédents,  mais  dont  l'origine  O'  est  animée  d'un  mouvement  indéterminé. 

1.  Pour  que  l'équation  des  forces  vives  s'applique  au  mouvement  relatif  par 
rapport  aux  axes  mobiles,  il  faut  que  les  projections,  sur  la  direction  de  l'accélé- 
ration du  point  O',  de  la  vitesse  de  O'  et  de  la  vitesse  absolue  du  centre  de  gra- 
vité soient  égales. 

II.  La  condition  pour  que  la  force  vive  du  système  soit  égale  à  la  force  vive 
de  toute  la  masse  concentrée  à  l'origine  mobile,  augmentée  de  la  force  vive  due 
au  mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  mobiles,  est  que  la  vitesse  de  cette 
origine  soit  égale  à  la  projection,  sur  sa  direction,  de  la  vitesse  absolue  du  centre 
de  gravité  (Bonnet,  Mémoires  de  V Académie  de  Montpellier,  section  des 
Sciences,  t.  I,  p.  i43)* 

Corollaire  relatif  au  cas  où  le  système  est  un  corps  solide.  —  Si  à  un  in- 
stant quelconque  du  mouvement  d'un  solide,  on  décrit  un  cylindre  circulaire 
droit,  dont  la  génératrice  est  parallèle  à  l'axe  instantané  de  rotation  et  de  glis- 
sement et  dont  la  section  droite  a  pour  diamètre  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  de  gravité  sur  cet  axe,  tout  point  A  pris  sur  cette  surface  cylindrique 
jouit  de  la  propriété  énoncée  dans  le  théorème  de  Kœnig  :  la  force  vive  du  so- 
lide à  Tinstant  considéré  est  la  somme  de  la  force  vive  qu'aurait  la  masse  totale 
concentrée  en  A  et  de  la  force  vive  du  corps  dans  son  mouvement  autour 
de  A.  Il  n'y  a  pas  d'autres  points  du  solide  jouissant  de  cette  propriété  (Cauchy, 
Anciens  Exercices,  p.  loij;  1837;  Bonnet,  loc  cit.;  Gilbert,  Comptes  rendus, 
t.  CI,  p.  1054  et  ii4o). 

2.  Lorsqu'un  système  matériel  quelconque,  déformable  ou  non,  se  déplace,  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque  point  par  le  carré 
de  son  déplacement,  est  égale  au  produit  de  la  masse  totale  du  système  par  le 
carré  de  la  projection  du  déplacement  du  centre  de  gravité  sur  une  direction  ar- 
bitraire AB,  augmenté  de  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  masse 
de  chaque  point  par  le  carré  du  déplacement  qu'il  faut  lui  imprimer  pour  l'ame- 
ner dans  sa  position  finale,  après  lui  avoir  fait  subir  dans  la  direction  AB  une 
translation  égale  à  la  projection  du  déplacement  du  centre  de  gravité  sur  cette 
direction  (Fouret,  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XIV,  p.  142  )• 

3.  Quels  sont  les  points  A  d'un  solide  S  en  mouvement  qui  partagent  avec  le 
centre  de  gravité  la  propriété  suivante  :  Le  moment  de  la  quantité  de  mouve- 
ment du  corps  S  par  rapport  à  une  droite  fixe  O^,  à  un  instant  donné,  est  égal 
au  moment  de  la  quantité  de  mouvement  de  la  masse  totale  supposée  concentrée 
en  A,  augmenté  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  du  solide  par  rapport 
à  une  droite  kz'  parallèle  à  O2,  quand  on  considère  le  mouvement  relatif  par 
rapport  à  des  axes  de  directions  fixes  qui  se  coupent  en  A?  (Le  lieu  des  points  A 
est  un  hyperboloïde).  (De  Saint-Germain,  Comptes  rendus,  t.  CVII). 

4.  On  considère  le  système  formé  par  un  corps  solide  animé  d'un  mouvement 
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de  translation  rectiligne  et  uniforme  de  vitesse  v  et  par  un  point  matériel  de 
masse  m  d'abord  immobile.  On  suppose  que  ce  corps  heurte  le  point  m  et  l'en- 
traîne avec  lui  sans  changer  de  vitesse,  ce  qu'on  peut  réaliser  en  faisant  agir 
des  forces  extérieures;  démontrer  que  l'énergie  totale  du  sytème  augmente  de  mv-. 

(Marcel  Deprez.) 

5.  Soit  an  système  de  deux  points  matériels  libres  s'attirant  suivant  une  loi 
quelconque.  Le  théorème  des  aires  s'applique  à  la  projection  du  mouvement  sur 
Ton  des  trois  plans  coordonnés.  Si,  par  le  centre  de  gravité  du  système  et  la  tan- 
gente à  la  trajectoire  de  chacun  des  points  on  fait  passer  un  plan,  les  deux  plans 
ainsi  obtenus  se  coupent  suivant  une  droite  située  dans  le  plan  invariable  (c'est- 
à-dire  perpendiculaire  à  G<t',  n*"  336)  (Poinsot).  Jacobi  a  fait  de  cette  propriété 
une  application  au  problème  des  trois  corps  {Journal  de  Crelle,  t.  26,  p.  ii5). 

6.  Une  circonférence  matérielle  homogène  est  mobile  sans  frottement  sur  un 
plan  horizontal  autour  d'un  de  ses  points  O  qui  est  fixe.  Au  point  A  diamétrale- 
ment opposé  à  O  se  trouve  placé  un  insecte  m  qui  a  même  masse  que  la  circon- 
fércDce  et  que  l'on  convient  de  regarder  comme  un  point.  La  circonférence  et 
l'insecte  étant  supposés  immobiles,  à  l'instant  ^  =  o  ce  dernier  se  met  à  marcher 
le  long  de  la  circonférence  en  parcourant  des  arcs  égaux  dans  des  temps  égaux 
(arc  km  =  vt). 

Trouver  le  mouvement  du  système. 

(La  somme  des  moments  des  quantités  du  mouvement  des  points  du  système 
par  rapport  à  la  perpendiculaire  Oz  au  plan  de  la  figure  est  constamment  nulle, 
puisqu'elle  doit  rester  constante  et  qu'elle  est  nulle  au  début.  Le  moment  d'iner- 
tie de  la  circonférence  par  rapport  à  son  centre  est  m  U*  et,  par  rapport  à  O,  a  m  R». 
En  appelant  a  l'angle  dont  a  tourné  la  circonférence  à  l'instant  t,  ^  l'angle  dont 

a  tourné,  en  sens  contraire,  le  rayon  vecteur  de  l'insecte  et  posant  —^  =  (o,  on 
trouve 

—  arc  tan  g  ( — 

si '6  \s/-6 


a -4- 3  =  0)^,         p  = -^ arc tang  (-^  tango)/ j.  (Routii.) 


7.  Mouvement  d'une  chaîne  pesante  non  homogène  glissant  sans  frottement  sur 
one  courbe  fixe.  On  opérera  comme  dans  le  texte  (n**  3i7)  en  supposant  la  den- 
sité p=/(\),  \  désignant  la  distance  curviligne  d'un  point  de  la  chaîne  au  mi- 
lieu. Calculer  la  tension. 

(En  appelant  M  la  masse  totale,  on  trouve  Téquation 

u^,=- g f^  /aw ('>  +  >•) dx, 

où  ^  =  cp(«)  est   la  relation  entre  le  z  et  l'arc  s  d'un  point  de  la  courbe.  Si  la 
courbe  est  une  cycloïde,  le  mouvement  est  tautochrone.  ) 

8.  Mouvement  de  deux  points  libres  qui  s'attirent  proportionnellement  à  leurs 
distances. 

9.  Un  point  matériel  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  un  axe  O^;  un 
second  point  matériel  est  entièrement  libre.  Trouver  le  mouvenicnl  du  sy>tcnie 
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en  supposant  que  les  deux  points  s'attirent  proportionnellement  à  la  distance  et 
calculer  la  réaction  de  Taxe  Ox,  (II  suffit  d'écrire  les  équations  du  mouTement 
des  deux  points;  on  est  ramené  à  des  intégrations  faciles.) 

•  10.  Deux  points  matériels  M  et  M'  de  même  masse  m  mobiles  dans  un  plan 
horizontal  sont  reliés  l'un  à  l'autre  par  un  fil  inextensible  et  sans  masse  de  lon- 
gueur 2/.  Le  point  M  est  attiré  par  un  point  fixe  A  et  le  point  M'  par  un  point 
fixe  \'  proportionnellement  à  la  distance.  Trouver  le  mouvement  de  ce  système. 
On  prendra  pour  axe  des  x  la  droite  A' A  et  pour  origine  le  milieu  de  A' A;  on 
désignera   par  sa  la  distance  A' A,  par  ^,  t|  les  coordonnées  du  milieu  G  delà 

droite  MM',  par  6  Tangleque  fait  la  droite  GM  avec  Ox,  enfin  par  (i/nAM,  {i/nA'M' 
les  valeurs  absolues  des  attractions  issues  de  A  et  A'.  (  Licence,  Paris.) 

11.  Deux  points  matériels  M  et  M,  de  masses  m  et  m,  reliés  par  un  fil  inexten- 
sible et  sans  masse  de  longueur  /  sont  assujettis  à  glisser  sans  frottement  sur  un 
plan  horizontal  XOY.  Ces  points  sont  sollicités  par  des  forces  F  et  F,  dirigées 
vers  OY  perpendiculairement  à  cet  axe,  proportionnelles  aux  masses  des  points 
et  à  leurs  distances  à  cet  axe.  Trouver  le  mouvement  du  système. 

En  désignant  par  x  et  jr,  les  abscisses  des  deux  points,  on  appellera  —  k*mx 
et  — k^m^x^  les  projections  des  forces  F  et  F^  sur  l'axe  OX.  On  désignera  par  \ 
et  r^  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  du  système  et  par  6  l'angle  de  M, M 
avec  OX.  (Licence,  Paris.) 

12.  Deux  points  matériels  de  même  masse  glissent  sans  frottement  l'un  sur 
Taxe  O^,  l'autre  sur  l'axe  perpendiculaire  Oy.  Ces  points  s'attirent  en  raison 
inverse  du  carré  de  leur  distance.  Trouver  leur  mouvement;  trouver  en  particu- 
lier la  courbe  décrite  par  le  centre  de  gravité  des  deux  points.  (Conique  de 
foyer  O  décrite  suivant  la  loi  des  aires).  (Licence,  Paris.) 

13.  Deux  points  de  même  masse  reliés  par  un  fil  inextensible  et  sans  masse 
glissent  sans  frottement  l'un  sur  axe  horizontal  Ox^  l'autre  sur  un  axe  verti- 
cal Oy.  Mouvement  du  système.  (Dorna,  Mémoires  de  l'Académie  de  Turin, 
t.  XXXL) 

14.  Mouvement  de  trois  points  assujettis  à  décrire  une  même  droite  fixe  et  à 
s'attirer  proportionnellement  aux  masses  et  en  raison  inverse  du  cube  des  dis- 
tances. (Jacobi,  Gesammelte  Werke,  t.  IV,  p.  533-539.) 

15.  Môinc  problème,  quand  on  suppose  en  outre  chaque  point  attiré  par  un 
centre  fixe  proportionnellement  à  la  distance. 

(M.  Mestschersky  a  montré  que  ce  problème  se  ramène  au  précédent  par  un 
changement  de  variables  effectué  sur  le  temps  et  les  coordonnées.  Voyez  Bulle- 
tin des  Sciences  mathématiques,  189^1,  Mélanges.) 
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CHAPITRE  XIX. 

DYNAMIQUE  DU  CORPS  SOLIDE.  -   MOUVEMENTS 

PARALLÈLES  A  UN  PLAN. 


I.  -  MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE  AUTOUR 

D'UN  AXE   FIXE. 

359.  Équation  du  mouvement.  —  Un  corps  solide,  mobile  au- 
loord'un  axe  fixe,  constitue  un  système  à  liaisons  complètes,  car 
sa  position  dépend  d'un  seul  paramètre,  Tangle  dont  le  corps  a 
louniéà  partir  d'une  position  déterminée. 

Si  nous  supposons  que  les  liaisons  sont  réalisées  sans  frotte- 
ments, l'équation  unique  qui  détermine  le  mouvement  du  corps 
sera  fournie  par  le  théorème  des  forces  vives,  car  les  travaux  des 
forces  de  liaison  sont  alors  nulles.  Le  corps  est  supposé  sollicité 
par  des  forces  données  F^,  Fa,  ...,  F„;  nous  appellerons  X,  Y,  Z 
les  projections  d'une  quelconque  de  ces  forces  sur  les  axes. 

Prenons  l'axe  de  rolation  pour  axe  des  z,  et  soit  w  la  vitesse  an- 
gulaire à  l'instant  t,  la  force  vive  du  système  est 

^  force  vive  du  corps  est  donc  égale  au  carré  de  la  vitesse 
angulaire,  multiplié  par  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
l'dxe  de  rotation, 
Le  théorème  des  forces  vives  s'exprime  alors  par  l'équation 


^f  X  «  (o« 


2 


=  V  {\dx-\-\dy-{-Z  dz  ), 


OU  centrent  que  les  forces  données.  Si  nous  désignons  par  r,  8,  z 

les  coordonnées  semi-polaires  d'un  point  x,  y^  z  du  corps  solide, 
CD  a 

a?=rcosO,        /  =  rsinO: 
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quand  le  corps  tourne  9  seul  varîe  et  l'on  a 


d^ 


(I)  = 


dx 

dy 

dz 


dr 

—  rsin  6c?6  = 
rcos6c?6  = 


ytùdty 
xtadty 


Téquation  des  forces  vives  devient  alors 


dMk*M^ 


qu'on    peut  écrire,  en    effectuant  la  différentiation    du  premier 
membre, 


M 


*'è=2;(-^-^^)- 


On  peut  obtenir  celte  équation  d'une  autre  façon,  en  partant  du 
théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement.  Appliquons 
ce  théorème  par  rapport  à  O^  :  les  moments  des  réactions  de 
l'axe  sont  nuls  et  il  nous  vient 


mais 


En  substituant,  on  retrouve  bien  l'équation  donnée  par  le  théo 
rème  des  forces  vives. 


CHAPITRE    XIX.    —    DYNAMIQUE    DU    CORPS    SOLIDE.  I29 

360.  Réactions  de  Taxe.  —  Pour  pouvoir  calculer  ces  réac- 
lions,  nous  supposerons  que  rimmobilité  de  Taxe  de  rotation  a 
été  obtenue  en  fixant  deux  de  ses  points  O  et  O''. 

Soient  (^(X',  Y',Z')  et  Q''(X%Y",Z'0  les  réactions  de  Taxe  en 
ces  deux  points  (^Jig*  201).  Nous  pourrons  considérer  le  corps 
comme  libre  en  ajoutant  aux  forces  données  ces  forces  Q'  et  Q''^ 
appliquant  alors  au  système  le  théorème  des  quantités  de  mouve- 
ment projetées,  nous  aurons  les  trois  équations  suivantes 

En  appliquant  ensuite  le  théorème  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  par  rapport  aux  Qx  et  Oy,  et  appelant  h  \q  z 
lin  point  O",  il  nous  viendra  les  deux  équations 

i:»(»s?-'È)-2"''-'^>-'-"-- 

Ces  deux  dernières  équations  déterminent  X"  et  Y"  :  les  deux 
premières  du  groupe  précédent  donnent  X',  Y',  et  la  troisième 
la  somme  Z'-hZ''.  Il  se  présente  ici  la  même  particularité  que 
dans  le  cas  de  Féquilibre,  particularité  que  nous  avons  étudiée  en 
Statique  :  en  supposant  le  corps  absolument  rigide,  on  connaît 
seulement  Z'-f-  Z";  on  ne  pourrait  déterminer  entièrement  TJ  et  1! 
qu'en  tenant  compte  des  déformations  élastiques  du  solide 
(n«122). 

Nous  développerons  les  équations  précédentes  en  remplaçant 
les  dérivées  secondes  des  coordonnées  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  ci>.  Nous  avons  déjà  obtenu 


dx  dy  dz 


II. 
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nous  en  déduisons 


et  nos  formules  deviennent 

(I)  /  O-Z'-t-Z'-f-^Z, 

w'^'wj'^—  -^  ^mxz^^{yZ-^z\)  —  h\'', 
—  w*  7  /nar-s  —  -%—   y  myz  —  yf^z\  —  arZ)  -   hX", 

Les  sommes  qui  entrent  dans  les  formules  précédentes  varient 
avec  le  temps;  ^mx,  par  exemple,  a  pour  valeur  M Ç,  Ç  étant 
Tabscisse  du  centre  de  gravité.  Pour  calculer  les  autres  sommes, 
on  imagine  un  système  d'axes  {Ojx'^y,  z')  entraîné  avec  le  corps 
solide,  Oz'  coïncidant  avec  Os  etxOo:'  étant  égal  à  <p.  On  a  pour 
formules  de  transformation 

X  =^  x'  coscp  — y  siinp, 
j^  =  a?' sin  ?p -f- ^' cos  <p, 


z  =  z' , 


d'où  Ton  déduit 


1  myz  =  sin^  Y.mx' z' -\-  coso'Zmy  z  , 
£  mxz  =  cosçSmar'z'—  sino  'Lmy'z'; 

et  les  sommes  qui  entrent  dans  les  seconds  membres  de  ces  der- 
nières équations  sont  indépendantes  du  temps. 

Cas  particulier,  —  Les  formules  se  simplifient  quand  Taxe 
de  rotation  est  axe  principal  d'inertie  par  rapport  au  centre  de 
gravité.  On  a,  en  effet,  dans  ce  cas 

SmiF  =  o,        I,my  —  Of        Zmxz  •=  o,        I>myz  =  o. 
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Les  équations  qui  donnent  les  réactions  deviennent  alors 

X'--X'-t-2X  =  o,        Y'-t-Y"-4-SY  =  o,        Z'-+- Z^-f- 2Z  =  o, 
S(7Z- ^Y)  — AY'  =  o,        2(zX  — xZ)-f-AX'  =  o, 


équations  de  même  forme  que  les  cinq  premières  conditions 
d'équilibre  (n**  122).  La  dernière  condition  d'équilibre  n'est  pas 
remplie,  carN  =  2(:z:Y  —  yX)  n'est  pas  nul  :  cette  quantité  est 

égale  à  MA-*  ^. 

Pour  interpréter  géométriquement  ce  résultat  {fig.  202),  fai- 
sons la  réduction  à  l'origine  des  forces  extérieures  F(X,  Y,  Z) 
qui  agissent  sur  le  corps,  nous  aurons  une  résultante  générale 
R(rX,SY,  SZ)  et  un  couple  d'axe  OH;  décomposons  ce  couple 
en  deux  dont  l'un  a  un  axe  ON  dirigé  suivant  O^,  et  l'autre  un 
axe  OK  perpendiculaire  à  0-3.  Si  l'on  supprimait  le  couple  ON, 
en  soumettant  le  corps  seulement  à  la  résultante  générale  R  et  au 
couple  d'axe  K,  le  corps  supposé  immobile  serait  en  équilibre,  et 
les  réactions  de  l'axe  auraient  certaines  valeurs  Q'etQ*^.  Si  main- 
tenant on  lance  le  corps  avec  une  vitesse  angulaire  initiale  quel- 
conque et  si  l'on  fait  agir  le  couple  N,  le  corps  se  meut,  mais  les 
réactions  de  l'axe  restent  ce  qu'elles  étaient  dans  l'équilibre. 

361 .  Axes  permanents  et  axes  spontanés  de  rotation.  —  Re- 
venons maintenant  au  cas  où  l'axe  de  rotation  est  quelconque  et 
supposons  d'abord  que  les  forces  données  admettent  une  résul- 
tante unique  passant  parle  point O.  On  aura  alors 

S(^Z  —  «Y)  =  £(«X  -  a?Z)  =  2(jr:Y— ^X)  =  o. 
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Les  équations  deviennent 

—  (ùi'Lmx  =2X-t-X'-t-X', 

(-1)  {  o  =  2:z-f-Z'-HZ', 

(o  étant  la  vitesse  angulaire  de  rotation  qui,  dans  ce  cas,  est  con- 
stante,  car  -^  =  o. 

Cherchons  s'il  peut  arriver  dans  ces  conditions  que  la  réaction 
de  (y  soit  nulle;  il  faudrait  pour  cela  que  l'on  eût 

X'  =  0,        Y'  =  o,        Z"  =  o, 

c'est-à-dire 

S  myz  =  o,         I,mxz  =  o, 

ou  enfin  que  Taxe  de  rotation  fût  axe  principal  d'inertie  par  rap- 
port au  point  O. 

Supposons  ces  conditions  réalisées  :  la  réaction  du  point  O'^ 
est  nulle.  Ce  point  n'exerçant  aucune  action  sur  le  corps  solide, 
on  peut  le  supprimer,  c'est-à-dire  rendre  ce  solide  libre  en  C  sans 
rien  changer  à  la  nature  du  mouvement.  On  peut  donc  énoncer 
le  théorème  suivant  : 

I.  Si  un  corps  solide,  mobile  autour  d^un  point  fixe  y  est 
soumis  à  des  forces  extérieures  admettant  une  résultante  qui 
passe  par  ce  point,  et  si  ce  corps  commence  à  tourner  autour 
d^un  axe  principal  dUnertie  pour  le  point  fixe,  il  continuera 
indéfiniment  à  tourner  autour  de  cet  axe. 

C'est  en  raison  de  celle  propriété  que  les  axes  principaux 
d'inertie  sont  parfois  appelés  axes  permanents  de  rotation. 

Supposons  maintenant  qu'il  n'y  ait  aucune  force  donnée  appli- 
quée au  corps.  Dans  les  équations  ci-dessus  (2) 

2X  =  2:Y=2Z  =  o. 
Peut-il  arriver  alors  que  la  réaction  du  point  O  soit  nulle  en  même 
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temps  que  celle  de  O''?  Il  faut,  pour  cela,  joindre  aux  conditions 
précédentes  les  équations 

Taxe  de  rotation  est  alors  un  axe  principal  de  Tellipsoïde  central. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  le  résultat  suivant  : 

II.  Si  un  corps  solide  entièren\ent  libre,  qui  nest  sollicite 
par  aucune  force  extérieure,  commence  à  tourner  autour  (V  un 
axe  principal  de  C ellipsoïde  central  d^ inertie,  il  continuera 
à  tourner  autour  de  cet  axe  d^un  mouvement  uniforme. 

Cette  propriété  a  fait  donner  aux  axes  de  Tellipsoïde  central  le 
nom  à'axes  spontanés  de  rotation. 

Remarque.  —  Les  résultats  qui  précèdent  peuvent  être  généralisés 
oomme  il  suit  : 

i**  Supposons  que  les  forces  données  se  réduisent  à  une  résultante  pas- 
sant par  O  et  à  un  couple  dont  Taxe  est  dirigé  suivant  O^.  Alors  u)  n'est 
plus  constant  et  il  faut  pour  déterminer  les  réactions  se  reporter  aux  équa- 
tions (i)  où  Ton  ferait 

On  trouvera  encore  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  la  réaction  de  O'soit  nulle  sont 

Smarz  — o,         I^rnyz  =o. 
En  effet,  ces  conditions  sont  d'abord 


(I)'  >  myz  —  -j-    >  ma?5  =  Oj 


dtù 
di 

dio 


—  ti}^2^mxz  —  ^-  2^myz  =  o, 


équations  linéaires  et  homogènes  en  I,myz^  I,mxz  dont  le  déterminant 

/dtû\* 
«*  -+- 1  -j-  j    est  différent  de  zéro,  du  moment  que  le  corps  est  en  mouve- 
ment. On  en  tire  donc  pour  Zmyz  et  I.mxz  des  valeurs  nulles. 

a*  De  même,  si  Ton  suppose  que  les  forces  données  appliquées  au  corps  se 
réduisent  uniquement  à  un  couple  d'axe  parallèle  à  O^,  il  faut  et  il  suffit, 
pour  que  les  réactions  des  points  O  et  O'  soient  nulles  toutes  deux,  que 
l'axe  0^  soit  un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité. 
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36S.  Pendule  composé.  —  Le  pendule  composé  est  constitaé 
par  un  corps  solide  pesant  pouvant  tourner  librement  autour  d^nn 
axe  horizontal. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  z  Xaxe  de  suspension  autour 
duquel  peut  tourner  le  corps,  et  pour  plan  des  xy  le  plan  verti- 
cal qui  contient  le  cercle  décrit  par  le  centre  de  gravité  G,  Taxe 
desx  étant  la  verticale  dirigée  vers  le  bas. 


Soit,  àTépoque  /,  ^  l'angle  que  fait  la  droite  OG  avec  la  verti- 
cale Oj:,  la  vitesse  angulaire  à  cet  instant  est 


0)  =    -ï- 


di' 


et  Téquation  du  mouvement 


'^'^'S=i;(^^--^^^- 


le  second  membre,  somme  des  moments  des  poids  par  rapport  à 
Os,  est  le  moment  —  Mg'/sinO  du  poids  total  appliqué  au  centre 
de  gravité  dont  Tordonnée  est  j^  =  /sin9. 


rfô 


En  remplaçant  w  par  -j-  nous  avons  donc  Péquation 


-7-r    =  —   Tï   Sin0. 


Comparons  cette  équation  à  celle  du  mouvement  d'un  pendule 
simple  de  longueur  /',  savoir 


d^ 
dt^ 


—  |sinÔ 


Nous  voyons  que  le  mouvement  du  pendule  composé  est  le 
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même  que  celui  d^un  pendule  simple,  dont  la  longueur  serait 

Ce  pendule  simple  est  appelé  le  pendule  synchrone  du  pendule 
composé. 

Si,  sur  la  droite  OG,  on  porte  une  longueur  00'  — ^  /',  le  point  O' 
du  corps  solide  oscille  comme  s'il  était  détaché  du  corps  et  relié 
au  point  O  par  un  fil  sans  masse.  Désignons  par  p  le  rayon  de 
gyration  du  corps  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  O2  et  passant 
par  le  centre  de  gravité,  nous  aurons  (317) 

ou,  en  tirant  k^  et  portant  dans  la  valeur  de  /', 

de  là  résulte  que  00'  est  toujours  plus  grand  que  OG  et  que  les 
distances  OG,  O'G  qui  ont  respectivement  pour  valeurs  /  et  ~ 
sont  liées  par  la  relation 

OGxO'G--p»; 

Taxe  mené  par  O'  parallèlement  à  Taxe  de  suspension  a  reçu  de 
Huygens  le  nom  à^cLxe  d^ oscillation.  Tous  les  points  de  cet  axe 
oscillent  comme  s'ils  étaient  détachés  du  corps  et  reliés  par  des 
fils  sans  masse  à  Taxe  de  suspension.  La  formule  précédente 
montre  que  Taxe  d'oscillation  et  Taxe  de  suspension  sont  récipro- 
ques. De  sorte  que,  si  Ton  suspendait  le  corps  par  Taxe  d'oscilla- 
tion,  l'ancien  axe  de  suspension  deviendrait  le  nouvel  axe  d'oscil- 
lation. 

Théorème  nE  Huygens.  —  Si,  dans  un  plan  passant  par  le 
centre  de  gravité,  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  on  a  deux 
a^es  parallèles,  inégalement  distants  du  centre  de  gravité  y  et 
pour  lesquels  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone  est  la- 
même,  cette  longueur  est  précisément  égale  à  la  distance  des 
deux  axes. 
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Si,  en  effet,  /  et  /,  sont  les  distances  du  centre  de  gravité  aux 
deux  axes  supposés  O  et  0«  et  /'  la  longueur  commune  du  pendule 
synchrone,  on  a 

l'  =  l^^l        et         /'=./,  H- e^; 
i  II 

la  comparaison  de  ces  équations  donne 

d'où,  en  supprimant  la  solution  l^^  l^^ 

la  distance  des  deux  axes  l  -\-  l^  est  donc  bien  égale  à  la  longueur 

/-H  Y  du  pendule  synchrone;  l'un  des  axes  étant  pris  pour  axe 

de  suspension,  l'autre  est  l'axe  d'oscillation. 

C'est  sur  ce  principe  qu'est  fondé  le  pendule  réversible  de 
Rater  employé  en  Géodésie.  Ce  pendule  est  un  solide  de  révo- 
lution, formé  de  deux  cylindres  aplatis  reliés  par  une  tige  creuse  : 
perpendiculairement  à  cette  tige,  et  symétriquement  par  rapport 
aux  cylindres,  sont  fixés  deux  couteaux  d'agate,  autour  desquels 
le  système  doit  alternativement  osciller.  L'un  des  cylindres  est 
vide,  l'autre  est  rempli  de  plomb,  de  sorte  que  le  centre  de  gravité 
est  situe  plus  près  de  l'un  des  couteaux  que  de  l'autre  :  d'après  le 
théorème  d'Huygens,  on  peut  régler  les  masses  de  manière  que  la 
durée  d'oscillation  soit  la  même  autour  des  deux  axes,  et  cette 
durée  commune  est  celle  d'un  pendule  simple  ayant  pour  lon- 
gueur la  distance  des  arêtes  des  couteaux.  Théoriquement,  le  ré- 
sultat ainsi  obtenu  est  indépendant  de  la  distribution  des  masses 
qui  composent  le  pendule  ;  en  outre  (et  c'est  ce  qui  fait  l'intérêt 
du  pendule  à  réversion),  il  est  également  indépendant  de  la  masse 
d'air  entraînée  dans  le  mouvement  d'oscillation,  si  la  forme  exté- 
rieure du  pendule  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  couteaux; 
ce  résultat  importantes!  dû  à  Bessel. 

363.    Etude  de  la  variation  de  la  longueur  du  pendule  simple 
synchrone  quand  on  déplace  Taxe  de  suspension  dans  un  corps 

donné.  —  La  formule  /'  ^=  /-f-  ^  permet  tout  d'abord  d'étudier 
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les  varialioDs  de  la  longueur  du  pendule  synchrone  quand  Taxe 
de  suspension  se  déplace  dans  le  corps  parallèlement  à  lui-même  ; 
Texpression  même  de  cette  longueur  montre  que  /'  a  un  minimum 

lorsque  les  deux  termes  /  et  ^  sont  égaux,  c'est-à-dire   lorsque 

Taxe  de  suspension  est  à  une  distance  du  centre  de  gravité  égale 
au  rayon  de  gyration  p,  et  cette  valeur  minimum  est  égale  à  2p. 
Si  l'on  se  donne  la  longueur  /'  supposée  plus  grande  que  20,  il 
existe  deux  valeurs  correspondantes  de  /  :  les  axes  de  suspension 
parallèles  à  la  direction  considérée,  pour  lesquels  le  pendule 
simple  synchrone  a  la  même  longueur  /',  engendrent  donc  deux 
cylindres  de  révolution  dont  Taxe  commun  passe  par  le  centre  de 
gravité. 

Prenons  maintenant  des  axes  de  suspension  quelconques.  Pour 
voir  comment  varie  la  longueur  /'  du  pendule  simple  synchrone, 
rapportons  le  corps  aux  axes  de  l'ellipsoïde  central  d'inertie  : 
l'équation  de  cet  ellipsoïde  est 

AX*-f-BY*-^-CZ«  -t  1. 

Désignons  par  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  de  Taxe  de  sus- 
pension A  et  par  /  sa  distance  au  centre  de  gravité,  c'est-à-dire  à 
l'origine  choisie.  Le  moment  d'inertie  Mp^  du  système  par  rap- 
port à  la  parallèle  A'  à  l'axe  de  suspension  menée  par  le  centrer  de 
gravité  est  (318) 

On  a  donc  pour  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone 

„      ,      Aa«-4-B3*-+-CY2 
^=^-^ ÂÏ7 -' 

A  l'aide  de  cette  formule,  on  peut  étudier  le  complexe  formr 
par  les  axes  pour  lesquels  le  pendule  simple  synchrone  a  une 
longueur  donnée  [Voir,  aux  Exercices,  des  indications  sur  un 
Mémoire  de  M.  Bôklen  (C relie,  t.  93)]. 

364.  Machine  d'Atwood.  —  Un  treuil  homogène  mobile  autour  d'un 
axe  horizontal  porte,  enroulé  en  sens  inverse  sur  chacune  de  ses  deux 
roaes,  un  fil  flexible  et  sans  masse.  Ces  fils  supportent  dcu\  masses  pe- 
santes m  et  m'  {fig»io^)\  nous  nous  proposons  d'étudier  le  mouvement 
de  cet  ensemble. 
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Les  forces  données  sont  les  poids  mg^  m'g,  M^  des  masses  suspendues 
et  du  treuil;  les  forces  de  liaisons  sont  les  tensions  T  et  — T  du  fil  A  m, 
et  les  tensions  T',  — T'  du  fil  k.'m'\  il  y  a  de  plus  les  réactions  de  Taxe. 
Comptons  les  rotations  positivement  de  Taxe  Ox  vertical,  dirigé  vers  le 
bas,  vers  Taxe  Oy,  et' désignons  par  a>  la  vitesse  angulaire,  x  la  distance 
A  m,  x'  la  distance  A' m',  R  et  R'Ies  deux  rayons  OA  et  OA'. 

Ce  système  est  à  liaisons  complètes,  car  sa  position  dépend  uniquement 
de  Tangle  dont  tourne  le  treuil;  de  plus,  on  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de 
frottements.  Nous  obtiendrons  donc  l'équation  du  mouvement  en  appli- 
quant le  théorème  des  forces  vives  sous  la  forme  (346). 

Fig.  204. 


La  force  vive  du  système  se  compose  de  c^lle  du  treuil  MAr'co*,  et  de 

j  •  D'autre  part,  les  tra- 
vaux des  poids  des  deux  points  m  et  m'  sont  mgdx  et  m' gdx'  \  le  travail 
du  poids  du  treuil  est  nui,  car  le  centre  de  gravité  du  treuil  est  immobile. 
Les  travaux  des  forces  de  liaison  ont  une  somme  nulle.  On  a  donc 


/  dx  \  '  /  dx' 

celles  des  points  m  et  m' ,  m  (  —  j     et  m'  1  -j- 


a- 


û?  ~  I  M X'  a>-  -+-  m  (  -7-  j    -\-  m!  (  —r-  j       =  mgdx  -h  m' gdx'. 


Les  poids  m  et  m!  ont  d'ailleurs  mômes  vitesses  respectives  que  les  points 
du  treuil  qui  sont  en  A  et  A';  donc 


dx 


=  Rto, 


dx^ 
dt 


=  -R'a>. 


En  substituant,  on  a  l'équation  de  mouvement. 

Nous  obtiendrons  aussi  cette  équation  en  appliquant  le  théorème  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  l'axe  du  treuil.  La 
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somme  des  moments  des  forces  se  réduira  à  la  somme  des  moments 

mgK  —  m'g^R' 

des  poids  mg\n^ g\  les  moments  des  autres  forces  disparaissent  d'eux- 
mêmes. 

D'autre  part,  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  du 
treuil  est  MK<a>,  celle  relative  aux  points  m,  m!  est 

dx         ,^,  dx' 
nous  avons  donc  Téquation 

dx       dx' 
qui  donne,  en  remplaçant  -1-  et  -,  -  par  Rw  et  --  R'a>, 

^  (MA:î-f-  m R»-+-  /n'R2)  =  mg^  —  mVR' ; 
at 

d'où,  pour  —r-  9  la  valeur  constante 

dbi  m  R  —  m' R' 


dt       ^MA»-+-mR«-r- w'R'»* 

Les  accélérations  R  — ^  >    —  R'  — r    des  points  m,   m'  sont    donc  con- 

dt  dt  "^ 

siantes,  et  les  mouvements  de  ces  points  sont  uniformément  variés.  On 

voit  d'ailleurs  immédiatement  que  leurs  accélérations  sont  moindres  que  g. 

Pour  calculer  la  tension  T  du  fil  A  m,  nous  écrirons  l'équation  du  mou- 

Tement  de  m 

qui  donne 

on  aurait  de  même 

Cherchons  enfin  les  réactions  de  l'axe  du  treuil.  On  peut  admettre  que,  à 
cause  de  la  symétrie,  les  réactions  de  l'axe  se  réduisent  à  une  force  unique  Q 
appliquée  en  G  et  normale  à  l'axe.  Appliquons  au  treuil  le  théorème  du 
monvement  du  centre  de  gravité.  Gomme  ce  point  reste  immobile,  il  faut 
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que  les  forces  extérieures  au  treuil,  appliquées  au  treuil,  Q,  M^,  T,  T', 
transportées  au  point  O,  se  fassent  équilibre;  il  en  résulte  que  la  réaction 
des  appuis  sur  l'axe  est  verticale,  dirigée  vers  le  haut  et  a  pour  valeur 

Q  =  M^-i-T-r-T', 
c'est-à-dire 

^      /w  ,x  (mR  —  m'R'y 

cette  réaction,  toujours  moindre  que  la  somme  des  trois  poids,  ne  lui 
serait  égale  que  si  l'on  avait 

/w  R  =  /w  R  , 

auquel  cas  le  mouvement  serait  uniforme,  puisqu  on  aurait  -j-  —  o. 

Nous  remarquerons  qu'ici  le  treuil  tourne  autour  d'un  axe  principal 
d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité;  il  en  résulte,  comme  nous  l'avons  vu, 
que  la  réaction  des  appuis  est,  donnée  par  les  formule^  que  l'on  obtient  en 
négligeant  le  couple  dont  Taxe  est  parallèle  à  l'axe  de  rotation,  ce  qui 
donnerait  immédiatement  la  valeur  de  Q. 


n.  -   MOUVEIŒNT  D'UN   SOLIDE  PARATJ.ÈT.KMF.NT 

A  UN  PLAN  FIXE. 

365.  Généralités.  —  Dans  les  exemples  précédents  entrent  des 
solides  dont  les  points  sont  assujettis  à  se  déplacer  parallèlement 
à  un  plan  fixe.  Supposons,  d'une  manière  générale,  un  solide 
assujetti  à  se  déplacer  de  celte  façon  :  par  exemple,  un  cylindre 
reposant  par  sa  base  sur  un  plan  fixe;  chaque  point  du  corps  dé- 
crit alors  une  trajectoire  située  dans  un  plan  fixe  parallèle  au  plan 
fixe  donné.  En  particulier,  si,  par  le  centre  de  gravité,  dans  sa 
position  initiale,  on  mène  un  plan  xOy  parallèle  au  plan  fixe,  le 
centre  de  gravité  restera  dans  ce  plan  :  il  en  sera  de  même  de  tous 
les  points  du  corps  qui,  à  l'instant  initial,  se  trouvaient  dans  ce 
plan.  Représentons  la  section  S  du  corps  par  le  plan  xOy;  pour 
déterminer  la  position  du  corps,  il  suffit  évidemment  de  connaître 
U  position  de  cette  section  S,  c'est-à-dire  les  coordonnées  ç  et  y; 
du  centre  de  gravité  G  {Jig'  2o5)  par  rapport  aux  axes  fixes  Ox 
^i  O^,  et  Tangle  6  que  fait  un  rayon  G  m  invariablement  lié  au 
corps  avec  Taxe  Ox, 

Le  corps  solide  étant  supposé  sollicité  par  des  forces  extérieures 
vfaHftI  nous  appellerons  X|,  Y|  ;  Xo,  Y2y  ...  les  projections  sur  les 
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axes  Ox  et  Oy,  le  ihéorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
donne  d'abord  les  deux  équations 


CJ) 


^S=^^' 


Jes  sommes  2  étant  étendues  à  toutes  les  forces  extérieures. 


Kig.  2o5. 


a> 


Par  le  centre  de  gravité  G  menons  des  axes  Gx'  et  Gy'  paral- 
lèles aux  axes  fixes,  et  appelons  x\  y  les  coordonnées  d'un  point 
du  corps  par  rapport  à  ces  axes,  MA'^  le  moment  d'inertie  du 
corps  par  rapport  à  un  axe  G:^  perpendiculaire  au  plan  x'Gy', 
Le  mouvement  relatif  du  corps  par  rapport  aux  axes  Gx'y'z'  est 

une  rotation  de  vitesse  angulaire  -j-  autour  de  Gz'.  Comme  le 

théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  s'applique 
au  mouvement  autour  de  G,  on  a  l'équation 


(4) 


Mk^^  =  i:{x'\-yX), 


que  Ton  obtiendrait  aussi,  comme  dans  le  n*'  359,  en  appliquant 
Je  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  relatif  autour  du 
centre  de  gravité. 

Telles  sont  les  trois  équations  qui  déterminent  Ç,  y|,  Ô  en  fonc- 
tions de  i.  Parmi  les  combinaisons  de  ces  équations,  pouvant  rem- 
placer l'une  ou  l'autre  d'entre  elles,  mentionnons  : 

1°  L'équation  obtenue  en  appliquant  le  théorème  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  l'axe  fixe  Oz  perpen- 
diculaire au  plan  xOy.  D'après  un  théorème  que  nous  avons  dé- 
montré, la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  des 
différents  points  du  corps  par  rapport  à  O^  est  égale  au  moment 
de  la  quantité  de  mouvement  de  la  masse  totale  supposée  con- 
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centrée  au  centre  de  gravité   Mu;^  — l^)»   plus   la   somme 

Mk^  -j-  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à 

Taxe  Gz'j  cette  dernière  somme  étant  calculée  dans  le  mouvement 
relatif  autour  de  G.  On  a  donc  Téquation 

2°  L'équation  obtenue  en  appliquant  au  mouvement  absolu  le 
théorème  des  forces  vives.  D'après  le  théorème  de  Kœnig  (n®  350), 
la  force  vive  totale  est  égale  à 

on  a  donc  Téquation 

car  dz  est  nul  pour  tous  les  points. 

Remarque.  —  11  peut  exister  d'autres  liaisons,  outre  celles 
qui  assujettissent  le  corps  à  se  déplacer  parallèlement  au  plan 
(ixe  xOy  :  les  forces  provenant  de  ces  liaisons  figurent  alors  dans 
les  seconds  membres  de  certaines  des  équations  précédentes,  et  il 
faudra  les  éliminer.  Cependant,  si  les  liaisons  sont  indépendantes 
du  temps  et  réalisées  sans  frottement,  les  forces  de  liaison  ne 
figurent  pas  dans  l'équation  des  forces  vives  (5). 

Si  Ton  a  plusieurs  corps  solides  mobiles  parallèlement  à  un  plan 
fixe,  on  pourra  appliquer  à  chacun  d'eux  les  équations  précé- 
dentes et  éliminer  ensuite  les  réactions  mutuelles  des  corps,  ou 
appliquer  les  théorèmes  généraux  à  l'ensemble  de  ces  corps.  On 
verra  dans  les  exemples  suivants  comment  on  peut  résoudre  ces 
sortes  de  questions. 

366.  Exemple  I.  —  Une  barre  matérielle  de  longueur  2/  (yî^.  206)  et 
de  masse  M  est  assujettie  à  glisser  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  : 
les  éléments  de  la  barre  sont  attirés  par  un  axe  fixe  Ox  proportionnelle- 
ment aux  masses  et  aux  distances. 

Soient  {,  tj  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  barre  AB,  y  ror- 
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donnée  mp  d'un  élément  de  masse  m;  la  force  F  agissant  sur  cet  élément 
est  dirigée  suivant  mp  et  proportionnelle  à  cette  distance  et  à  m;  donc 

X  =  o,         X^^pmy,         2Y=-/»2mj^=-M/»r,. 

m 

Fig.  206. 


Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  donnent  donc 


5  =  a/-f-6, 


-dï^  =  ^' 


r^  =  Asin(/^H-  a), 


et,  en  éliminant  t^  on  a  pour  la  trajectoire  du  point  G  une  équation  de  la 

forme 

t,  =  Asin(Xt-+-  fji), 

^  et  (Jt  désignant  des  constantes  :  cette  courbe  a  la  forme  d'une  sinusoïde. 

Soient  Gar',  Gy'  des  axes  parallèles  aux  axes  fixes  menés  par  G  :  6  l'angle 
BG  j/,  et  r  le  rayon  GM  compté  positivement  de  G  vers  B,  négativement 
de  G  vers  A. 

On  a,  en  appelant  x'y  y  les  nouvelles  coordonnées  du  point  m. 

Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  applique  au  mouvement  relatif 
autour  du  centre  de  gravité  donne 


OÙ  Mk*  est  le  moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport  au  point  G.  En 
séparant  la  dernière  somme  en  deux  parties,  on  voit  que  la  première 
^mx^7l  =  r^Zmx'  est  nulle,  car  l'origine  mobile  est  le  centre  de  gravité; 
la  deuxième  devient,  en  passant  aux  coordonnées  polaires, 

ar'  =  rcos6,        ^'  =  rsin6, 
£  mx'y  —  £ mr'^  sin  6  cos  6  =  MA:»  sin  6  cos  6. 


l44  DEUXIEME    PARTIE.   —    DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES. 

Donc  l'équation  est,  après  division  par  MA:>, 


(6) 


df^ 


= — /*  sin6  cos9. 


L'intégration  et  la  discussion  de  cette  équation  sont  analogues  à  celles 

de  l'équation  du  pendule  simple,  comme  on   le  verrait  en  faisant  a6  =  cp. 

En  multipliant  les  deux  membres  de   l'équation  du   mouvement    par 

2  3-  et  intégrant,  on  a 
at 

u>  désignant  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire  pour  0  =  o.  Il  y  aura  oscilla- 
tion de  part  et  d'autre  de  Gar'  ou  mouvement  révolutif,  suivant  que  co*  est 
plus  petit  ou  plus  grand  que/'.  Pour  a)'=/*,  on  a 


'dit 


=  /cose,  //=  logtang  (  -  H-  ^  j 


en  comptant  t  à  partir  de  l'instant  où  6  est  nul.  Alors  la  barre  tend  à  se 
placer  perpendiculairement  à  la  direction  Oo:,  mais  elle  n'arrive  jamais  à 


7C 


cette  position,  car,  quand  6  tend  vers  ->  /  augmente  indéfiniment. 


7. 


Les  oscillations  définies  par  l'équation  (6)  sont  appelées  quadrantales 
par  Tait  et  Thomson  {Natural Philosophy,  §  322). 

367.  Exemple  II.  —  Mouvement  d'un  cercle  homogène  pesant,  assu- 
jetti à  rester  dans  un  plan  vertical  et  à  rouler  sans  glissement  sur  une 
droite  de  ce  plan.  —  Prenons  pour  a\e  la  droite  donnée  Ox  et  sa  per- 
pendiculaire Oy  dirigée  vers  le  haut  dans  le  plan   donné,    et  désignons 


ig.  207. 


par  a  l'angle  de  0:r  avec  l'horizon.  Le  système  constitué  par  le  disque 
mobile  est  à  liaisons  complètes  ;  sa  position  dépend  d'un  seul  para- 
mètre, l'angle  ACB  =  6  dont  il  a  déjà  tourné,  ou  l'abscisse  OA  =  x  du 
centre. 

On  peut  réaliser  cette  condition   d'un  roulement  sans  glissement,  soit 
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à  l'aide  d'an  fil  tendu  sur  O^;  et  enroulé  sur  le  disque,  soit  en  munissant 
le  disque  et  la  droite  fixe  de  dents  très  petites.  Pour  exprimer  que  le 
disque  peut  seulement  rouler  sur  la  droite  sans  glisser,  on  dit  dans  cer- 
tains ouvrages  que  la  droite  est  parfaitement  rugueuse.  L'abscisse  x 
aura,  d'après  ce  qui  précède,  la  valeur 

X  =  R6, 

si  nous  supposons  que  le  point  B  a  primitivement  coïncidé  avec  O. 

Les  forces  qui  agissent  sur  le  disque  sont  son  poids  M^  appliqué  en  son 
centre  C,  et  la  réaction  oblique  Q  de  la  droite.  L'équation  du  mouvement 
nous  sera  donnée  par  le  théorème  des  forces  vives.  La  force  vive  totale 

(dx\^ 
-1-  )  >   augmentée 

de    la    force    vive    dans    le    mouvement    autour    du    centre    de    gravité, 

M^*f-^  j  ,  puisque  ce  mouvement  relatif  est  un  mouvement  de  rota- 

lion  de  vitesse  angulaire  -i—  Nous  avons  déjà  vu  que  le  travail  de  la  réac- 
tion est  nul  (n^  170);  quant  au  travail  élémentaire  de  la  pesanteur,  c'est 
M^^sins;  nous  avons  donc 

X 

remplaçons  0  par  sa  valeur  ^9  divisons  par  M  et  effectuons  la  différentia- 

tion  indiquée  au  premier  membre,  nous  aurons,  en  résolvant  par  rapport 
.   d^x 

d>x  __        sina 


Le  centre  du  disque  décrit  donc  une  parallèle  à  Taxe  des  x,  d'un 
mouvement  uniformément  varié;  et  l'expression  ci-dessus  montre  que  son 
accélération  est  toujours  inférieure  à  g^  même  lorsque  la  droite  est  ver- 
ticale. 

Tout  ce  qui  précède  ne  suppose  pas  que  le  disque  soit  homogène,  mais 
seulement  que  le  centre  de  gravité  coïncide  avec  le  centre  de  figure. 
Dans  l'hypothèse  de  l'homogénéité,  nous  avons  trouvé  pour  k^  la  valeur 

R* 

—  ;  nous  voyons  qu'alors  l'équation  du  mouvement  devient 


d^x 
di^ 
IL  10 


.//«  =  3^^'"« 


l46  DEUXIÈME    PARTIE.    —    DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES. 

Pour  calculer  les  projections  —  F,  N  de  la  réaction  Q  sur  les  axes  Oir 
et  Oj^j  nous  écrirons  les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité 


M  -^  =M^sina  — F, 


M  -^  =  —  M^cosa-i-N. 


d^x  d^y 

Remplaçant  -ty  par  sa  valeur  et  remarquant  que  -—  est  nul ,    nous 


aurons 


F  =  -  M^sina,  N  =  M^cosa. 

La  réaction  est  donc  constante. 

368.  Exemple  m.  —  Mouvement  d'un  double  cône  paraissant  remon- 
ter, quoique  descendant,  sur  un  plan  incliné.  (  Resal,  Comptes  rendus, 
t,  CXI,  p.  547.) —  Soient  deux  droites  OD,  OD'  formant  un  angle  if  dont 
le  sommet  est  en  bas.  Sur  cet  angle,  on  place  un  solide  formé  de  deux 
cônes  homogènes  identiques  accolés  par  la  base,  de  telle  façon  que  le  plan 
de  la  base  coïncide  avec  le  plan  vertical  JOÇ  mené  par  la  bissectrice  Ox 
de  l'angle  DOD'.  On  demande  le  mouvement  du  cône  en  supposant  qu'il 
ne  peut  que  rouler,  sans  glisser,  sur  les  deux  droites  OD  et  OD'.  Prenons 
pour  plan  de  la  figure  le  plan  vertical  mené  par  la  bissectrice  Ox  de 
l'angle  DOD'  et  choisissons  un  axe  OÇ  vertical  vers  le  haut,  un  axe  hori- 
zontal 05.  Les  deux  droites  OD,  OD',  servant  de  guides  au  double  cône,  se 
projettent  sur  le  plan  de  la  figure  suivant  Ox\  les  deux  points  par  lesquels 
les  cônes  touchent  ces  guides  se  projettent  en  T;  enfin,  les  sommets  des 
deux  cônes  se  projettent  sur  ce  même  plan  en  un  point  G,  car  tout  l'ap- 
pareil est  symétrique  par  rapport  au  plan  ^OÇ. 

Fig.  Q08. 


Les  plans  tangents  aux  deux  cônes  menés  respectivement  par  les  guides 
OD  et  OD'  font,  avec  le  plan  horizontal,  un  angle  constant  et,  par  suite, 
sont  fixes;  ces  deux  plans  se  coupent  suivant  une  droite  fixe  Ont.  Pour 
que  le  double  cône  semble  remonter,  quand  on  l'abandonne  à  lui-même 
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sans  vitesse,  il  faut  que  Om  soit  situé  au-dessous  de  O^  (comme  dans  la 
figure).  Nous  appellerons  i  Tangle  ^Om  que  fait  cette  droite  avec  l'hori- 
zoo.  La  base  des  deux  cônes  est  un  cercle  constamment  tangent  à  la  droite 
Om;  le  centre  G  de  cette  base,  qui  est  en  même  temps  le  centre  de  gra- 
Wté  de  Tappareil,  décrit  donc  une  droite  O'S  parallèle  à  Om. 

Si  Ton  considère  la  figure  plane  formée  par  la  base  mobile  dans  le  plan 
fO^,  le  centre  instantané  de  rotation  est  en  T,  puisque  le  solide  roule  sur 
les  deux  guides.  La  droite  TG,  dont  nous  désignerons  la  longueur  par  r, 
est  donc  normale  à  la  trajectoire  du  point  G,  c'est-à-dire  à  la  droite  O'S. 
Si  l'oa  appelle  s  la  longueur  O'G,  0  l'angle  dont  le  double  cône  a  tourné 
à  partir  d'une  position  déterminée,  la  vitesse  angulaire  de  rotation  du 

système  est  -i->  et  comme  les  vitesses  sont  les  mêmes  que  si  le  système 

tournait  avec  cette  vitesse  angulaire  autour  du  centre  instantané  T,  on  a 
pour  la  vitesse  du  point  G 

<•)  ^=^=4!'    <^^='-^' 

pendant  le  temps  dt,  le  point  G  vient  en  G',  T  en  T',  les  droites  TG  et 
T'G'  sont  parallèles  comme  normales  à  la  droite  O'S,  GG'  est  égal  à  ds; 
si  par  G'  on  mène  une  parallèle  G'E  à  Ox,  GE  est  égal  à  GT  —  G'T',  c'est- 
à-dire  à  — dr.  Dans  le  triangle  rectangle  GG'E  on  a  donc,  en  appelant  X 

l'angle  en  G',  angle  qui  est  constant  comme  étant  égal  à  xOm, 
(a)  GG'  =  c^^=  rd^  =  —  dr  coll. 

Ces  conditions  géométriques  étant  posées,  appliquons  le  théorème  des 
forces  vives.  La  force  vive  est,  d'après  le  théorème  de  Kœnig, 

"'■©•-"'■(S)*' 

en  appelant  MA'  le  moment  d'inertie  des  deux  cônes  par  rapport  à  leur 
axe;  on  a  donc 

fl?    —  (r«-f- A:*)  ( -T-)       =  —  M^rfrsinicotX, 

car  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  de  liaison  est  nulle,  et 
le  travail  élémentaire  du  poids  M^  est 

M^.GG'sini    ou     — M^</rsinicotX, 

d'après  la  relation  (ol). 

Appelons  ro  la  valeur  initiale  de  r  et  intégrons  les  deux  membres  en 
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supposant  que  la  vitesse  initiale,  c'est-à-dire  la  valeur  initiale  de  -j-  soit 
nulle.  Nous  aurons 

■^j    =2^(ro  — r)sin£cotX, 

dr 
d'où  enfin,  en  remplaçant  t/0  par  la  valeur cotX,    tirée    de    (2),    ei 

désignant  par  {jl  la  constante  v/'i^sint  tangX, 


lidt 


comme  r  va  en  diminuant  à  partir  de  r©,  ainsi  qu'il  est  évident  géométri- 
quement et  qu'on  le  voit  en  remarquant  que  la  quantité  sous  le  radical 
doit  être  positive,  il  faut  prendre  le  signe  — ;  donc  enfin 


(4) 


— r?i/s^'^ 


/  est  ainsi  exprimé  en  r  par  une  intégrale  elliptique.  Quand  r  tend  vers 
zéro,  /  augmente  indéfiniment  ;  le  centre  de  gravité  G  tend  donc  vers  la  posi- 
tion limite  A  sans  jamais  l'atteindre.  D'après  les  relations  (2)  on  a 

dr 

—  =—rf0tangX,         r  =  roe-^^^f'^, 

en  appelant  6  l'angle  dont  le  corps  tourne  à  partir  de  la  position  initiale. 
On  a  ensuite,  toujours  d'après  (2), 

s  —  so=  (tq  —  r)  col  A  ; 

cette  dernière  formule  permet  de  transformer  la  relation  (4)  en  une  rela- 
tion entre  s  el  t  :  on  aurait  ainsi  une  formule  définissant  le  mouvement 
du  centre  de  gravité  G  sur  la  droite  O'S. 

La  vitesse  V  du  centre  de  gravité  est  donnée  par 

^"  =  '"(57;    =^^s'"^cotX      ^^_^^^    , 

comme  on  le  voit,  d'après  (3).  Gette  vitesse  s'annule  dans  la  position  ini- 
tiale pour  r  =  ro  et  dans  la  position  limite  pour  r  =  o.  Elle  passe  donc, 
dans  l'intervalle,  par  un  maximum  aisé  à  calculer. 

Le  mouvement  de  la  base  des  cônes  dans  le  plan  ^O^  s'obtient  en  faisant 
rouler  la  spirale  logarithmique  r=  ro^-^^"»^  sur  la  droite  Ox  :  c'est  ce 
qui  résulte  des  équations  précédentes.  (  Voir  une  Note  de  M.  Mannheim, 
Comptes  rendus  y  3  novembre  1890;  une  Note  de  M.  de  Saint-Germain. 
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Comptes  rendus,  1891,  et  un  article  de  M.  H.  Fleury,  Nouvelles  Annales, 
juin  1854.) 

Od  trouvera  aux  exercices  (10)  l'indication  de  la  solution  d'un  pro- 
blème analogue,  dans  lequel  le  double  cône  serait  remplacé  par  une 
sphère. 

369.  Pendule  elliptique.  —  On  appelle  ainsi  le  système  de  deux  points 
pesants  M,  Mi,  invariablement  liés  l'un  à  l'autre  par  un  fil  sans  masse, 
dont  Tun,  M,  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  une  droite  hori- 
zontale Ox,  et  l'autre,  Mi,  à  rester  dans  un  plan  vertical  xOj, 

Nous  prendrons  pour  axe  des  y  une  verticale  dirigée  vers  le  bas. 

Les  forces  agissant  sur  M  sont  :  son  poids  m^,  la  réaction  normale  N 
de  Ox,  et  la  tension  T  du  fil  MMi;  celles  qui  agissent  sur  Mi  sont  :  la 
tension  — T  et  le  poids  niig.  On  peut  diviser  ces  forces  en  forces  inté- 
rieures T,  — T  et  forces  extérieures  N,  mg,  nixg\  ou  encore  en  forces 
données  mg^  nixgy  et  forces  de  liaisons  N,  T,  — T. 

La  configuration  du  système  ne  dépend  que  de  deux,  paramétres  :  l'ab- 
scisse X  du  point  M  et  l'angle  0  de  MMi  avec  la  verticale;  il  suffit  donc 
de  deux  équations  indépendantes  des  forces  de  liaisons  pour  définir  le 
mouvement  (yî^.  209). 

Fi  g.  209. 


La  première  de  ces  équations  nous  sera  fournie  par  le  théorème  du 
mouvement  du  centre  de  gravité  :  la  somme  des  projections  des  forces 
extérieures  sur  Taxe  des  x  est  nulle,  donc 


(I) 


(m-+-m,)  —  =0; 


le  mouvement  de  la  projection  du  centre  de  gravité  sur  Ox  est  ainsi  uni- 
forme, ce  qui  donne  la  première  équation 


(a) 


mx  -\-  m\Xx  =^  ct-\-  c\ 


Ea  appliquant  le  théorème  des  forces  vives,  nous  aurons,  les  liaisons 
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étant  indépendantes  du  temps  et  réalisées  sans  frottement, 

,  mi?*  -+-  mii??  , 

d !■  =  migdyu 

ciT  le  travail  de  m^  est  nul. 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  les  travaux  des  forces  de  liaisons  ont  une 
somme  nulle  :  la  force  N  reste  normale  au  déplacement  de  son  point  d'ap- 
plication et  la  somme  des  travaux  des  tensions  T,  — T  est  nulle  en  vertu 
de  cette  condition  que  les  points  MM|  doivent  rester  à  une  distance  inva- 
riable. Si  Ton  intégre  l'équation  précédente,  on  obtient 

(3)  mv^-\-miv}  =  imxg{yi  -f-/i); 

les  équations  (2)  et  (3)  définissent  entièrement  le  mouvement. 

Traitons  complètement  le  cas  où  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité 
est  verticale  ou  nulle  :  Téquation  (i)  montre  alors  que  ce  point  décrit  une 
verticale  ;  nous  la  prendrons  pour  axe  des  y^  et  nous  aurons  $  =  o.  Le 
mouvement  est  alors  défini  géométriquement  de  la  façon  suivante  :  les 
points  M,  G,  Ml  restent  à  des  distances  invariables,  deux  d'entre  eux,  G 
et  M,  décrivant  les  droites  rectangulaires  Oar,  Oy,  Le  troisième  Mi  se 
déplace  donc  sur  une  ellipse  ayant  ces  droites  pour  axes.  En  posant 

M,M  =  /,        /GMi  =  e, 
on  a 


/n  -h  /ni  /n  H-  mi 

Les  coordonnées  des  points  M  et  M 1  sont  donc 

x  = sin8,         y  =  oi         xi  = smO,  yi=/cos6. 

m  -h  mi  '         «^  *  m  -h  mi  '         "^  ' 

Pour  calculer  ô  en   fonction  de  t,  il  suffit  de  porter  ces  valeurs  dans 

l'équation  (2),  où 

dx^              ,       dx\  -f-  dy\ 
«i  = ,  Vf  = i^-i» 

dt^  ^  dt^ 

On  a  ainsi,  après  quelques  réductions, 

57)    = -y- (/^H- /Wi)(cos6-h  A:), 

où  A:  =  y  On  lire  de  là  /  en  fonction  de  0  par  une  quadrature. 

Les  conditions  initiales  n'influent  que  sur  la  valeur  de  k.   L'expression 
de  -Tj  montre  qu'il  y  a  deux  cas  à  considérer  selon  que  k  est  supérieur  ou 
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inférieur  à  h-  i  ;  il  est    d'ailleurs  toujours  supérieur  à  —  cosô©,  puisque 

rf9  .  .... 

•y:  est  nécessairement  réel  à  l'instant  initial.  Dans  le  premier  cas,  0  peut 

varier  de  o  à  27:,  et  le  mobile  Mi  décrit  périodiquement  Tellipse  tout 
entière;  dans  le  second  cas,  il  effectue  des  oscillations  entre  les  positions 
correspondant  aux  deux  valeurs  de  0  qui  annulent  cosO  +  A*.  Le  cas  sin- 
gulier, où  k  est  égal  à  1,  est  celui  où  la  tige  MMj,  partant  d'une  certaine 
position  initiale,  se  déplace  en  tendant  vers  la  verticale  dans  le  scqs  des 
y  négatifs,  sans  jamais  l'atteindre.  (Discussion  analogue  à  celle  du  pendule 
simple.) 

Revenons  maintenant  au  cas  général  où  la  projection  de  la  vitesse  du 
centre  de  gravité  sur  Taxe  des  x  est  une  constante  différente  de  o,  et  cher- 
chons le  mouvement  relatif  par  rapport  à  un  système  d'axes  xO'y'  dont 
l'un,  O'^,  passe  constamment  par  le  centre  de  gravité  G,  système  animé, 
par  conséquent,  d'un  mouvement  de  translation  uniforme  parallèlement 
à  0^7.  Le  mouvement  relatif  est  le  même  que  si  les  axes  y'O'x  étaient 
fixes  (n*  334)  et  le  centre  de  gravité  G  animé  d'une  vitesse  verticale  ;  c'est 
le  mouvement  que  nous  venons  d'étudier  (Jig*  209). 

Poar  terminer  la  question,  il  nous  faut  maintenant  calculer  les  tensions 
T,  —  T  de  la  tige,  ainsi  que  la  réaction  N  de  l'axe  fixe  Ox, 
L'une  des  équations  du  mouvement  du  point  Mi  est 

(4)  nix  -^  =  — TcosO-f-m,^; 

mais  nous  avons 

^,  =  /cose,     ^=-/s.n6^^,     -^  =  -/sin6^-/cose(^j. 
L'équation  des  forces  vives  nous  a  donné  une  équation  de  la  forme 

qui,  par  différentiation  par  rapport  à  /,  devient 

en  portant  ces  valeurs  cie  f  ^  1    et  --7—  dans  --fr^y  nous  obtenons 

^  =  -'-^i^>-/cose,(e). 

Par  conséquent  on  a,  d'après  l'équation  (4), 

T  =  m.  ^<p(9)  +  m.  ^  tangO  <p'(e)  +  ^- 
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Connaissant  T,  on  a  immédiatement  N  en  écrivant  que  le  point  M  décrit 
l'aite  Ox;  on  doit  avoir 

mg  —  N  -4-  T  cos6  =  m  -~  =  o, 
d'où  l'on  tire  la  valeur  de  N 

N  =r /n^-4-Tcos6. 

370.  Problème.  —  Trouver  le  mouvement  du  système  constitué  par 
deux  barres  homogènes  pesantes  AB,  A'B',  de  longueurs  égales  et  de 
même  masse,  reliées  par  des  fils  sans  masse  de  même  longueur,  la  droite 
AB  étant  assujettie  à  tourner  autour  de  son  milieu  O  et  tout  le  système  à 
se  mouvoir  dans  un  plan  vertical  fixe.  (Licence.) 

La  position  du  système  dépend  de  deux  paramètres  :  l'inclinaison  o  de 
AB  sur  la  verticale  Ox,  et  l'angle  6  de  la  droite  00'  qui  joint  les  milieux  des 
deux  barres  avec  cette  verticale.  Le  système  est  soumis  à  l'action  des  poids 
des  deux  barres,  aux  tensions  T,  T'  des  fils  et  à  la  réaction  du  point  fixe  O. 
Four  avoir  le  mouvement  {fig^  210),  il  nous  faut  deux  équations  indépen- 

Fig.  310. 


dantes  des  forces  de  liaisons  :  elles  nous  seront  données  par  le  théorème 
des  forces  vives  et  par  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment par  rapport  à  la  normale  en  0  au  plan  de  la  figure. 

Appliquons  d'abord  le  théorème  des  forces  vives.  La  longueur  des  fils 
étant  supposée  invariable,  les  travaux  des  tensions  s'annuleront  deux  à 
deux;  le  travail  du  poids  de  la  barre  AB  ainsi  que  celui  de  la  réaction 
de  O  sont  nuls;  quant  au  travail  élémentaire  du  poids  de  A'B',  il  a  pour 
valeur 

—  M^/sinOrfO. 
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D'autre  part,  la  force  vive  de  la  barre  AB  est  MX:*( -^2  J  ,  celle  de  A'B' 

est  égale  à  la  force  vive  dans  le  mouvement  autour  du  centre  de  gravité  O'  : 

-j^  j  y  augmentée  de  la  force  vive  de  sa  masse  M  concentrée  en  O', 

c'est-à-dire  M  /*  (  -r-  )  •  Nous  aurons  donc 

que  nous  écrirons  en  divisant  par  M  dt  et  effectuant  la  différentiation 

Passons  maintenant  au  théorème  des  quantités  de  mouvement  appliqué 
à  tout  le  système.  Un  calcul  analogue  au  précédent  donne  pour  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  un  axe  O^  normal 
au  plan 

la  somme  des  moments  des  forces  se  réduisant  d'ailleurs  à  — M^/sinf), 
nous  aurons 

^[»M*'gH-M/'g]=-M^/sine, 

que  nous  écrirons 

(„)  ,A,g^,,g^_^,sinO. 

Multiplions  cette  équation  par  —  -zr  ^^  ajoutons-la  à  l'équation  des  forces 
vives  (I),  il  nous  vient 

«  -•       •     "9  ^0  4  II  .       I.  .       . 

La  quantité  -rj  —  77>  "^  P®"^  P®^  ^^^^  constamment  nulle,  car  a  1  origine 
du  mouvement  elle  a  une  valeur  arbitraire;  nous  avons  donc 

dt^         °' 

la  rotation  de  la  barre  AB  est  uniforme.  L'équation  (II)  nous  donne  alors 

^-=--^sine, 
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équation  du  mouvement  d'un  pendule  simple;  le  point  O'  se  meut  donc 
comme  si  le  reste  de  la  barre  A'B'  n'existait  pas  et  s'il  était  relié  directe- 
ment à  O'  par  un  fil  sans  masse. 

Pour  calculer  les  forces  de  liaisons,  nous  appliquerons  d'abord  le  théo- 
rème des  moments  des  quantités  de  mouvement  à  la  barre  AB,  par  rapport 
au  même  axe  que  précédemment,  ce  qui  nous  donnera 

M  A:*  -y-I  =  moment  de  T'  -f-  moment  de  T  ; 
a/' 

comme  -r-^  est  nul,  et  que  les  tensions  T,  T'  sont  parallèles,  de  même  sens 

et  à  la  même  distance  de  part  et  d'autre  de  l'origine,  ces  forces  doivent 
être  égales  à 

T  =  T'; 

appliquons  maintenant  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité  à 
la  barre  A'B';  son  milieu  0'  se  déplace  comme  s'il  était  directement  soumis 
au  poids  M^  de  la  barre  et  aux  tensions  égales  T  et  T'  transportées  en  ce 
point.  D'autre  part,  le  mouvement  de  ce  point  est  le  même  que  s'il  possé- 
dait la  masse  M  et  était  relié  au  point  0  par  un  fil  sans  masse;  la  somme 
2T  des  tensions  est  donc  égale  à  la  réaction  du  fil  dans  le  mouvement  du 
pendule  simple  de  masse  M  et  de  longueur  /,  savoir  : 

2T=  ''^(2a  — 3/cose), 

a  étant  une  constante  dépendant  des  conditions  initiales. 

Connaissant  alors  la  tension  T,  nous  calculerons  la  réaction  du 
point  0  en  écrivant  que  ce  point,  considéré  comme  centre  de  gravité  de 
la  barre  AB,  reste  immobile;  on  trouve  ainsi  que  la  réaction  Q  doit  faire 
équilibre  à  la  résultante  du  poids  M^  et  de  la  somme  2T,  dirigée  sui- 
vant 00',  des  deux  tensions  appliquées  en  A  et  B. 

370  bis.  Exercice.  —  Un  châssis  rectangulaire  ABA'B',  formé  de  deux 
tiges  horizontales  homogènes  AB,  A'B'  et  de  deux  tiges  verticales  iden- 
tiques AA',  BB',  est  mobile  autour  d'un  axe  vertical  fixe  Oz  passant  par 
les  milieux  des  côtés  horizontaux.  Dans  ce  châssis  sont  fixées  deux  toupies 
homogènes  égales  P  et  Q  à  axes  verticaux,  placées  symétriquement  par 
rapport  à  l'axe  Oz.  Le  système  étant  d'abord  immobile,  on  suppose  que 
les  deux  toupies  se  mettent  au  même  instant  à  tourner  dans  le  même  sens 
avec  une  vitesse  angulaire  connue  co  par  rapport  au  châssis;  pour  réaliser 
cette  condition  sans  faire  intervenir  de  forces  extérieures  au  système,  on 
peut  imayginer  que  les  toupies  sont  mises  en  mouvement  par  un  mécanisme 
d'horlogerie  à  ressort  qui  est  attaché  au  châssis  et  dont  les  pièces  mobiles 
ont  une  masse  très  petite  par  rapport  à  celle  du  châssis  et  des  toupies. 
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On  demande  quel  mouvement  prendra  le  système.  Nous  allons  voir  que  le 
châssis  tourne  autour  de  O^  avec  une  vitesse  angulaire  qui  est  dans  un 
rapport  constant  avec  co. 

En  effet,  soient,  en  projection  horizontale,  OAq  la  position  initiale  de  la 
lige  horizontale  du  châssis,  OA  la  position  de  cette  tige  à  Finstant  t.  Le 
point  de  la  toupie,  qui  était  en  m^  au  temps  <  =  o,  est  venu  en  tn  à 
Tinstant  t,  de  sorte  que  la  toupie,  dont  Taxe  se  projette  horizontalement 

en  C,  a  tourné  par  rapport  au  châssis  d'un  angle  ACm  =  6,  tandis  que  le 

châssis  a  tourné  d'un  angle  AqOA  =  o. 

La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  O^ 
est  constamment  nulle,  car  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures 
est  nulle  et  le  système  part  du  repos.  Le  théorème  des  aires  s'applique 
donc  à  la  projection  du  mouvement  sur  le  plan  horizontal;  la  toupie  et  le 
châssis  doivent  tourner  en  sens  contraire;  c'est  ce  que  nous  avons  admis 

sur  \^  fig.  210  bis.  L'angle  absolu  xQm  dont  la  toupie  a  tourné  autour  de 


Fig.  210  bis. 


B' 


B 


0- 


son  axe  est  0  —  cp,  Cx  étant  parallèle  à  Co//to;  la  vitesse  angulaire  absolue 
de  la  toupie  est  donc  — ,     ">  sa  vitesse  angulaire  relative  au  châssis 

étant  a>  =  -=- . 
at 

Ceci  posé,  écrivons  que  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mou- 

Tement  par  rapport  à  Oz  est  nulle.  Cette  somme  est  composée  : 

I*  De  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  du  châssis, 

—  I  -^9  I  désignant  le  moment  d'inertie  du  châssis; 

a*  Du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  de  la  masse  M  de  la  toupie  P 

supposée  concentrée  en  son  centre  C,  —  Mc<  -y  y  c  désignant  la  distance 
de  Taxe  C  de  la  toupie  à  O^; 
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3**  De   la  somme   des  moments   des   quantités   de   mouvement   de    la 

toupie  P  par  rapport  a  son  axe  MA:'  — -7- — ^  ; 

4**  De  deux'  termes  identiques  aux  deux  précédents,  provenant  de  la 
deuxième  toupie.  On  a  donc 

dt  ~~  2MX:«-h2Mc2-hI  dt' 

Le  châssis  tourne  donc  en  sens  contraire  des  toupies  avec  une  vitesse 
angulaire  qui  est  dans  un  rapport  constant  avec  (o.  Les  angles  o  et  6 
partant  de  zéro,  leur  rapport  a  la  même  valeur  constante. 

On  a  encore  là  un  exemple  d'un  système  sollicité  par  des  forces  telles 
que  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  Oz  soit  nulle  et  se  mettant 
à  tourner  autour  de  O-s  sous  l'action  des  seules  forces  intérieures;  chaque 
fois  que  les  toupies  ont  fait  un  tour  par  rapport  au  châssis,  le  système  a 
repris  la  même  confîguration  et  a  tourné  d'un  certain  angle. 

Ce  même  système  étant  dégagé  de  l'axe  fixe  et  abandonné  à  lui-même 
dans  le  vide,  tomberait  verticalement,  d'abord  d'un  mouvement  de  transla- 
tion, et  se  mettrait  à  tourner  autour  de  son  axe  de  symétrie  au  moment 
où  le  mécanisme  d'horlogerie  mettrait  les  toupies  en  mouvement. 

UL  —  FROTTElfENT  DE  GLISSEMENT  ET  RÉSISTANCE 

DE  MILIEU. 

371.  Généralités.  —  Imaginons  deux  corps  solides  mobiles 
{Jig'  21 1)  A  et  B  en  contact;  soit  m  un  point  du  corps  A  en  con- 
tact avec  le  corps  B.  Comme  nous  l'avons  vu  dans  le  n®  55,  les  vi- 
tesses relatives  des  différents  points  du  corps  A  par  rapport  au 
corps  B,  regardé  comme  immobile,  sont  les  mêmes  que  si  le  corps 
A  était  anime  :  1°  d'une  vitesse  de  translation  identique  à  la  vi- 
tesse relative  Vr  du  point  m,  vitesse  située  dans  le  plan  tangent 
commun  aux  deux  surfaces  des  corps  en  met  dL^^oXée  glissement  ; 
7?  d'une  rotation  instantanée  o)  autour  d'un  axe  passant  par  m;  la 
composante  10,1  de  cette  rotation  autour  de  la  normale  en  m  aux 
deux  surfaces  s'appelle /?fVo^e/?2en^  et  la  composante  co^  située  dans 
le  plan  tangent  s'appelle  roulement.  Quand  la  rotation  instan- 
tanée (1)  est  nulle,  on  dit  que  le  mouvement  relatif  de  A  par  rap- 
port à  B  est  un  glissement  proprement  dit;  quand  la  vitesse 
relative  du  point  m  est  nulle,  il  n'y  a  pas  de  glissement  :  le  mouve- 
ment de  A  par  rapport  à  B  est  un  roulement  et  un  pivotement.  En 
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général,  il  y  a  donc  à  la  fois  glissement,  roulement  et  pivotement. 
Au  point  de  vue  dynamique,  quand  deux  solides  mobiles  A  etB 
sont  en  contact  avec  pression,  les  deux  corps  se  déforment  et  le 
contact  n'a  plus  lieu  en  un  point  unique  {fig.*  iii).  Les  deux 
corps  se  touchent  suivant  une  certaine  aire,  très  petite,  en  chacun 
des  points  de  laquelle  ils  agissent  l'un  sur  Tautre.  D'après  les  théo- 
rèmes sur  la  réduction  d'un  système  de  forces  appliquées,  à  un 
solide,  l'ensemble  des  actions  ainsi  exercées  sur  l'un  des  corps 
peut  se  réduire  à  une  force  appliquée  en  un  point  pris  à  volonté 
et  à  un  couple.  Comme  les  corps  se  touchent  par  une  aire  très 
petite,  on  peut,  au  point  de  vue  géométrique,  les  regarder  comme 
se  touchant  en  un  seul  point  m  que  nous  appellerons  le  point 

Fig.  211. 


géométrique  de  contact.  Les  actions  exercées  par  le  corps  B  sur 
le  corps  A  peuvent  alors  être  réduites  aux  éléments  suivants  : 

I®  Une  force  N  appliquée  au  corps  A  au  point  de  contact  géo- 
métrique m  et  dirigée  normalement  aux  surfaces  en  contact  :  cette 
force  est  la  réaction  normale  s'opposant  à  la  pénétration  réci- 
proque des  corps  ; 

2**  Une  force  F  appliquée  au  même  point  m  et  située  dans  le 
plan  tangent  en  ce  point  aux  surfaces  en  contact  :  celte  force  est 
\e  frottement  de  glissement  s'opposant  au  glissement; 

y*  Un  couple  G  dont  l'axe  est  normal  aux  surfaces  en  contact  : 
ce  couple  est  le  couple  à\x  frottement  de  pivotement  s'opposant 
au  pivotement; 

4*^  Un  couple  H  dont  l'axe,  situé  dans  le  plan  tangent  commun 
aux  surfaces  en  contact,  est  dirigé  suivant  la  composante  tangen- 
lielle  u>f  de  la  rotation  instantanée  :  ce  couple  est  le  couple  du 
frottement  de  roulement  s'opposant  au  roulement. 
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Les  actions  du  corps  A  sur  B  sont  des  forces  et  des  couples 
respectivement  égaux  et  opposés  aux  précédents.  En  général,  les 
deux  couples  G  et  H  sont  très  petits  par  rapport  aux  forces  N  et  F. 
Nous  commencerons  par  traiter  des  questions  dans  lesquelles  ces 
couples  sont  négligeables,  en  réservant  pour  le  paragraphe  suivant 
l'étude  spéciale  du  frottement  de  roulement  et  de  pivotement. 

Nous  avons  supposé  que  les  deux  corps  A  et  B  sont  en  contact 
par  une  aire  très  petite  qu'on  peut  regarder  comme  un  point. 
Dans  certaines  questions  les  deux  corps  peuvent  avoir  une  infinité 
de  points  géométriques  de  contact;  c'est  ce  qui  arrive  par  exemple 
pour  un  cube  posé  sur  un  plan  ;  il  faut  alors  appliquer  à  chaque 
point  géométrique  de  contact  les  considérations  précédentes. 

Remarque,  —  11  ne  faudrait  pas  croire  que  le  frottement  est 
une  force  uniquement  capable  d'empêcher  le  mouvement,  mais  non 
de  l'engendrer.  En  effet,  le  frottement  peut  servir,  par  exemple, 
à  transmettre  une  partie  du  mouvement  du  corps  A  au  corps  B. 
Ainsi,  lorsqu'une  courroie,  animée  d'un  mouvement  rapide,  vient 
à  être  placée  sur  une  poulie  primitivement  en  repos,  elle  com- 
mence d'abord  par  glisser  sur  elle  et  n'arrive  que  graduellement  à 
lui  communiquer  son  mouvement  :  la  force  qui  agit  ici  comme 
force  entraînante^  pour  amener  les  points  de  la  circonférence  de 
la  poulie  d'une  vitesse  nulle  à  celle  de  la  courroie  est  le  frotte- 
ment :  il  constitue  une  résistance  pour  le  mouvement  de  la  cour- 
roie, tandis  qu'il  accélère  celui  de  la  poulie.  {Voir  Reuleaux, 
Cinématique^  Notes,  p.  633.) 

372.  Frottement  de  glissement.  —  Nous  avons  donné  dans  le 
premier  Volume  (n**  193)  les  lois  généralement  admises  du  frot- 

Fig.   212. 


tement  de  glissement  dans  l'état  de  repos  ou  dans  l'état  de  mou- 
vement, avec  les  restrictions  qu'il  convient  d'y  apporter  d'après 
les  expériences  de  Hirn. 
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Imaginons  un  solide  A  qui  se  meut  en  glissant  sur  un  autre 
corps  B  :  soient  m  un  point  matériel  à\i  corps  A  qui  touche  B,  N 
la  réaction  normale  de  B  sur  A  en  ce  point,  la  force  de  frottement  F 
est  nne  force  appliquée  au  point  m,  dirigée  en  sens  contraire  de 
la  vitesse  relative  de  ce  point  par  rapport  au  corps  B  et  égale 
à/N,  /  désignant  le  coefficient  de  frottement.  Cette  loi  est  appli- 
cable tant  qu'il  y  a  glissement,  c'est-à-dire  tant  que  la  vitesse 
relative  du  point  m  par  rapport  au  corps  B  n'est  pas  nulle.  Sup- 
posons que  cette  vitesse  devienne  et  reste  nulle,  alors  deux  cas 
peuvent  se  présenter  : 

!**  Ou  bien  le  corps  A  reste  immobile  par  rapport  à  B  :  dans 
ce  cas  la  réaction  tangentielle  de  B  sur  A  suit  les  lois  du  frotte- 
ment à  l'état  de  repos; 

2^*  Ou  bien,  et  c'est  le  cas  général,  le  mouvement  relatif  de  A 
par  rapport  à  B  est  un  mouvement  de  roulement  et  pivotement. 
Dans  ce  cas,  il  n'y  a  plus  glissement  :  les  lois  du  frottement  de 
glissement  à  l'état  de  mouvement  ne  sont  donc  plus  applicables; 
on  convient  d'appliquer  encore  les  lois  du  frottement  de  glis- 
sement à  Vétat  de  repos,  c'est-à-dire  que  l'on  regarde  la  réac- 
tion totale  deB  sur  A  comme  formée  d'une  composante  normale  N 
et  d'une  composante  tangentielle  F  de  direction  et  de  grandeur 
inconnues  avec  la  condition  F  -</N.  Nous  supposons,  bien  en- 
tendu, dans  ce  paragraphe,  que  l'on  néglige  les  frottements  de 
roulement  et  de  pivotement;  autrement,  il  faudrait  ajouter  les 
deux  couples  qui  représentent  ces  frottements. 

373.  Discontinuités  possibles  dans  les  équations  du  mouve- 
ment. —  i®  Soit  Vr  la  vitesse  relative  par  rapport  au  corps  B  du 
point  matériel  m  de  A  qui  est  au  contact.  Tant  que  Vr  est  diffé- 
rent de  zéro,  il  y  a  glissement;  si  Vr=  o  il  y  a  roulement  et  pivo- 
tement de  A  sur  B  et  de  B  sur  A.  Supposons  qu'à  l'instant  initial  t^^ 
VrSoit  nul  :  il  s'agit  de  savoir  si,  à  l'instant  t^  to,  les  deux  corps 
^ont  glisser  ou  rouler  et  pivoter  l'un  sur  l'autre.  Pour  cela,  il  fau- 
^^  essayer  les  deux  hypothèses  : 

On  supposera,  par  exemple,  qu'il  y  a  roulement  et  pivotement, 
cesirà-dire  que  Vr  reste  nul  :  alors  la  réaction  de  B  sur  A  se  com- 
pose de  la  réaction  normale  N  et  d'une  force  tangentielle  F  de 
direction  indéterminée  et  de  grandeur  F  </N,  d'après  les  lois 


l6o  DEUXIEME    PARTIE.    —    DYNAMIQUE    DES    SYSTEMES. 

que  nous  admeltons.  On  metlra  le  problème  en  équation  dans  ces 
hypothèses,  et  l'on  calculera  la  réaction  normale  N  et  la  réaction 
tangentielle  F.  Si  la  valeur  trouvée  pour  F  est  moindre  que/N, 
la  supposition  faite  est  exacte,  le  mouvement  de  A  surB  est  un 
mouvement  de  roulement  et  de  pivotement  et  ce  mouvement  per- 
sistera jusqu'au  moment  où  F  deviendra  supérieur  à/N;  à  par- 
tir de  ce  moment  il  y  aura  à  la  fois  glissement,  roulement  et  pivo- 
tement, et  les  équations  devront  être  modifiées.  Si,  au  contraire, 
la  valeur  trouvée  pour  F  est,  dès  le  début,  supérieure  à/N,  le 
mouvement  de  roulement  et  pivotement,  sans  glissement,  est  im- 
possible; il  y  a,  dès  le  début,  un  mouvement  de  glissement;  il  faut 
alors  écrire  les  équations  du  mouvement  en  appliquant  les  lois  du 
frottement  de  glissement  à  l'état  de  mouvement.  Ce  mouvement  de 
glissement  persistera  tant  que  les  équations  supposées  intégrées 
donneront  pour  Vr  une  valeur  diflTérente  de  zéro.  Si,  à  un  certain 
instant  <<,  l'expression  de  V^  devient  nulle,  il  s'agit  de  savoir  si, 
à  partir  de  cet  instant,  Vr  reste  ou  non  égal  à  zéro.  On  se  trouve 
alors  de  nouveau  en  face  du  problème  dont  nous  venons  d'indiquei 
la  solution. 

2^  Voici  un  autre  genre  de  discontinuité,  dans  les  équations 
qu'il  importe  de  signaler.  Qu'il  y  ait  glissement  ou  roulement,  i 
peut  arriver  qu'à  un  certain  intant  t  l'expression  algébrique  de  N 
d'abord  positive,  s'annule  puis  devienne  négative.  Alors,  si  Icî 
deux  corps  A  et  B  peuvent  se  séparer,  ils  se  séparent  à  Tinstant  t 
Si  les  deux  corps  ne  peuvent  pas  se  séparer,  la  réaction  normah 
change  de  sens.  Comme  la  force  de  frottement  est  essentiellemeni 
positive,  elle  doit  alors^  puisque  N  est  négatif,  être  prise  égale  i 
—  /N  dans  le  cas  du  glissement  et  inférieure  à  — /N  dans  le  caî 
du  roulement. 

On  doit  donc,  à  partir  de  l'instant  t,  modifier  les  équations  di 
mouvement  en  changeant/ en  — /.  Si  l'on  ne  prenait  pas  cetK 
précaution,  les  équations,  à  partir  de  l'instant  ^,  représenteraien 
uu  mouvement  dans  lequel  l'action  tangentielle  de  B  sur  A  ten- 
drait à  accroître  la  vitesse  relative  par  rapport  à  B  du  point  /?. 
de  A  qui  est  au  contact;  ce  qui  est  absurde. 

374.  Exemple  I.  —  Un  disque  circulaire  homogène  pesant  situé  dans  ur 
plan  vertical  (yî^.  207)  est  placé  sur  une  droite  fixe  Ox  inclinée  à  l'hori- 
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zon  d'un  angle  a  el  abandonné  à  lui-même  sans  vitesse  initiale.  On  sup- 
pose qu*il  y  a  frottement  et  l'on  demande  si  le  disque  se  met  à  rouler  ou 
à  glisser. 

Admettons  qu'il  y  ait  roulement,  on  aura  alors  à  traiter  le  problème  du» 
n*367:  on  trouvera,  comme  nous  l'avons  vu,  que  la  réaction  normale  de  la 
droite  sur  le  disque  est  IN  —  M^cos a,  et  la  réaction  tangentielle  -JM^sina. 

Pour  que  le  roulement  soit  possible,  il  faut  que  cette  réaction  tangentielle 
soit  moindre  que /N, /étant  le  coefficient  de  frottement 

M^sina 

— ^j </M^cosa,        tanga<3/. 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  le  roulement  ne  peut  pas  avoir  lieu 
sans  glissement;  le  disque  glisse  et  roule  en  même  temps. 

Traitons  le  problème  dans  cette  nouvelle  hypothèse.  La  réaction  de  la 
droite  Ox  sur  le  disque  a  alors  une  composante  normale  N  et  une  compo- 
sante tangentielle  F=/N  dirigée  vers  le  haut.  L'angle  AGB  =  6  et  l'ab- 
scisse 0  A  =  37  du  centre  de  gravité  i^Jig.  207)  ne  sont  plus  liés  par  aucune 
relation  géométrique  puisqu'il  n'y  a  pas  roulement.  Les  équations  du  mou- 
vement du  centre  de  gravité  donnent 

M  ^— -  =  M^sina  — /N,        0  =  -— M^cosa -h  N. 

La  réaction  normale  est  donc  constante.  Portant  sa  valeur  N  =  M^  cosa 
dans  la  première  équation,  on  a 

■^  =^(sma— /cosa  ), 

valeur  constante  positive  à  cause  de  l'hypothèse  tanga  >  3/.  Gomme  le 
<lisque  est  supposé  partir  du  repos,  on  a 

X  =  - —  (sina  — /cosa). 

Appliquons  ensuite  le  théorème  des  moments  au  mouvement  relatif  au- 
tour du  centre  de  gravité,  nous  avons 

^2  A 
MA:»  J^=/NR; 

Ri 

comme  A:*=  — >  et  que  le  disque  part  du  repos,  on  en  tire 

.  _/gt'cosg 

e ^ 

Comme  Térification,  appelons  u  la   vitesse  du  point  du  disque  qui  se 
II.  Ji 
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trouve  en  A  :  cette  vitesse  est  la  résultante  de  la  vitesse  due  à  la  transla- 
tion du  centre  et  de  la  vitesse  due  à  la  rotation  autour  du  centre 


dx       ^  rf6 
dt  dt 


D'après  les  équations  précédentes,  on  trouve 

a  =  ^^(sina  —  3/cosa). 

Cette  vitesse  est  donc  positive  à  cause  de  la  condition  tanga  >  3/:  elle 
ne  s'annule  jamais;  le  glissement  persiste  indéfiniment. 

S'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  le  disque  abandonné  à  lui-même  sans 
vitesse  glisserait  sans  roulement. 


375.  Exemple  II.  —  MouTement  avec  frottement  d'un  cerceau  verti- 
cal sur  une  droite  horizontale.  —  Considérons  un  cerceau  homogène 
<le  rayon  R  et  de  masse  M  placé  verticalement  sur  un  plan  horizontal  et 
lancé  dans  un  plan  vertical.  Il  est  évident,  par  raison  de  symétrie,  que  le 
cerceau  reste  dans  le  plan  vertical  initial  que  nous  prenons  pour  plan  de 
la  figure  xOy. 

Soient 

C  le  centre  du  cerceau, 

B  le  point  par  lequel  il  touche  le  plan  horizontal  Oxy 
X  l'abscisse  OB  du  centre  C, 

0  l'angle  dont  le  cerceau  a  tourné  à  partir  de  sa  position  initiale  dans  le 
sens  positif,  àt  Ox  vers  Oy. 

Première  phase,  —  Le  centre  C  a  une  vitesse  horizontale  v  dont  la 


èTJit 


a? 


dx 
valeur  algébrique  est  -j-  ;  en  même  temps  le  cerceau   tourne  autour  do 

5on  centre  avec  une  vitesse  angulaire  to  =  -t-»  Le  point  du  cerceau  qui  se 
trouve  en  B  a  une  vitesse  u  résultant  de  la  vitesse  v  due  à  la  translation 


\ 
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//ft 

<1u  centre  et  de  la  vitesse  R  -7-  due  à  la  rotation  autour  du  centre 

dt 

dx       ^  d^ 

^'>  ''  =  irt^^dt- 

Supposons  pour  fi\er  les  idées  que,  à  l'instant  /  ==  o,  :r  soit  nul  et  u  po- 
sitif :  le  point  le  plus  bas  du  cerceau  glisse  alors  sur  Ox  dans  le  sens 
positif  Ox,  la  force  de  frottement  est  donc  dirigée  en  sens  contraire. 
Les  forces  appliquées  au  corps  solide  sont  le  poids  M^,  la  réaction  nor- 
male N  du  sol  et  la  force  de  frottement /N. 

Le  théorème  du  mouvement  du   centre  de   gravité,  projeté  sur  O^, 

«lonne 

o  =  IN  — M^; 

car  la  coordonnée^  de  C  est  constante.  On  a  donc  N  =  M^.  Le  théorème 
(lu  mouvement  du  centre  de  gravité  projeté  sur  Ox  donne  ensuite 

Enfin,  si  Ton  appelle  MA:'  le  moment  d'inertie  du  cerceau  par  rapport  à 
lin  axe  mené  par  C  perpendiculairement  à  son  plan,  le  théorème  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement,  appliqué  au  mouvement  autour  du 
centre  de  gravité,  donne 

(3)  /..f?l«=_/R^, 


car  le  moment  de  la  force  de  frottement  par  rapport  à  C  est  — /  NR. 

Diaprés  ces  formules,  le  centre  G  est  animé  d'un  mouvement  rcctiligne 
uniformément  retardé.  L'équation  (2)  donne,  en  ciïet, 

dx  ^  fet^ 

To  désignant  la  valeur  initiale  de  v,  La  vitesse  angulaire  décroit  aussi  pro- 
portionnellement au  temps 

(S)  _,=__/^,^coo, 

cd«  désignant  la  valeur  initiale  de  la  vitesse  angulaire.  L'expression  (1)  de 
n  donne  alors 
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«0  étant  égal  à  Po-+-  Rwq.  Cette  vitesse  u  dccroit  proportionnellement  à  t  : 
elle  s'annule  au  bout  du  temps 

«0 


T  = 


f^{^-^%) 


Deuxième  phase,  —  A  ce  moment  le  point  du  cerceau  qui  est  au  con- 
tact en  B  a  une  vitesse  nulle;  il  s'agit  alors  de  savoir  si  le  mouvement 
ultérieur  est  un  roulement  ou  un  glissement.  On  peut  prévoir  que  c'est  un 
roulement,  c'est-à-dire  que  la  vitesse  u  du  point  qui  est  au  contact  reste 
nulle:  en  effet,  si  elle  prenait  une  valeur  différente  de  zéro,  si  petite  soit- 
elle,  le  système  se  retrouverait  dans  des  conditions  analogues  aux  condi- 
tions initiales,  et  la  force  de  frottement  de  glissement  /N  ramènerait  la 
vitesse  u  à  zéro.  Donc  à  partir  de  l'instant  T  il  y  a  roulement. 

Si  l'on  néglige  le  frottement  de  roulement,  la  réaction  tangentielle  F  du 
plan  horizontal  doit  alors  suivre  la  loi  du  frottement  de  glissement  dans 
l'état  de  repos,  c'est-à-dire  doit  être  une  force  inconnue  moindre  que/N. 
Nous  allons  le  vérifier  en  montrant  que  F  =  o.  Comme  il  y  a  roulement, 
le  travail  de  F  est  nul,  ceux  de  N  et  du  poids  le  sont  évidemment,  et  le 
mouvement  de  roulement  est  uniforme.  On  a  donc 

et  l'équation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  M  -7-^  =  —  F  montre  que 

V  =  o.  Dans  celte  deuxième  phase  du  mouvement  -7-  et  -7-  restent  donc 

*  al        at 

constants  à  partir  de  l'instant  T  et  égaux  aux  valeurs  V  et  Û  qu'ils  pos- 
sèdent à  cet  instant,  valeurs  faciles  à  calculer  par  les  formules  ci-dessus; 
enfin,  u  reste  constamment  nul,  de  sorte  que 

V-i-Ki>  =  0. 

Nous  venons  d'indiquer  le  moyen  de  calculer  en  fonction  des  données 
initiales  la  vitesse  finale  du  centre.  On  peut  encore  trouver  a  priori  cette 
vitesse  si  l'on  fait  la  remarque  suivante. 

L'élimination  décentre  les  équations  (i)  et  (3)  donne 


d^-x       Â*  d^Q 
d'où,  en  intégrant, 


dr^         H    dti  "^' 


.    ^  dx       k^  rfO  A2 

('^  di^Hdi=''~li'^" 

La  quantité  (7)  reste  donc  constante  pendant  la  première  et  la  deuxième 
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phase  du  mouvement,  car  réquation  (7)  étant  obtenue  par  l'élimination 
de/,  a  lieu  quelle  que  soit  la  loi  de  la  réaction  tangentiellc.  Dans  la 
phase  finale 

dt"     '         dt"  R' 

on  a  donc,  en  portant  dans  (7), 

(8)  ^V'"*"  Ri)  =^0—  p-wo, 

d'où  V.  Par  exemple,  si,  i^o  étant  positif,  on  a  Pq  —  -p  too  <  o,  le  mouvp- 

meDt  final  de  roulement  est  tel  que  V<o;  il  est  de  sens  contraire  au 
mouvement  de  translation  initial  de  C. 

C'est  ce  qu*il  est  facile  de    réaliser  en  lançant  le  cerceau  (i^o  >  o)  en 

avant  après  lui  avoir  imprimé  un  fort  mouvement  de  rotation  f  t»)o>  "z^lî 

le  cerceau,  après  s*être  d'abord  éloigné,  revient  en  roulant. 

L'équation  (7)  signifie  que,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  le 
point  matériel  du  cerceau  qui  se  trouve  à  chaque  instant  au-dessus  du 

centre,  à  une  distance -=79  a  une  vitesse  absolue  constante.  Si  le  cerceau 

n 

est  suffisamment  mince   pour  pouvoir  être  assimilé  à   une  circonférence 

matérielle,  k  est  égal  à  R,  et  le  point  dont  la  vitesse  est  constante  est  le 

point  le  plus  haut  A. 

376.  Exemple  m.  —  Une  échelle  AB  {Jig.  '2i4)>  de  masse  m,  est 
appuyée  sur  un  sol  horizontal  Ox  et  contre  un  mur  vertical  Oy  :  la  ligne 
médiane  de  l'échelle  est  supposée  située  dans  un  plan  perpendiculaire  au 
mur  et  au  sol,  plan  que  nous  prenons  pour  plan  de  la  figure.  On  imprime 
à  l'échelle  une  vitesse  initiale  tendant  à  rapprocher  le  point  B  du  point  0; 
trouver  le  mouvement  en  admettant  qu'il  y  ait  frottement  sur  le  sol  et  le 
mur  et  que  le  coefficient  de  frottement  au\  deux  extrémités  soit  Vunité 

Remarquons  tout  d'abord  que,  le  coefficient  de  frottement  étant  1, 
l'échelle  est  en  équilibre  dans  toutes  ses  positions.  En  efi'et,  le  centre  de 
gravité  G  est  au  milieu  de  AB  {Jig,  "214)  :  si  l'on  mène  en  A  et  B  des 
droites  AM  et  BM  faisant  respectivement  avec  les  normales  au  sol  et  au 
mur  des  angles  de  4^^  (angle  de  frottement  dans  le  cas  actuel),  le  point  M 
est  toujours  à  gauche  de  la  verticale  du  point  G,  et,  par  suite,  il  y  a  équi- 
libre,  quelle  que  soit  l'inclinaison  de  l'échelle  (n'  19i;  il  faut  remarquer 
que  G  est  actuellement  le  milieu  de  AB). 

Une  fois  l'échelle  lancée,  les  forces  qui  agissent  sur  elle  sont  :  le  poids 
ntg  appliqué  en  G,  la  réaction  normale  N  du  sol  au  point  A  et  la  force  de 
frottement  en  A  dirigée  de  A  vers  0  et  égale  à  N  (car/=  1);  la  réaction 


iG6 
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normale  N'  du  mur  sur  le  point  B  et  la  force  de  frottement  N'  dirigée  sui- 
vant OB.  Appelons  a  Tangle  de  l'échelle  avec  le  mur,  2/  sa  longueur, 
nik^  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  perpendiculaire  au  plan  de 

Fig.  214. 


1 

f 

B 

/  \ 

N 

/         \ 

/           ^ 

/ 
/ 

\' 

C 

[      H^ 

A 

st^ 

la  figure  au  point  G.  Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
(J,  7j)  donnent 


(I) 


,,^^  =  N'-N, 


w -^  =  -  m^ -t- N' -+- N. 


Appliquons  ensuite  le  théorème  des  moments  au  mouvement  relatif  au- 
tour du   centre  de  gravité  G.  Ce  mouvement  relatif  est  une  rotation  de 

vitesse  angulaire  -3-  autour  d'un  axe  mené  par  G  perpendiculairement  au 

plan  de  la  figure.  On  a  donc 


{•^) 


mk^  ~=z  l(^  —  N')  sina  —  /(N  -f-  N')cosa, 


commç  on  le  voit  immédiatement  en  évaluant  géométriquement  les  mo- 
ments des  forces  par  rapport  au  point  G.  Des  équations  (i)  tirons  M'  —  N 
et  N'-+-  N  pour  les  porter  dans  (2);  il  vient 


(3) 
Mais 


A» 


(4) 


=^^/cosa-/(^^cosatH-^^s.naj 

5  =  /  sina,         7j  =  /cosa, 

= —  «  (  -r  )    S'not  -h  /  -r—  cosa, 
\dtl  dt^ 


d^ 
dt* 

d^Ti  .   /doLY  ,<Y«a    . 

-7—  = — /   (  -7-  )   cosa  —  /  -7  -   sin  a. 
dt*  \dl  I  dV^ 


Remplaçant  dans  (3),  on  a  enfin  pour  l'équation  du  mouvement 


(5) 


*'^;='- (S)' --'"•'. 
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équation  analogue  à  celle  du  mouvement  d'un  pendule  simple  soumis  à 
une  résistance  de  milieu  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  (n°  249). 
Pour  intégrer,  posons 


€/*a       da:       d%'  d%        \  r/ot'« 
dt^        dt        d'x  dt        1    dT.  ' 

l'équation  devient 

(6) 

—j—  =  Xa'*  —  fx  cos a, 

équation  linéaire  en  a'*,  dont  Tintégrale  générale  est 
(7)  a'»  =  Ge>^« !^(sina  — Xcosa). 

La  vitesse  angulaire  initiale  aj,  correspondant  à    a  =  ocq  étant  donnée, 
OD  a 


(8) 


G  =  e-^««  I  ajî  H IL-  (sin  20  —  X  cosao) 


Les  formules  (i)  permettent  de  calculer  N  et  N'  en  fonction  de  a,  a',  et 
par  suite  en  fonction  de  oc.  Les  calculs  précédents  ne  s'appliquent  que  tant 
que  N  et  N'  sont  positifs.  Si  l'une  de  ces  réactions  s'annulait  pour  devenir 
négative,  l'extrémité  correspondante  de  l'échelle  ne  porterait  plus  :  les 
équations  devraient  être  modifiées. 

c-    /       .         '  •         .    /fx  cosao     dn!^  ...  jm    ,     r       a    f{t\ 

Si  otjj  est  supérieur  a  — = — ^ >  —r-  est  positif,  au  début,  d  après  (0), 

a'*  va  constamment  en  croissant  et  l'échelle  glisse  avec  une  vitesse  crois- 
sante.   

Si  a^  est  inférieur  à      ^  . ^,  a'*  va  d'abord   en   diminuant;    dans  ce 

cas,  il  peut  arriver  que,  pour  une  certaine  valeur  de  a,  a'*  s'annule  : 
l'échelle  s'arrête  alors  dans  la  position  correspondante,  car  elle  est  en 
équilibre  dans  toutes  les  positions. 

On  pourra  traiter  de  même  le  cas  où  le  coefficient  de  frottement  aurait 
une  valeur  quelconque/. 

377.  Frottement  des  tourillons  sur  les  coussinets.  —  Pour  assujettir 
un  solide  à  tourner  autour  d'un  axe,  on  lie  invariablement  au  solide  deux 
cylindres  circulaires  droits  égaux  Tf  et  Tj,  placés  dans  le  prolongement 
l'un  de  l'autre  :  ce  sont  les  tourillons.  Ces  tourillons  sont  ensuite  placés 
sur  deux  surfaces  cylindriques  de  révolution  fixes,  ayant  un  axe  commun 
parallèle  à  celui  des  tourillons;  ces  surfaces  se  nomment  coussinets.  On  a 
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lîguré  {fig*  ai6)  en  Tj  et  Ci  un  tourillon  reposant  sur  un  coussinet,  en 
faisant  une  section  droite  du  tourillon  et  exagérant  la  diOerence  entre  le 
rayon  du  tourillon  et  celui  du  coussinet. 


Fig.  2i5. 


T,q: 


IZIT, 


Supposons  que  le  corps  solide,  rendu  mobile  de  cette  manière,  ait  son 
-centre  de  gravité  sur  l'axe  des  tourillons  et  soit  sollicité  par  des  forces 
qui  se  réduisent  à  un  couple  de  moment  H  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
à  Taxe  des  tourillons  et  à  une  force  P  constante  en  direction  perpendicu- 
laire à  l'axe;  on  peut  toujours  supposer  que  cette  force  rencontre  Taxe  en 
modifiant  convenablement  le  couple  H.  Dans  la  figure,  l'axe  est  supposé 
horizontal  et  la  force  P  verticale.  Voyons  ce  qui  se  passe  à  l'une  des  extré- 
mités. Le  tourillon  tournant  dans  le  sens  de  la  flèche  B  frotte  sur  le  fond 
du  coussinet;  il  commence  par  rouler  sur  celui-ci  et  son  centre  s'arrête 
dans  une  position  Of,  le  point  de  contact  étant  Ai.  Le  tourillon  tourne  alors 
autour  de  son  axe  Oi  en  frottant  sur  le  coussinet  en  Ai.  La  réaction  du 
coussinet  se  compose  donc  d'une  réaclion  normale  Ni,  rencontrant  l'axe,  et 
d'une  force  tangentielle  /"Nj  ;  nous  appellerons  o  l'angle  de  Ni  avec  la  direc- 


Fig.  216. 


lion  <lc  P.  A  l'autre  extrémité,  les  mêmes  faits  se  produiront  :  les  forces 
■appliquées  au  tourillon  seront  Nj  et  /Nj;  l'angle  ©  sera  le  même,  car  les 
coussinets  obligent  l'axe  à  rester  horizontal.  Le  corps  tourne  alors  autour 
^l'un  axe  fixe,  l'axe  du  tourillon  :  son  centre  de  gravité  étant  immobile,  la 
somme  des  projections  des  forces  extérieures  sur  une  direction  quelconque 
est  nulle.  Projetons  successivement  sur  la  direction  P  et  la  direction  per- 
pendiculaire à  P  et  à  l'axe,  en  remarquant  que  le  couple  H  ne  donne  rien. 

Il  vient 

P  — (  Ni  -h  Nj)  cosci  — /(  N,  -f-  Xa)  sin  cp  =  o, 

(Ni -H  Na)  sin  cp  — /{  \i  -h  N'j)  cosqp  =  o. 
La  deuxième  équation  donne  tangQ  =  f\  o  est  donc  Yangle  de  frotte- 
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ment.  La  première  donne  ensuite,  en  remplaçant /par  tango, 

\i-hN,  =  Pcoscp. 

Pour  avoir  maintenant  Téquation  du  mouvement,  appliquons  le  théorème 
des  moments  par  rapport  à  Taxe  des  tourillons,  en  appelant  MX:*  le  mo- 
ment d'inertie  par  rapport  à  cet  axe,  u)  la  vitesse  angulaire  et  p  le  rayon 
Oi  A|  des  tourillons  :  il  vient 

M*»^"  =  H-/i>(N,-i-N,), 
ou  enfin 

MAî^  =  lI_pPsin(p. 

Il  faut  remarquer,  pour  écrire  cette  équation,  que  la  somme  des  mo- 
ments des  deux  forces  du  couple  par  rapport  à  Taxe  est  précisément  son 
moment  H,  car  le  plan  du  couple  est  supposé  perpendiculaire  à  Taxe. 

378.  Modérateur  à  ailettes.  —  Soit  un  treuil  de  masse  M  et  de  rayon  R, 
mobile  autour  d*un  axe  horizontal  par  l'intermédiaire  de  deux  tourillons 
de  rayon  p;  sur  ce  treuil  est  enroulée  une  corde  dont  on  néglige  la  masse 
et  qui  pend  verticalement  en  portant  à  son  extrémité  un  corps  pesant  de 
masse  m.  Sur  certains  des  rayons  du  treuil  sont  montées  des  ailettes  planes 
toutes  égales  entre  elles,  dont  les  plans  passent  par  Taxe;  ces  ailettes  sont 
deux  à  deux  diamétralement  opposées,  de  sorte  que  leur  nombre  n  est  pair. 
Quand  le  treuil  tourne,  ces  ailettes  frappent  l'air;  il  en  résulte  sur  chaque 
ailette  une  pression  normale  dirigée  en  sens  contraire  du  mouvement 
de  rotation.  Les  ailettes  étant  égales  et  deux  à  deux  diamétralement  oppo- 
sées, toutes  ces  pressions  sont  deux  à  deux  égales  et  opposées  et  se  réduisent 
à  un  couple  dont  Taxe  est  parallèle  à  Taxe  du  treuil.  Evaluons  la  somme  des 
moments  de  ces  pressions  par  rapport  à  l'axe  :  on  admet  que  la  pression /? 
de  i*air  sur  un  élément  superficiel  d^  est  proportionnelle  à  l'élément  et  au 
carré  de  la  vitesse  de  l'élément  ;  si  donc  on  appelle  r  la  distance  de  Félé- 
ment  de  l'ailette  à  l'axe,  u)  la  vitesse  angulaire  du  treuil,  on  a 

p  =  hoi^r^di. 
Le  moment  de  cette  pression  élémentaire  par  rapport  à  l'axe  c?t 

pr  =  hbi^r^d<3 
et  le  moment  résultant  pour  une  ailette 


/<(o'  /  r^d^  =  {jLto', 
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fx  désignant  une  constante;  le  moment  résultant  pour  les  n  ailettes  est  égal 
à  n  fois  cette  quantité. 

Ceci  posé,  le  treuil  est  sollicité  par  son  poids  M^  appliqué  sur  Taxe, 
par  la  tension  T  de  la  corde  qui  supporte  le  poids,  par  les  pressions  sur 
les  ailettes  et  enfin  par  les  réactions  tangentielles  et  normales  des  coussi- 
nets sur  les  tourillons.  Nous  pouvons  transporter  T  parallèlement  à  elle- 
même  sur  Taxe  dans  un  plan  normal  à  l'axe,  en  ajoutant  le  couple  de  mo- 
ment TR  provenant  du  transport,  couple  tendant  à  faire  croître  eu.  Nous 
aurons  donc,  en  résumé,  une  force  verticale 

P  =  T-+-M^ 

appliquée  sur  Taxe,  un  couple  de  moment 

H  =  TR  — /i|ji(o2, 

et  les  réactions  des  coussinets. 

D'après  la  formule  du  numéro  précédent,  en  appelant  o  l'angle  de  frot- 
tement des  tourillons  sur  les  coussinets,  on  a  donc  l'équation  du  mouve- 
ment 

Mk^^  =TR  — njx(o2— p{T-+-IVI^)sino. 

D'autre  part,  la  vitesse  du  corps  rn  suspendu  à  la  corde  étant  Reu,  l'équa- 
tion du  mouvement  de  ce  corps  sollicite  par  son  poids  et  la  tension  T 
donne 

mR  -.-  —  —  T  -T-  nif^. 

Eliminant  T  entre  ces  deux  équations,  on  a  Téquation  du  mouvement 
sous  la  forme 

OÙ  X  et  a  désignent  des  constantes 

X  =  -^—j- ^— ^= : —  ,  a  =  —  [ /«  R  —  p(  M  -+-  m )  sin  ï.  ]. 

La  première  constante  X  est  essentiellement  positive,  car  p<R;  la 
deuxième  a  peut  être  positive,  négative  ou  nulle  : 

1°  a  >  o.  Supposons  le  treuil  abandonné  à  lui-même,  sans  vitesse  ini- 
tiale. Alors  —T-  étant  positif,  'd  croît  constamment  jusqu'à  w  =  /a*,  quand 

to  tend  vers  v^a» 


_  I    r""   du 
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augmente  iodéfîniment.  Donc  la  vitesse  angulaire  va  en  croissant  et  tend 

vers  ^.  (Discussion  identique  à  celle  de  la  chute  d'un  corps  pesant  dans 
un  milieu  résistant.) 

u*  2^0.  En  supposant  encore  que  la  valeur  initiale  de  ta  soit  nulle,  on 

trouverait  -t-  <  o;  d'après  l'équation  le  treuil  tendrait  donc  à  tourner  en 

sens  inverse  du  sens  dans  lequel  tire  le  poids  mg.  Ce  qui  est  absurde. 
Dans  ce  cas,  le  poids  mg^  est  insuffisant  pour  vaincre  le  frottement  au  dé- 
part et  le  treuil  reste  en  équilibre.  Les  équations  qui  sont  établies  dans 
l'hypothèse  du  mouvement  ne  s'appliquent  plus.  La  discussion  complète 
dans  l'hypothèse  tu©  >  o  serait  analogue  à  celle  du  mouvement  ascendant 
d'un  poids  dans  un  milieu  résistant. 

Le  cas  aSo  ne  peut  pas  se  produire  quand  il  n'y  a  pas  de  frottement  : 
CD  effet,  si  ^  =  o,  a  est  positif. 

379.  Aroboutement.  —  Il  peut  arriver  que  le  frottement  em- 
pêche complètement  certains  mouvements  qui  seraient  possibles 
géométriquement  s'il  n'y  avait  pas  de  frottement.  On  dit  alors  qu'il 
y  a  arc'boutement.  Ce  cas  se  reconnaît  sur  les  équations  parce  fait 
que  l'équilibre  persiste  quelque  grandes  que  soient  les  intensités 
des  forces  motrices. 

Considérons,  par  exemple,  un  corps  pesant  placé  sur  un  plan 
incliné  faisant  avec  l'horizon  un  angle  moindre  que  l'angle  de 
frottement.  Si  ce  corps  est  tiré  verticalement  vers  le  bas  par  une 
corde  passant  dans  une  fente  du  plan,  il  ne  se  mettra  pas  en  mou- 
vement quelque  grand  que  soit  l'effort  de  traction  exercé  par  la 
corde. 

IV.  -  FROTTEMENT  DE  ROULEMENT. 

380.  Généralités.  —  Dans  le  paragraphe  précédent  nous  avons 
négligé  le  frottement  de  roulement  et  de  pivotement.  Nous  allons 
maintenant  traiter  quelques  exemples  dans  lesquels  nous  tien- 
drons compte  du  frottement  de  roulement,  en  laissant  de  côté 
le  frottement  de  pivotement. 

Rappelons  brièvement  ladéfmition  du  frottement  de  roulement 
donnée  dans  le  premier  Volume  (n**  196).  Soit  un  cylindre  droit 
à  base  circulaire  pouvant  rouler  sur  un  sol  horizontal  ;  lorsqu'on 
veut  tenir  compte  du  frottement  de  roulement,  on  admet  que  la  réac- 
tion du  sol  se  compose  : 
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i**  D'une  réaction  normale  N  appliquée  au  point  de  contact 
géométrique  m  ; 

2"  D'une  réaction  tangentielle  F  s'opposant  au  glissement; 

3°  D'un  couple  de  moment  H  dont  l'axe  est  parallèle  aux  géné- 
ratrices du  cylindre,  ce  couple  s'opposant  au  roulement. 

■ 

Trois  cas  sont  à  distinguer  : 
Équilibre,  —  S'il  y  a  équilibre,  on  a 

F</N,        IKNS, 

où/  est  le  coefficient  du  frottement  de  glissement  et  où  0  est  un 
coefficient  linéaire  appelé  coefficient  du  roulement.  Ce  coeffi- 
cient est  une  constante  qui  dépend  du  rayon  du  cylindre  et  de  la 
nature  des  corps  en  contact. 

Roulement.  —  S'il  y  a  roulement  sans  glissement,  on  a 

Glissement,  —  S'il  y  a  glissement  sans  roulement,  on  a 

F=/N. 

Il  paraît  naturel  de  prendre  alors 

*    H<No; 

mais,  comme  ce  couple  H  est  très  petit  par  rapport  au  frottement 
de  glissement,  on  peut  ordinairement  le  négliger  et  prendre  H  =  0. 
Glissement  et  roulement,  —  On  a  alors 

F=/N,        11  =  No; 

on  néglige  habituellement  H. 

381.  Roulement.  —  Examinons  de  plus  prcs  le  cas  du  roule- 
ment. Alors  le  couple  H  est  égal  à  N  0  ;  on  peut  composer  ce  couple 
avec  la  réaction  normale  N  appliquée  au  point  de  contact  géomé- 
trique m.  La  résultante  deN  et  H  est  une  force  N'égale  et  parallèle 
à  N  transportée  en  avant  de  N  à  une  distance  5.  On  peut  donc  aussi 
tenir  compte  du  frottement  de  roulement  pendant  le  roulement,  en 
admettant  que  la  réaction  normale  du  sol,  au  lieu  d'être  appliquée 
au  point  géométrique  de  contact/;?,  est  appliquée  en  avant  de  ce 
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point  à  une  distance  8  de  la  normale  en  m.  La  réaction  langen- 
lielle  est  toujours  une  force  F  moindre  que/N.  A  l'état  de  repos, 
on  a  H<cN8;  alors  la  réaction  normale  est  transportée  en  avant 
à  une  distance  e  moindre  que  8. 


Fig.  217. 


C'est  sous  cette  forme  que  nous  Introduirons  le  frottement  de 
roulement  dans  les  applications  suivantes  : 

382.  Exemple  I.  —  Roulement  d*un  cylindre  circulaire  homogène 
pesant  sur  un  plan  horizontal.  —  Le  cylindre  étant  immobile,  cherchons 
d'abord  quelle  force  horizontale  4>  il  faut  appliquer  au  cylindre  parallèle- 
ment au  sol  et  perpendiculairement  aux  génératrices  pour  le  faire  rouler. 

Appelons  h  la  distance  de  la  force  <I>  au  plan,  P  le  poids  du  cylindre. 
Déterminons  d'abord  la  force  4>,  de  façon  qu'il  y  ait  équilibre.  Dans  cette 
hypothèse,  les  forces  appliquées  au  cylindre  sont  la  force  <l>,  le  poids  P, 
la  réaction  normale  N  transportée  en  avant  en  m'  à  une  distance  e  de  la 
normale  moindre  que  0,  enfin  la  réaction  tangentielle  F  moindre  que/N 
{/ig,  7.1Z). 

Fig.  218. 


Écrivons  que  les  sommes  des  projections  de  ces  forces  sur  la  verticale 
et  rhorîzontale  sont  nulles,. 


N  =  P, 


F  =  <l>. 


Écrivons  que  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  au  point  de  contact 
géométrique  m  est  nulle  :  nous  avons,  puisque  F  et  P  ont  des  moments 

nuls, 

<t>/i  —  Ns  =  o. 
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Écrivons  F  </N,  e  <  o,  nous  aurons 

P8 
(I)  *<P/,         *<X" 

Si  ces  deux  conditions  sonl  remplies,  il  y  a  équilibre. 

Si  elles  ne  le  sont  pas  toutes  deux,  l'équilibre  est  rompu;  mais  il  peut 
l'être  de  façons  différentes,  suivant  que  l'une  ou  l'autre  des  inégalités  n'est 
pas  satisfaite. 

Supposons  d'abord 


/>î> 


0  ,  0 


alors  on  peut  donner  à  4>  une  valeur  telle  que 

Po 

P/>*>-r- 


L'équilibre  est  rompu;  il  y  a  roulement^  car,  la  force  4>  étant  inférieure 
au  frottement  de  glissement  au  départ  yP,  le  glissement  ne  peut  pas  se 
produire. 

Supposons,  au  contraire. 


alors  on  peut  prendre 

¥>*>p/; 

il  se  produit  dans  ce  cas  un  glissement. 
Comme  application,  imaginons  que  l'on  ait 

,,>|,      P/>*>£^. 

Le  cylindre  se  met  à  rouler  et  à  l'instant  Hl  a  acquis  une  certaine  vitesse. 
Cherchons  quelle  est  la  valeur  quHl  faut  donner,  à  partir  de  cet  in- 
stant, à  la  force  horizontale  <t>  placée  à  la  hauteur  h,  pour  que  le 
mouvement  de  roulement  reste  uniforme? 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  les  forces  appliquées  au  cylindre  pen- 
dant le  roulement  se  fassent  équilibre.  En  effel,  le  centre  de  gravité  devant 
être  animé  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme,  la  résultante  des  forces 
appliquées  au  corps  solide  doit  être  nulle.  Puis,  le  mouvement  relatif  du 
corps  autour  du  centre  de  gravité  devant  être  une  rotation  de  vitesse 
constante  autour  d'un  axe  de  direction  fixe,  le  moment  résultant  de  ces 
forces  doit  être  nul.  Les  forces  doivent  donc  se  faire  équilibre. 

Réciproquement,  si  les  forces  se  font  équilibre  sur  le  cylindre  une  fois  mis 
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en  mouvement,  son  centre  de  gravité  décrit  une  droite  d'un  mouvement 
uniforme. 

Projetons  encore  les  forces  sur  la  verticale  et  l'horizontale,  nous  avons 

N  =  P,        F  =  *,        d'où        *<P/, 

car  il  n'y  a  pas  glissement. 

Prenons  ensuite  les  moments  par  rapport  au  point  de  contact  géomé- 
trique m,  en  remarquant  que  la  somme  des  moments  est  nulle  et  que  la 
distance  de  N  à  /n  est  o  dans  le  roulement.  Nous  avons 

Aussi,  pour  mettre  le  cylindre  en  mouvement  en  le  faisant  rouler,  il  faut 

PS 
lui  appliquer  une  force*  supérieure  à  -r-- >  mais  inférieure  à /P.  Puis,  dès 

que  le  centre  de  gravité  du  cylindre  a  atli*  "t  la  vitesse  voulue,  pour  main- 
tenir celte  vitesse  de   roulement,  il  suffit  de  donner  brusquement  à   la 

Po 
force  4>  la  valeur  -r-- 

n 

383.  Emploi  des  rouleaux  pour  transporter  les  matériaux  sur  un  sol 
horizontal.  —  Supposons  qu'une  pièce  pesante  P  ayant  la  forme  d'un  pa- 
rallélépipède rectangle  soit  supportée  par  deux  rouleaux  Oi  et  Ot  de  môme 
diamètre,  à  axes  parallèles  et  reposant  sur  un  sol  horizontal.  Cherchons 
quelle  est  la  force  horizontale  4>  perpendiculaire  aux  axes  des  rouleaux 

Fig.  219. 


F.' 


qu'il  faut  appliquer  à  la  pièce  P  pour  la  faire  avancer  d'un  mouvement 
uniforme,  les  rouleaux  roulant  à  la  fois  sur  la  pièce  et  sur  le  sol.  Les  forces 
appliquées  à  la  pièce  sont  :  la  force  horizontale  4>,  le  poids  P  de  cette  pièce, 
les  réactions  tangentielles  Fi  et  Fj  des  rouleaux  sur  la  pièce,  enfin  les 
réactions  normales  Ni  et  N^  des  rouleaux.  Les  forces  appliquées  au  pre- 
mier rouleau  Ot  sont  :  le  poids  p  de  ce  rouleau,  les  forces  F}  et  N',  égales 
et  opposées  à  Fi  et  Ni,  enfin  les  réactions  tangentielles  et  normales  Gi  et 
Mt  du  sol. 
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D*après  les  lois  du  frottement  de  roulement|  la  réaction  Mj  du  sol  est 
placée  à  une  distance  8  du  point  de  contact  géométrique  Ai  dans  le  sens 
du  roulement  sur  le  sol,  et  la  réaction  N  ^  de  la  pièce  sur  le  rouleau  est 
placée  à  une  distance  8'  du  point  de  contact  géométrique  Bi  dans  le  sens 
du  roulement  du  rouleau  sur  la  pièce.  Les  mêmes  faits  se  produiront  sur 
le  deuxième  rouleau,  les  coefficients  8  et  8'  étant  les  mêmes  et  les  réac- 
tions étant  affectées  de  l'indice  2.  Par  raison  de  symétrie,  nous  regarde- 
rons toutes  les  forces  comme  situées  dans  un  même  plan  normal  aux  axes 
des  rouleaux. 

La  pièce  étant  animée  d'un  mouvement  de  translation  uniforme,  les 
forces  qui  lui  sont  appliquées  se  font  équilibre.  En  projetant  ces  forces 
sur  la  verticale  et  l'horizontale,  on  a  les  deux  équations 

(•X)  4>=Fi-t-Fî,         P  =  Ni-t-N,. 

Il  faudrait  ajouter  à  ces  équations  celle  qui  exprime  que  la  somme  des 
moments  des  forces  appliquées  à  la  pièce  est  nulle  par  rapport  à  un  point 
du  plan  des  forces;  mais  cette  relation  ne  sert  pas  pour  la  suite  :  elle  per- 
mettrait de  calculer  Ni  et  Nj. 

Le  rouleau  Oi  étant  animé  d'un  mouvement  de  roulement  uniforme,  les 
forces  qui  lui  sont  appliquées  se  font  équilibre.  Nous  aurons  donc  succes- 
sivement, en  projetant  sur  la  verticale  l'horizontale  et  en  prenant  les  mo- 
ments par  rapport  au  point  Aj, 

y,  _  Ml  H-  N'i  =  o,         G,  —  F',  =  o, 
aRF'i  — M18  — N'i  0=0. 

Gomme  ^\  =  Ni  et  F'j  =  F|,  on  tire  de  là  en  éliminant  M| 


F, 


po  -4-  ]\i(0  -4-  0  ) 

On  trouverait  de  même 

„         po -+- No(o -^- 0') 

On  a  donc  enfin,  d'après  les  équations  (2), 

^  2/>0  -h  P(  0  -4-  0    ) 

On  peut  ordinairement  négliger/?  devant  P  et  réduire  celle  formule  à 

q>  =   — i • 

2R 

Si  la  pièce  glissait  directement  sur  le  sol,  on  trouverait  que  la  force  ca- 
pable de  lui  imprimer  un  mouvement  uniforme  serait  /P,  valeur  notable- 
ment supérieure  à  la  précédente. 
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EXERCICES. 

1.  Pendule  à  deux  branches  (Métronome).  —  On  considère  un  pendule  com- 
posé constitaé  par  une  tige  homogène  mobile  dans  un  plan  vertical  autour  d'un 
axe  O  perpendiculaire  au  plan.  La  partie  de  cette  tige  située  au-dessous  de  O  est 
très  courte  et  porte  à  son  extrémité  un  poids  assez  lourd  qui  constitue  le  poids 
moteur;  la  partie  de  la  tige  située  au-dessus  de  O  est  plus  longue  et  porte  un 
petit  poids  qui  peut  glisser  et  être  arrêté  en  chaque  point  voulu  et  qui  constitue 
le  poids  régulateur. 

Étadier  la  durée  des  oscillations  infiniment  petites  suivant  la  position  du  poids 
régulateur. 

(Il  suffit  d'appliquer  la  théorie  du  pendule  composé  en  remarquant  que  le 
moment  d'inertie  varie  avec  la  position  du  poids  régulateur.  Hirn,  Comptes 
reuduSf  t.  CV,  p.  40.) 

2.  Une  porte  homogène  est  fixée  par  deux  gonds  à  un  axe  faisant  un  angle 
donné  avec  la  verticale.  Trouver  le  mouvement  et  la  pression  sur  les  gonds. 

(Route,  d  Dynamics,  I"  vol.,  p.  97.) 

3.  Un  corps  solide  tourne  autour  d'un  axe  fixe  Oz  sous  action  de  forces  dis- 
posées symétriquement  par  rapport  au  plan  du  cercle  décrit  par  le  centre  de  gra- 
TÎté;  le  corps  lui-même  est  symétrique  par  rapport  à  ce  plan.  Calculer  les  pres- 
sions sur  l'axe  fixe. 

Péponse.  —  Il  est  évident  que,  dans  ce  cas,  les  pressions  sur  l'axe  peuvent 
être  réduites  à  une  force  unique,  appliquée  au  point  o  le  plan  de  symétrie  coupe 
Taxe  et  située  dans  ce  pian.  Les  formules  générales  détermineront  cette  force. 

4.  On  considère  une  masse  déterminée  homogène  continue  de  matière  ayant  la 
forme  d'un  cylindre  de  hauteur  donnée  qu'on  fait  osciller  autour  d'une  parallèle 
anx  génératrices.  Quelle  forme  doit  avoir  la  base  et  comment  doit  être  choisi 
l'axe  de  suspension  pour  que  la  longueur  du  .pendule  simple  synchrone  soit  mi- 
nimum? 

Réponse.  La  base  doit  être  un  cercle  et  l'axe  doit  passer  au  milieu  du  côté  du 
carré  inscrit.  (Db  Saint-Germain,  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France^  t.  II,  p.  54.) 

5.  Axes  de  suspension  d'un  pendule  composé  pour  lesquels  la  longueur  du 
pendule  simple  synchrone  a  une  valeur  donnée.  —  Imaginons  un  solide  déter- 
miné; si  l'on  suspend  ce  solide  autour  d'une  droite  A  qui  lui  est  invariablement 
liée,  prise  comme  axe  de  suspension,  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone  a 
QQe  certaine  valeur  /.  Appelons  point  de  suspension  la  projection  J  du  centre  de 
SnTité  G  du  corps  solide  sur  Taxe  A.  Par  chaque  point  de  suspension  J  passent 
alors  une  infinité  d'axes  de  suspension  A  perpendiculaires  à  GJ  :  à  ces  axes  cor- 
'^pondent,  en  général,  des  longueurs  différentes  /  pour  le  pendule  simple  syn- 
elnonc. 

Tons  les  points  de  suspension  par  lesquels  il  passe  au  moins  un  axe  A  tel  que 
•  ^t  une  valeur  donnée  k  sont  situés  sur  ou  entre  les  deux  nappes  d'une  sur- 
"W  obtenue  en  prolongeant  les  rayons  vecteurs,  issus  du  centre  d'une  surface 

des  ondes,  de  la  longueur  constante  -•  Par  les  points  de  suspension  situés  sur 
^edes  nappes,  il  ne  passe  qu'un  axe  de  suspension  A  répondant  à  la  question; 
II.  12 


T78      DEUXIÈME  PARTIE.  —  DYNAMIQUE  DES  SYSTEMES. 

par  les  points  de  suspension  situés  entre  les  deux  nappes,  il  en  passe  deux;  par 
chacun  des  points  coniques  de  la  surface,  pris  comme;  points  de  suspension,  il  en 
passe  une  infinité.  (Bôgklen,  Journal  de  Crelle,  t.  98.) 

6.  Deux  barres  matérielles  homogènes  égales  AB  et  AB',  de  longueur  a/  et  de 
masse  M,  sont  articulées  l'une  à  l'autre  par  une  extrémité  A.  On  demande  le 
mouvement  de  ces  deux  barres  en  supposant  qu'elles  soient  lancées  dans  un  plan 
horizontal  XOY  sur  lequel  elles  glissent  sans  frottement. 

On  appellera  ^,  r^  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  du  système,  6  l'angle 
de  la  droite  GA  avec  OX,  2a  l'angle  BAB'  des  deux  barres,  et  MA:*  le  moment 
d'inertie  de  chaque  barre  par  rapport  à  son  milieu.  (Licence,  Paris,  i885). 

7.  Un  tube  rectiligne  homogène  AB  de  section  infiniment  petite  et  delongueui* 
la  glisse  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal;  un  point  matériel  M  dont  la 
masse  est  égale  à  celle  du  tube  est  mobile  sans  frottement  à  l'intérieur  du  tube. 
Trouver  le  mouvement  du  système  et  la  pression  du  point  M  sur  le  tube. 

On  appellera  0  l'angle  de  AB  avec  un  axe  fixe  OX  et  a  r  le  segment  CM  compté 

à  partir  du  centre  G  du  tube.  On  examinera  en  particulier  le  cas  où  la  vitesse 

dp 
initiale  du  centre  de  gravité  du  système  et  la  valeur  initiale  de  -j-  seraient  nulles; 

on  indiquera,  dans  ce  cas,  la  forme  de  la  trajectoire  du  point  M. 

(Licence,  Paris,  1887.) 

Bésultats. 

I         k'\  M 


(S)' -(-?)(©•-• 


r  s'exprime  en  fonction  uniforme  de  6  par  une  fonction  elliptique.  (Voir 
Fonctions  elliptiques  et  leurs  applications,  par  Greenhill,  traduction  de  Griess, 
p.  107,  n"  86.) 

8.  Sur  un  plan  horizontal  glisse  sans  frottement  un  tube  rigide  de  section  infi- 
niment petite;  ce  tube  affecte  la  forme  d'une  courbe  qui,  rapportée  au  centre  de 
gravité  C  du  tube  comme  origine  et  à  un  axe  GA  invariablement  lié  au  tube 
comme  axe  polaire,  a  une  équation  donnée  8  =/(/•).  Dans  l'intérieur  du  tube 
glisse  sans  frottement  un  point  m  de  même  masse  que  le  tube.  Trouver  le  mou- 
vement du  système  supposé  placé  dans  des  conditions  initiales  arbitraires. 

Réponse.  —  Le  centre  de  gravité  G  milieu  de  Cm  est  animé  d'un  mouvement 
rectiligne  uniforme.  Rapportons  le  mouvement  à  des  axes  Gx'tGy  de  directions 
fixes  menés  par  G.  La  position  du  système  est  alors  définie  par  les  coordonnées 


polaires  Gm=  -»  niGx  =adu  point  m  et  l'angle  p  de  GA  avec  Gx'.  Le  théo- 
rème des  forces  vives  donne 

r''-hr«a''-haA-'p'«=    , 
et  celui  des  moments 

r*a'-f-  2A:*3'  =  const.  ; 

d'ailleurs  6  =  ACM  =a— p=/(r).  D'où  a,  p  et  r  en  fonctions  de  t. 

9.  Un  tube  rectiligne  homogène  AB,  de  section  infiniment  petite  et  de  masse  m, 
est  mobile  dans  un  plan  horizontal  xOy  autour  de  son  milieu  O  qui  est  fixe. 
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Un  point  matériel  M^  de  même  masse  m,  glisse  sans  frottement  dans  le  tube  et 
est  attiré  par  le  point  O,  proportionnellement  à  la  distance.  Trouver  le  mouve- 
ment  du  système. 

On  appellera  mk*\e  moment  d'inertie  du  tube  par  rapport  au  point  0,6  Fangle 
^OA,  r  la  distance  OM  et  \imr  la  valeur  absolue  de  l'attraction  du  point  O  sur 
le  point  M. 

On  étudiera,  en  particulier,  le  mouvement  en  supposant  qu'à  l'instant  initial 
<  =  o,  on  ait 

dr  rfe 


r  =^  r 


of 


de 


=  o, 


—   :^  (t)  . 
dt  » 


Dans  quel  cas  la  trajectoire  sera-t-elle  une  circonférence  de  centre  O? 

(Licence,  Paris.) 
Mésuiiats,  —  i"  La  somme  des  [moments  des  quantités  de  mouvement  par  rap- 
port au  ix>iut  O  est  constante.  Donc 

db  db 

de  dt 

a*  Le  théorème  des  forces  vives  donne 

où  A  est  une  constante  arbitraire.  On  a  ainsi  r  et  0. 
L'élimination  de  -7-  donne  t  ea  r  par  une  quadrature. 

10.  Dans  l'exemple  III,  n*  368,  on  remplace  le  double  cône  par  une  sphère 
ayant  son  centre  dans  le  plan  vertical  ÇO^  mené  par  la  bissectrice  Ox  de  l'angle 
I>OD',  et  assujettie  à  rouler  sans  glisser  sur  les  guides  CD  et  OD'. 

Trouver  le  mouvement  de  cette  sphère.  (Bille  de  billard  roulant  sur  deux 
queues  qui  forment  un  angle.) 

aésulUUs,  —  On  vérifie  sans  peine  que  le  centre  C  de  la  sphère  décrit,  dans 
le  plan  yertical  yOx  mené  par  la  bissectrice  Ox  de  l'angle  des  deux  guides,  une 

ellipse  BGA  dont  les  axes  sont  a  =  -^^^t  6  =  R,  où  9  désigne  le  demi-angle  des 
guides  {fig.  aao). 


La  sphère  roulant  sur  les  deux  guides,  l'axe  instantané  de  rotation  de  la 
sphère  est  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  avec  les  guides  :  le 
point  T,  où  cet  axe  rencontre  Ox  est  le  centre  instantané  de  rotation  dans  le 
plan^Oâ?,  et  CT  est  normal  en  C  à  l'ellipse  lieu  du  centre.  Appelons  r  la  lon- 
goenr  de  cette  normale,  6  l'angle  dont  la  sphère  a  tourné  à  partir  de  sa  position 
initiale,  d*  Télément  d'arc  de  l'ellipse. 
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La  vitesse  V  du  point  C  est 

d'après  la  propriété  fondamentale  da  centre  instantané  de  rotation.  Si  l'on  dé- 
signe par  u  Tanomalie  excentrique  du  point  C  de  l'ellipse,  les  coordonnées  x  et 

y  de  ce  point  sont 

œ  —  a  cos  M,       y  =  b  sin  a. 

On  trouve  facilement  pour  la  longueur  de  la  normale  CT 

r"  =  --  ( a»  sin' a  H- 6*  cos* u), 
et  pour  l'élément  linéaire  d'ellipse 

Portant  cette  valeur  dans  (i),  il  vient 

(2)  ^du  =  dB; 

enfin  la  hauteur  C  du  centre  de  gravité  C,  au-dessus  ne  l'horizontale  O^  du 
point  O  est,  i  désignant  l'angle  xO^, 

(3)  ^  =  xsini-hy  cost  =  a  sin  i  cos ix -h  6  cos e  sin  u. 

La  force  vive  totale  de  la  sphère  est,  d'après  le  théorème  de  Kœnig, 

MA*  étant  le  moment  d'inertie  de  la  sphère  par  rapport  à  un  diamètre;  on  a  donc, 
en  appliquant  le  théorème  des  forces  vives,  supposant  que  la  sphère  parte  sans 
vitesse  initiale  de  la  position  pour  laquelle  u  =  li^,  et  tenant  compte  de  (a), 


i  -j-^  -h  a»  sin» a  -h  6' cos' ^)  \-j}  ) 


(3) 

=  2g  [a  sini(cosa^,  —  cos^^)  -f-ô  cosi(sini/^  —  sinu)]. 

Cette  formule  donne  ^  en  t^  par  une  quadrature.  On  peut  ainsi  étudier  le  mou- 
vement. Pour  que  la  sphère  semble  remonter,  il  faut  et  il  suffit  que  le  centre 
de  gravité  descende  quand  la  sphère  semble  remonter. 

On  peut  vérifier  que  le  mouvement  de  la  sphère,  au  point  de  vue  cinématique, 
s'obtient  en  faisant  rouler  une  épicycloïde  sur  la  droite  0^7.  (  Voir  Mannheih , 
Journal  de  Liouville,  1869,  et  Comptes  rendus,  novembre  1890.) 

U.  Un  tube  circulaire  homogène  de  masse  M  et  de  section  infiniment  petite 
est  mobile  sans  frottement  dans  un  plan  horizontal  autour  d'un  de  ses  points  O 
supposé  fixe.  Un  point  matériel  m,  de  masse  m,  est  mobile  sans  frottement 
dans  l'intérieur  du  tube,  et  est  repoussé  par  le  point  O  proportionnellement  à  la 
distance. 
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Trouver  le  mouvement  du  système  en  supposant  qu'il  soit  abandonné  à  lui- 
même  sans  vitesse  initiale. 

On  appellera  R  le  rayon  du  tube,  MA:*  son  moment  d'inertie  par  rapport  au 
point  O,  6  l'angle  que  fait  le  diamètre  OA  avec  un  axe  fixe  Ox,  et  a  l'angle  que 
fait  le  rayon  vecteur  Om  avec  le  diamètre  OA.  (Licence.) 

12.  On  considère  une  roue  mobile  autour  d'un  axe  vertical  :  les  rayons  de 
celte  roue  sont  creux;  dans  chacun  d'eux  est  placé  un  boulet  sphérique  de 
masse  m;  les  centres  de  ces  boulets  sont  tous  à  la  même  distance  initiale  c  de 
Taxe  de  la  roue. 

On  met  cette  roue  en  mouvement  en  lui  communiquant  une  vitesse  initiale  n. 
Mouvement  des  boulets. 

(Le  centre  de  chaque  boulet  décrit  une  courbe  dont  l'équation  est  de  la  forme 
rcn8  =  c). 

GrebnhilLi  Fonctions  elliptiques ,  traduction  de  Gricss,  n<>  88. 

13.  On  donne  un  quart  de  cercle  de  rayon  R  limité  par  un  rayon  vertical  Oy 
et  une  barre  homogène  pesante  AB  de  longueur  il^  qui  glisse  sans  frottement 
sur  le  quart  de  cercle  et  dont  une  extrémité  A  glisse  sans  frottement  sur  le 
rayon  vertical  Oy. 

I*  Trouver  la  position  d'équilibre  de  la  barre. 

3*  La  barre  étant  abandonnée  à  elle-même  sans  vitesse  initiale  dans  la  position 
horizontale,  étudier  son  mouvement. 
On  appellera  a  l'angle  de  la  barre  avec  l'horizontale  Ox  et  l'on  vérifiera  que, 

dans  le  cas  particulier  où  R  =  -^j  l'angle  a  dans  le  mouvement  oscille  entre 

o  et  -T»  (Licence,  Paris.) 

14.  Une  barre  homogène  pesante  AB,  assujettie  à  rester  dans  un  plan  vertical, 
est  rattachée  k  un  point  fixe  O  par  un  fil  OC  inextensible  et  sans  masse  fixé  en 
son  milieu  C.  Trouver  le  mouvement  de  cette  barre  et  la  tension  du  fil. 

On  appellera  /  la  longueur  du  fil,  M  la  masse  de  la  barre,  0  l'angle  du  fil  OC 
arec  la  verticale  Ox,  a  l'angle  de  la  barre  AB  avec  cette  même  verticale. 

15.  On  considère  dans  un  plan  horizontal  yOx  une  tige  homogène  OA  de 
masse  M  et  de  longueur  /  mobile  autour  de  son  extrémité  O,  qui  est  fixe  ;  puis 
one  deuxième  tige  homogène  AB,  de  même  masse  M  et  de  longueur  double  2/, 
articulée  k  la  première,  à  l'extrémité  A  ;  le  milieu  C  de  cette  deuxième  tige  est 
attiré  par  le  point  O  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance. 

Trouver  le  mouvement  du  système. 

On  appellera  6  l'angle  j?OA  de  OA  avec  un  axe  fixe  Ox,   9  l'angle  COA  et 

Mu 

■ la  valeur  absolue  de  la  force  attractive  issue  du  point  O.  On  supposera  que 

OC* 

le  système  parte  du  repos  et  que  l'on  atit,  dans  la  position  initiale, 

6  =  0,        9  =  7-  (Licence,  Paris.) 

16.  Un  carré  matériel  homogène  de  côté  2  a,  d'épaisseur  infiniment  petite  et 
de  masse  m,  peut  glisser  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  :  un  insecte  de 
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même  masse,  regardé  comme  un  point,  est  placé  d'abord  aa  milieu  d'an  côté 
en  A  et  le  système  entier  est  immobile;  à  l'instant  t  =.  o,  l'insecte  se  met  à  mar- 
cher le  long  du  côté,  en  parcourant  sur  le  côté  des  longueurs  proportionnelles 
aux  temps.  Mouvement  du  système. 

Réponse.  —  Le  centre  de  gravité  reste  immobile.  Prenons  alors  ce  point  O 
pour  origine  et  prenons  pour  axes  Ox  et  Oy  des  axes  parallèles  aux  côtés  du 
carré  dans  la  position  initiale.  A  l'instant  /,  l'insecte  est  en  M,  le  centre  du 
carré  en  C,  le  point  A  milieu  du  côté  en  A',  et  on  a  par  hypothèse  A'M  =  vt, 
V  étant  constant.  D'ailleurs  la  masse  du  carré  et  celle  de  l'insecte  étant  égales, 
O  est  le  milieu  de  CM  {fig.  sai). 


Flg.  231 


C      0       Â     x 


Soit  a  l'angle  dont  le  carré  a  tourné  dans  le  sens  négatif,  c'est-à-dire  l'angle 
de  C'A'  avec  Ox)  r  et  6  les  coordonnées  polaires  de  M.  On  a 


r  = 


CM 


= -V^a'-+- v^'^S         64-a  =  A'CM  =  arctang  — • 


D'ailleurs,  les  coordonnées  polaires  de  C  sont  r  et  0  -+- 1:. 

La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  O  est 
nulle,  puisque  cette  somme  est  constante  et  que  sa  valeur  initiale  est  zéro.  On 
a  donc  Téquation 

ar»e'  — ^>a'  =  o, 

dans  laquelle  mk*  est  le  moment  d'inertie  du   carré  par  rapport  à  son  centre. 
Cette  équation,  jointe  aux  deux  précédentes,  donne  r,  6  et  a  en  fonction  de  t, 

17.  Môme  problème  quand  on  remplace  la  plaque  carrée  par  une  plaque  de 
forme  quelconque,  définie  comme  il  suit.  C  désignant  le  centre  de  gravité  de  la 
plaqiie,  A  un  point  fixe  sur  le  contour,  M  un  point  variable  tel  que  arcAM  =5, 
on  a 

CM=/(j),        ACM  =  <?(5). 

Réponse.  —  L'insecte  partant  de  A  et  parcourant  un  arc  s  =^  vt  proportionnel 
au  temps,  on  a,  avec  les  notations  de  l'exercice  précédent,  les  relations 


qui,  jointes  à  celle  que  fournit  le  théorème  des  moments,  donnent  r,  0  et  a  en 
fonctions  de  t. 
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18.  Dans  l'exercice  369,  Pendule  elliptiquey  calculer  la  durée  des  oscillations 
inâniment  petites;, que  devient  cette  durée,  quand  m  augmente  indéfiniment? 

Péponse,  —  Appelant  a  Fangle  d'écart  initial,  on  a  A:  =  —  cosa.  Comme  0  et  a 
sont  très  petits,  on  peut  faire 


alors  on  a 


6»                                 a' 
sin6  =  0,        cosô=i >         cosa  =  i : 

\dt)   -1       m        ^_^m.^; 

m 

En  développant  le  dernier  facteur,  suivant  les  puissances  de  0'  et  négligeant 
les  puissances  supérieures  à  la  deuxième  et  le  produit  a' 6',  on  a 


L      I 

d'où 


/rfgy^gm  +  m 

\dtj        l        m        ^  ^' 


"Vî 


m 


g  m-hm^ 


Si  m  augmente  indéfiniment,  on  trouve  comme  limite  la  durée  des  oscillations 
da  pendule  simple,  ce  qui  est  évident  a  priori,  car  alors  la  masse  m  ne  bouge 
plas. 

19.  Dans  l'exercice  du  n"  370  bis  on  suppose  les  deux  toupies  libres  de  tourner 
arbitrairement  dans  le  ch&ssis.  On  lance  le  système  en  imprimant  au  châssis  et 
aax  toupies  des  vitesses  angulaires  initiales  arbitraires,  puis  on  abandonne  le 
système  à  lui-même.  Trouver  le  mouvement. 

Héponse,  —  On  applique  à  chaque  toupie  le  théorème  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  par  rapport  à  son  axe,  qui  est  un  axe  de  direction  fixe  pas- 
sant par  son  centre  de  gravité;  on  trouve  ainsi  que  la  vitesse  angulaire  de  chaque 
toopie  est  constante;  celle  du  châssis  également. 

20.  Un  triangle  rectangle  pesant,  assujetti  à  rester  dans  un  plan  vertical,  glisse 
sans  frottement  sur  un  axe  horizontal  Ox  sur  lequel  il  repose  par  un  côté  de 
l'angle  droit;  sur  l'hypoténuse  roule  un  disque  vertical  homogène  pesant.  Mou- 
vement du  système.  (Licence.) 

Réponse.  —  La  position  du  système  dépend  de  deux  paramètres  :  l'abscisse 
d'un  point  du  triangle  et  l'angle  dont  le  disque  a  tourné. 

Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  sur  Ox  et  le  théorème  des 
forces  vives  fournissent  les  deux  équations  du  mouvement. 

21.  Un  disque  homogène  pesant,  situé  dans  un  plan  vertical^  roule  sans  glisser 
sur  une  droite  fixe  Ox  de  ce  plan  :  le  centre  du  disque  est  attiré  proportionnel- 
lement â  la  distance  par  un  point  fixe  O  de  la  droite.  Mouvement  du  disque. 

(Licence.) 
Réponse,  —  Le  système  étant  à  liaisons  complètes,  sans  frottements,  il  suffit 
d'appliquer  le  théorème  des  forces  vives.  Le  mouvement  est  tautochrone. 

22.  Quatre  points  matériels,  de  masses  égales,  assujettis  à  rester  sur  un  plan 
donné  \iL^  et  parfaitement  poli,  occupent  les  quatre  sommets  d'un  losange  arti- 
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culé  dont  les  quatre  c4tés  sont  constitués  par  quatre  tiges  rigides  et  sans  masse 
appréciable. 

On  imprime  au  système  un  mouvement  connu  dans  le  plan  donné,  et  Ton  pro- 
pose de  trouver  le  mouvement,  ultérieur,  en  admettant  qu'aucune  force  exté- 
rieure n'intervienne  et  qu'il   ne  se  produise  aucun  frottement  aux  articulations. 

Pour  déterminer  le  mouvement  qui  aura  lieu  après  que  deux  des  points  seront 
venus  se  choquer,  on  regardera  ces  points  comme  des  corps  absolument  dénués 
d'élasticité. 

Examiner  en  particulier  le  cas  où,  à  l'instant  initial,  les  milieux  de  deux  côtés 
opposés  du  losange  auraient  des  vitesses  nulles.'  (Licence,  Gaen.) 

^3.  Mouvement  de  la  machine  d'Atwood  dans  l'air  quand  on  suppose  que  Tair 
exerce,  sur  les  deux  masses  pesantes  suspendues  aux  deux  fils,  une  résistance 
proportionnelle  à  la  vitesse.  (Licence,  Clermont.) 

24.  Une  tige  BC  est  assujettie  à  glisser  sur  une  droite  fixe  x'  x.  Cette  tige  se 
meut  sous  l'action  d'un  point  fixe  A  qui  attire  tous  les  éléments  de  BC  pro- 
portionnellement à  la  distance  et  à  la  masse  de  ces  éléments.  La  tige  BC  est  ho- 
mogène; l'attraction  du  point  A  sur  un  élément  de  BC,  de  masse  i  à  la  distance  i, 
produit  une  force  égale  à  l'unité.  A  l'origine  du  temps,  la  tige  BC  est  immobile; 
si,  du  point  A,  l'on  abaisse  sur  x' x  une  perpendiculaire  AO,  la  longueur  AO  est 
égale  à  3  a  et  la  distance  de  O  au  milieu  de  BC  est  à  l'origine  du  temps  égale 
à  7a.  Trouver  le  mouvement  de  BC  : 

I"  En  supposant  que  BC  glisse  sans  frottement  sur  x' x\ 

a"  En  supposant  que  x' x  soit  dépoli  et  que  le  coefficient  du  frottement  de  BC 
VIT  x' X  soit  I.  Trouver,  dans  ce  cas,  au  bout  de  combien  de  temps  la  tige  BC 
sera  en  repos  et  quelle  sera  alors  la  position  de  cette  tige. 

(Licence,  Marseille^  1884.) 

25.  Une  sphère  homogène  pesante  est  placée  sur  un  plan  incliné  rugueux,  le 
coefficient  de  frottement  étant  /;  la  sphère  commcnce-t-elle  par  rouler  sans 
glisser,  ou  par  glisser? 

(a  désignant  l'inclinaison  du  plan  sur  Thorizon,  il  y  a  roulement  si  />  -  tanga. 

7 
ROUTH,  Rigid  dynamics,  I"  vol.,  n«  161.) 

26.  Une  sphère  homogène  animée  d'une  rotation  Û  autour  d'un  diamètre  hori- 
zontal est  posée  sur  un  plan  horizontal  rugueux.  Trouver  son  mouvement. 

(Problème  analogue   à    celui  du   cerceau   n*  375.  Il   y  a  glissement  jusqu'à 

l'instant  t^—  — -:— ,  a  désignant  le  rayon  ;  après  il  y  a  roulement  uniforme,  si 

7  Je 
Ton  néglige  le  frottement  de  roulement.  Routh,  n»  162.) 

27.  Une  barre  homogène  pesante  AB  est  terminée  par  deux  anneaux  qui  glis- 
sent avec  frottement  le  long  de  deux  tiges  horizontales  rectangulaires  Ox  et  O^. 
La  tige  est  lancée,  avec  une  vitesse  angulaire  instantanée  û,  dans  une  position 
infiniment  voisine  de  Ox.  Mouvement. 

(Il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  /est  supérieur  ou  inférieur  à  ^. 
Routh,  ibid.y  n»  166.) 

28.  Un  cercle  matériel  homogène  pesant  peut  glisser  sans  frottement  sur  un 
plan  horizontal.   Ce  cercle  étant  immobile,  un  point  matériel  pesant  de  même 


CHAPITRE    XIX.    —    DYNAMIQUE    DU    CORPS    SOLIDE. 


l85 


masse  que  le  cercle  est  placé  en  m^  sur  le  cercle,  et  lancé  horizonlalement  avec 
une  vitesse  donnée  v^  perpendiculaire  au  rayon  qui  passe  par  m^. 

TroQTer  le  mouyement  du  système,  sachant  que  le  cercle  frotte  sur  le  point  et 
que  le  coefficient  de  frottement  est  /. 

^.  Dans  le  pendule  elliptique  au  n"  369,  on  suppose  que  le  point  m  glisse 
açec  frottement  sur  Ox.  Le  pendule  étant  écarté  d'un  angle  a  de  la  verticale,  on 
le  laisse  aller  sans  vitesse  initiale.  Que  doit  être  cet  angle  a  pour  que  le  point  m 
reste  immobile? 

30.  Pendule  isochrone  de  Phillips,  —  Soit  un  pendule  dont  l'axe  de  ro- 
tation se  projette  en  0  et  dont  le  centre  de  gravité  est  à  un  instant  quelconque 
en  G.  Soit  DBE  un  petit  ressort  en  acier,  formé  d'une  lame  encastrée  en  D,  où 
sa  tangente  est  horizontale  et  perpendiculaire  à  l'axe  O.  Son  extrémité  E  est 
libre  et  dépasse  un  peu  la  verticale  OV.  Le  ressort  est  relié  au  pendule  par  une 
bielle  AB  {^fig*  saa),  de  petite  section,  et  de  très  faible  mas^e,  articulée  d'une 
part  avec  le  pendule  en  A,  et  d'autre  part  en  B  avec  le  point  du  ressort  qui, 
dans  la  position  d'équilibre/  se  trouve  en  C  sur  OV,  de  sorte  que  OC  =  OA  +  AB. 
D'ailleurs  OA  =  AB. 

Oq  peut  régler  l'appareil  de  telle  façon,  qu'en  écrivant  l'équation  du  mou- 
yement 

le  second  membre,  développé  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  a,  con- 
tienne on  terme  en  a,  puis  un  terme  en  a*,  les  termes  intermédiaires  manquant. 

Fig.  2aa. 


Le  mouvement  est  alors  isochrone  pour  de  petites  oscillations  {Comptes  rendus, 
96  janvier  iSgr.) 
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CHAPITRE  XX. 

MOUVEMENT  D'UN  SOUDE  AUTOUR  D'UN  POINT  FIXE. 


385.  Historique.  —  Le  problème  du  mouvement  d'un  solide 
autour  d'un  point  fixe  a  été  abordé  pour  la  première  fois  par 
d'Alembert  dans  son  Ouvrage  sur  la  Précession  des  équinoxes, 
publié  en  1749*  On  n'avait  pas  même  alors  les  six  équations  gé- 
nérales de  l'équilibre  d'un  solide  libre;  on  connaissait  les  trois 
premières,  qui  expriment  que  la  somme  des  composantes  des 
forces  parallèlement  à  chacun  des  axes  coordonnés  est  nulle, 
mais  non  les  trois  autres,  qui  expriment  que  la  somme  des  mo- 
ments par  rapport  à  chacun  des  axes  coordonnés  est  nulle,  les 
seules  qui  interviennent  quand  le  corps  est  mobile  autour  d'un 
point  fixe.  Celles-là,  d'Alembert  les  a  données  pour  la  première 
fois  dans  l'Ouvrage  dont  nous  parlons;  elles  en  forment  la  base 
essentielle.  De  là,  d'Alembert  a  passé  par  son  principe  {Traité  de 
Dynamique,  publié  en  1743)  aux  équations  du  mouvement,  de 
sorte  que  tout  lui  appartient  dans  la  mise  en  équation  du  pro- 
blème. 

Après  d'Alembert,  Euler  et  avec  lui  l'élégance  (*  )  :  c'est  Euler 
qui  a  présenté  sous  leur  forme  définitive  les  équations  du  mouve- 
ment d'un  solide  autour  d'un  point  fixe  ;  c'est  lui  aussi  qui,  le 
premier,  a  trouvé  les  intégrales  rigoureuses  pour  le  cas  où  les 
forces  extérieures  sont  nulles  ou  admettent  une  résultante  unique 
passant  par  le  point  fixe.  (Voyez  Mémoires  de  V Académie  de 
Berlin  pour  1758.) 

Lagrange,  Laplace  et  Poisson  ont  continué  ce  pjenre  de  ques- 
tions, et  ont  résolu  des  problèmes  nouveaux  ou  perfectionné  des 
solutions  anciennes.  Lagrange  a  résolu  le  premier  le  problème  du 
mouvement  d'un  corps  grave  de  révolution  suspendu  par  un  point 

(*)  Voyez  un  article  de  Liouville  (Journal  de  Liouville,  t.  III,  a*  série). 
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i^  son  axe  {Mécanique  analytique,  Section  IX)  ;  ce  même 
Problème  a  été  postérieurement  traité  par  Poisson  comme  entière- 
nieni  nouveau  ;  la  solution  qu'il  en  donne,  sans  ciler  aucunement 
Lagrange,  se  trouve  dans  le  XVI"  Cahier  du  Journal  de  V École 
Polytechnique  (  1 8 1 5  ) . 

Poinsot,  revenant  au  cas  particulier  où  les  forces  extérieures 
sont  nulles,  déjà  traité  par  Euler,  en  a  fait  une  étude  synthétique 
profonde  {Journal  de  Lioui^ille,  i"  série,  t.  XVI)  :  il  est  arrivé 
à  une  représentation  géométrique  du  mouvement  d'une  rare  élé- 
gance. 

Jacobi  {Journal  de  Crelle,  t.  XXXIX)  a  donné  la  solution  dé- 
finitive du  problème  d'Euler  par  l'emploi  des  fonctions  ellip- 
tiques, en  exprimant,  par  des  fonctions  uniformes  du  temps,  les 
neuf  cosinus  des  angles  que  font  les  axes  principaux  d'inertie  du 
corps  avec  trois  axes  fixes.  En  i883,  M.  Hermite,  dans  son  Mé- 
moire Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  a 
ramené  le  calcul  de  ces  neuf  cosinus  à  l'intégration  de  l'équation 
de  Lamé  et  a  déterminé  analytiquement  tous  les  éléments  de  la 
solution  de  Poinsot. 

Enfin  M™"  Kowaleski,  dans  un  Mémoire  couronné  par  l'Aca- 
démie des  Sciences  {Acta  mathematica^  t.  XII),  a  découvert  un 
nouveau  cas  d'intégrabilité  des  équations  du  mouvement  d'un 
corps  solide  pesant  autour  d'un  point  fixe. 

Nous  indiquerons  dans  le  courant  du  Chapitre  les  perfection- 
nements apportés  par  divers  auteurs  à  ces  théories  générales. 

I.  —  ÉQUATIONS  D'EULER. 

386.  Préliminaires  géométriques.  —  Imaginons  un  corps  solide 
ajant  un  point  fixe  en  O.  Prenons  trois  axes  fixes  Oxi^  O^n 
Ozi  d'origine  O.  Pour  déterminer  la  position  du  corps,  considé- 
rons un  trièdre  trirectangle  O^,  Oy^  Oz  dont  les  arêtes  sont  in- 
variablement liées  au  corps  solide.  La  position  du  corps  est  évi- 
demment déterminée  dès  qu'on  connaît  la  position  du  trièdre 
Oxyz,  Nous  supposons  que  ce  trièdre  est  orienté  comme  le 
trièdre  fixe  Od7<yi5|,  c'est-à-dire  que,  dans  les  deux  trièdres, 
une  rotation  de  90^  autour  de  l'axe  des  z  dans  le  sens  positif, 
amène  Taxe  des  x  sur  l'axe  des  y. 
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En  Géométrie  analytique,  on  définit  ordinairement  la  position 
d'un  système  d'axes  mobiles  Oxyz  par  rapport  à  un  système  d'axes 
fixes  Ox^y^z^^  par  les  neuf  cosinus  des  angles  que  font  ces  axes 
entre  eux  deux  à  deux.  Ces  neuf  cosinus  sont  donnés  par  le 
Tableau  suivant  : 


7i 

X 

a, 

9 

y 

a' 

P' 
T' 

a' 

«1 

Y 

OÙ  a,  p,  Y  sont  les  cosinus  des  angles  de  Oxavec  Oxi,  Oyi,  Oz^  ; 
a',  p',  f  de  Oy  avec  Ox^^Oy,,  Oz^  ;  a",  p^  /  de  O^  avec  Oa?,, 
Oj^i,  0^|.  Entre  ces  neuf  cosinus  existent  six  relations  bien  con- 
nues :  de  sorte  que  trois  d'entre  eux,  convenablement  choisis, 
peuvent  être  regardés  comme  arbitraires. 

Dans  les  questions  que  nous  allons  traiter,  il  est  ordinairement 
plus  simple  d'introduire  les  trois  angles  d'Euler,  qui  sont  définis 
de  la  façon  suivante  : 

Soit  01  (Jig-  223)  l'intersection  du  plan  des  xy  avec  celui 
des  Xty^  ;  prenons  arbitrairement  sur  cette  droite  une  direction 
positive  01  et  désignons  par  ^  l'angle  de  cette  direction  et  de 
la  direction  Ox{,  cet  angle  étant  compté  positivement  de  OX| 
vers  01  dans  le  sens  des  rotations  positives  autour  de  O^i.  La 
droite  01  est  perpendiculaire  au  plan  ^O^^.  Soit  0  l'angle  de  Oz 
avec  Ozi,  compté  positivement  de  0-Si  vers  Oz  dans  le  sens  des 
rotations  positives  autour  de  01.  L'axe  O^  est  perpendiculaire 
au  plan  IO:r;  soit  o  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  la  droite  CI 
autour  de  O^  dans  le  sens^  positif  pour  la  faire  coïncider  avec  Ox. 

L'angle  lOy  est  alors  égal  à  cp 

Les  trois  angles  0,  cp,  '^  sont  évidemment  indépendants  l'un  de 
l'autre  et  peuvent  être  choisis  arbitrairement.  A  chaque  système 
de  valeurs  de  ces  angles  correspond  une  position  et  une  seule  du 
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trièdre  mobile  Oxyz.  La  position  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe  dépend  donc  des  trois  paramètres  indépendants  0,  (p,  <{/. 

Fig.  223. 


387.  Préliminaires  cinématiques.  Rotation  instantanée.  —  Nous 
avons  vu  en  Cinématique  que,  dans  un  corps  solide  mobile  autour 
d*un  point  fixe,  l'état  des  vitesses  à  un  instant  t  est  le  même  que 
si  le  corps  était  animé  d'une  certaine  rotation  co  autour  d'un  axe 
passant  par  le  point  fixe.  Cette  rotatioi^  o)  s'appelle  la  rotation 
instantanée  à  l'instant  t  :  elle  est  représentée  par  un  vecteur, 
comme  nous  l'avons  expliqué  (n®  41).  Appelons  /?,  q,  r  les  com- 
posantes de  la  rotation  instantanée  suivant  les  axes  mobiles  Ox, 
Oj^,  Oz,  Nous  avons  exprimé  /?,  y,  r  en  fonction  des  neuf  cosinus 
et  de  leurs  dérivées  par  rapport  au  temps  (n®  49).  Actuellement, 
qaand  le  corps  se  meut,  0,  f,  ^  sont  des  fonctions  de  t;  nous 
nous  proposons  de  calculer  /?,  y,  r  en  fonction  de  0,  <p,  '^  et  de 
leors  dérivées  6',  ç',  tj/'par  rapport  à  t. 

Pour  amener  le  corps  de  la  position  qu'il  occupe  à  l'instant  t  et 
qui  correspond  aux  valeurs  0,  ^ ,  ^  des  trois  angles,  à  la  position 
infiniment  voisine  qu'il  occupe  à  l'instant  t  -\-  dt  et  qui  correspond 
aux  angles  0  +  rf8,  f  4-  rf<p,  A  4-  d'!^,  on  peut  procéder  comme  il 
suit  : 

On  fait  d'abord  tourner  le  corps  de  d^  autour  de  Oz^',  alors  ^ 
augmente  de  d^j  0  et  ^  ne  changent  pas.  Autour  de  la  nouvelle 
position  de  01  on  fait  tourner  le  corps  de  dfO;  enfin,  autour  de  la 
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nouvelle  position  de  Oz,  on  le  fait  tourner  de  d<f.  Si  Ton  conçoit 
que  ces  trois  déplacements  angulaires  se  font  dans  l'espace  de 
temps  dtj  les  vitesses  angulaires  de  rotation  correspondantes  sont 
•y,  Ô'  et  (f'. 

On  peut  donc  dire  que  la  rotation  instantanée  co  est  la  résul- 
tante des  trois  rotations  tj/',  6'  et  cp'  effectuées  autour  de  Ozi,  OI 
et  O^.  Ces  trois  rotations  composantes  sont  représentées  par  des 
segments  égaux  à  ^\  6'  et  (f',  portés  sur  les  axes  Osj,  01  et  O^. 
La  rotation  résultante  co  est  la  somme  géométrique  de  ces  trois 
segments  :  sa  projection  sur  un  axe  quelconque  est  donc  égale  à 
la  somme  des  projections  des  composantes  ^',  8'  et  ç'  sur  le  même 
axe.  Pour  avoir  jd,  g^  r,  nous  appliquerons  ce  théorème  succes- 
sivement aux  axes  Oxj  Oy^Oz  (voir  fig,  223).  Les  projections 
de  y  sur  les  axes  Oa;  et  Oy  s'obtiennent  comme  il  suit.  Pour 
projeter  ^'  sur  Ox^  on  peut  d'abord  projeter  ^^  sur  le  plan  xOyj 
ce  qui  donne  un  segment  ^\  dirigé  suivant  la  droite  O  J  perpendi- 
culaire à  01,  puis  projeter  ce  segment  Y*  sur  Ox,  On  obtient  de 
même  la  projection  de  <j^'  sur  O^  en  projetant  ^\  sur  Oy,  Or  ^\ 
est  égal  à  ^'  sin  0.  On  a  donc  pour  les  trois  projections  de  ^  sur 
les  axes  mobiles  Ox,  Oy,  0^, 

(j/'sinô  sincp,     tj/' sinO  coscp,     <}^'cos6. 
Les  projections  de  8'  sur  les  axes  mobiles  sont  immédiatement 

6'coscp,      6'cos  f  cp  4- -  )>     o; 

enfin,  celles  de  cp' 

o,     o,     o'. 

On  a  donc  les  formules  suivantes,  donnant/?,  y,  r, 

Sp  =  '^'  sin  6  sin  çp  -H  0'  cos<p, 
g  =  <}»'sin  6  coscp  —  6'  sin  cp, 
[  r  =  tj;'cos6  -h  cp'. 

Remargue.  —  D'après  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées 
pour  les  trois  projections  de  A',  on  voit  immédiatement  que  les 
cosinus  Y,  y',  y  des  angles  que  fait  Ozi  avec  Ox,  Oy  etOz  sont 

(2)  Y  =  sin6sinç,        Y'  =  sinOcoso,        y*  =  cos6. 
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Il  faut  observer,  au  sujet  de  ces  formules,  que  dans  certains 
Ouvrages,  principalement  dans  les  Traités  de  Mécanique  céleste, 
les  angles  0  et  <{/  sont  comptés  dans  un  autre  sens  ;  de  sorte  que 
les  formules  de  ces  Ouvrages  se  déduisent  de  celles  que  nous 
employons  par  le  changement  de  0  et  tp  en  —  0  et  —  ^, 

388.  Force  vive  du  corps.  —  Soit  v  la  vitesse  d'un  point  m  du 
corps  ayant  pour  coordonnées  x^  y,  z  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles Oxyz  liés  aux  corps.  Les  composantes  de  la  rotation  instan- 
tanée co  suivant  ces  axes  étant  p,  q^  r,  les  projections  Vx^t  ^yj  ^< 
de  V  sur  les  axes  sont  (42) 

et  l'on  a 

t;i  =  pj  -+.  p«  -+-  pj  =  pi(^y\^z'^)  4-  ^«(-s«-h  a:*)  -h  r«(x«  -+-7*) 

—  iqryz —  irpzx —  ipqxy. 

Reprenons  les  notations  employées  dans  le  n^  318 

Zm{y^'^z^)  =  A,        Sm(a«-+-a7«)  =  B,         Sm(ar»-4-/»)  =  C, 

OÙ  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  du  corps  par  rapport  aux 
axes  Ox,  O^,  O^.  Nous  aurons  alors,  en  calculant  la  force  vive 
totale  Smp^,  que  nous  appellerons  aussi  2T, 

(3)        2/WP«=  2T  =  A/?«-+-B^«-h  Cr^—iDqr  —  iErp  —  iYpq. 

Si,  en  particulier,  on  prend  pour  axes  Oxyz  liés  au  corps  les 
axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  O,  les  coefficients  D, 
E,  F  sont  nuls  et  la  force  vive  devient 

2mp«=2T=  A/?*-+-Bgr»4-Cr«. 

Cette  même  expression  de  la  force  vive  s'obtient  comme  il  suit.  Appe- 
lons MAr<  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  l'axe  instantané,  et 
a,  by  c  les  cosinus  directeurs  de  cet  axe  par  rapport  aux  axes  Oxyz,  Nous 
aurons  (n*»  318) 

MA:«  =  Aa»-+-Bi>«-+-Cc»  — aD6c  — 2Eca  — 2Fa^. 
La  vitesse  angulaire  de  rotation  étant  u),  la  force  vive  du  corps  est 
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Mk*tû^;  d'autre  part,  p,  g,  r,  projections  de  o)  sur  les  axes,  sont  égaux 
à  ab)y  btû,  ca>.  Formant  le  produit  MA:'a>*,  on  obtient  immédiatement 
Texpression  déjà  trouvée. 

389.  Moments  des  quantités  de  mouvement.  Moment  résultant. 
—  La  quantité  de  mouvement  du  point  m  a  pour  projections  sur 

O^,  Oy,  Oz 

mvx^    Tnçy^     mvg, 

La  somme  X  des  moments  des  quantités  de  mouvement  de  tous 
les  points  du  corps  par  rapport  kOx  est  donc 

X  =  2m(^p-  —  zvy)  =  2/n[/?(j^*4-5')  —  qxjr  —  rxz]^ 

ou  en  ordonnant  par  rapport  kp,  g,  r 

(4)  l^Xp—Fg  —  Er. 

Cette  valeur,  comparée  à  celle  de  la  force  vive  2T,  montre  que 
\  =  J-;  on  a  de  même  les  sommes  a  et  v  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  par  rapport  aux  axes  Oy  et  0-s 

dT  dT 

Si  l'on  a  pris  pour  axes  Oxyz  les  axes  principaux  d'inertie 
relafifs  au  point  O,  les  valeurs  de  \  [x,  v  se  simplifient  et  de- 
viennent 

(5)  X  =  A/?,        fi  =  B^,        V  =  Cr. 

Le  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  par  rapport 
au  point  O  est  un  vecteur  0<t  ayant  pour  projection,  sur  chaque 
axe  mené  par  O,  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment par  rapport  à  cet  axe.  Les  projections  de  Oo"  sur  Ox^  O^, 
Oz  sont  donc  \  a,  v  :  ou  encore  les  coordonnées  de  o*  sont  \  [x,  v. 

390.  Équations  du  mouvement.  —  Arrivons  maintenant  au  pro- 
blème de  Mécanique.  Le  corps  solide  est  sollicité  par  des  forces 
données  F<,  F2,  ...,  F;,  et  parla  réaction Q  du  point  fixe  O.  Nous 
allons,  pour  avoir  les  équations  du  mouvement,  appliquer  le  théo- 
rème des  moments  des  quantités  de  mouvement. 
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Soient  L,  M,  N  les  sommes  des  moments  des  forces  données 
par  rapport  aux  axes  O^,  O^,  Oz.  Si  Ton  construit  le  moment 
résultant  de  ces  forces  par  rapport  au  point  O,  on  obtient  un 
vecteur  OS  dont  les  projections  sur  les  axes  Oxyz  sont  précisé- 
ment L,  M,  N.  Ce  vecteur  est  le  moment  résultant  par  rapport 
à  O  de  toutes  les  forces  extérieures  {/Ig'  224),  car  ce  moment 


se  compose  du  moment  des  forces  données,  qui  est  OS,  et  du 
moment  de  Q,  qui  est  nul. 

Nous  avons  vu  que  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  s'exprime  géométriquement  de  la  façon  suivante  :  à 
chaque  instant  la  vitesse  absolue  u  du  point  a  est  égale  et  paral- 
lèle à  OS.  Les  projections  de  cette  vitesse  sont  donc  égales  à 
celles  de  OS,  c'est-à-dire  à  L,  M,  N.  Or  le  point  a  a  pour  coor- 
données par  rapport  aux  axes  mobiles  X,  [x,  v.  Quand  t  varie,  "k, 
{jL,  V  varient  :  le  point  a-  se  déplace  par  rapport  aux  axes  mobiles 
Oû^j^z  avec  une  vitesse  relative  avant  pour  projections  sur  Oj:, 
Ojr,  Os 

dX       dii       rfv 
di'     dl'     di' 

la  vitesse  d'entrainement  du  point  du  corps  solide,  qui  est  en  o-^ 
a  pour  projections  sur  les  mêmes  axes 

La  vitesse  absolue  u  du  point  <t  étant  la  somme  géométrique 
de  sa  vitesse  relative  et  de  sa  vitesse  d'entraînement  a  donc  pour 
projections 

€^  du.         .  c^y  . 

IL  i3 
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Diaprés  le  théorème  des  moments  des  quaDtités  de  mouvement, 
ces  projections  sont  égales  à  L,  M,  N;  on  a  donc  les  équations  da 
mouvement 

(6)  _-^^v-r,x  =  L,         ^'^H-rX-/>v  =  M,         ^^+;,^_^X  =  N, 

dans  lesquelles  A,  [x,  v  doivent  être  remplacés  par  leurs  expres- 
sions précédemment  trouvées  en  fonction  de  p,  y,  r. 

391.  Équations  d'Euler.  —  On  prend  habituellement  comme 
axes  Oxyz  liés  au  corps  les  axes  principaux  d^inertie  relatifs  au 
point  O.  On  a  alors 

Portons  ces  valeurs  dans  les  équations  que  nous  venons  d'éta- 
blir, elles  deviendront 

A^H-(G-B)yrr--L, 

(7)  .'Bg  +  (A-G)/7>=rM, 

Ce  sont  les  équations  d'Euler.  En  les  joignant  au  groupe  (i) 
défînissant  />,  y,  r,  nous  aurons  six  équations  différentielles  du 
premier  ordre  pour  calculer  les  six  inconnues  jD,  y,  r,  8,  cp,  d/,  en 
fonction  de  t. 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  L,  M,  N  sont  des  fonc- 
tions de  8,  y,  ^  si  les  forces  données  dépendent  uniquement  de 
la  position  du  corps;  ce  sont  des  fonctions  de  6,  ç,  A,  /?,  y,  r,  si 
ces  forces  dépendent  aussi  des  vitesses.  Si  Ton  voulait  calculer 
directement  6,  cp,  <J^,  l'élimination  de  /?,  q,  r  conduirait  à  trois 
équations  du  second  ordre  en  6,  (p,  <i.  Les  intégrales  générales 
contiendront  six  constantes  qu'on  déterminera,  connaissant  la 
position  initiale  du  corps  et  la  rotation  instantanée  initiale,  c'est- 
^-dire  8o»  ?o,  ^o,/?oj  Ço,  /'o- 

392.  Réaction  du  point  fixe.  —  Pour  calculer  les  projections 
de  cette  réaction  (Qx>  Q/j  Q»)?  nous  appliquerons  le  théorème 
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des  quantités  de  mouvement  projetées  avec  son  interprétation 
géométrique;  l'extrémité  p  de  la  résultante  générale  des  quantités 
de  mouvement  a  une  vitesse  absolue  égale  en  grandeur  et  en  di- 
rection à  la  résultante  générale  des  forces  extérieures,  laquelle 
a  pour  projections  sur  les  axes  mobiles 

SX,  2Y,  SZ  étant  les  sommes  des  projections  des  forces  données. 
Nous  avons  donc,  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent, 
en  appelant  a,  6,  c  les  coordonnées  du  point  p  par  rapport  aux 
axes  mobiles, 


dt 

dh 
dt 

de 
dt 


,  db 
(8)  {  _+(ra-/?c)=2:Y-hQ^, 

de 


les  premiers  membres  représentant  les  projections  de  la  vitesse 
absolue  du  point  p  sur  les  axes  mobiles.  Nous  avons  d'ailleurs 
pour  a  la  valeur  Smt^x»  c'est-à-dire 

a  =  ^m{qz  —  ry)  =  qlimz  —  rZrny, 

que  nous  écrirons  en  introduisant  les  coordonnées  ^,'/;,Ç  du 
centre  de  gravité  par  rapport  aux  axes  mobiles  S  mx  =  M  Ç,  . . . ,  etc . , 

a  =  M(^Ç  — ri)); 
nous  aurons  aussi 

Portons  ces  valeurs  de  a,  6,  c  dans  les  équations  (8),  nous 
aurons  en  définitive 

dq  dr    ^       .  ..  ,    .         ^.        Q^-f-SX 

.  rfr  dp  Qy-f-2Y 

dp        f,  dq  ,    .  ^.  ,    ^  ,        Q2-+-2Z 

car  \f  7|,  2^  sont  des  constantes. 
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Si  le  corps  est  suspendu  par  son  centre  de  gravité,  les  pre- 
miers membres  des  équations  précédentes  sont  nuls,  et  les  équa- 
tions donnant  la  réaction  se  réduisent  à 

2Xh-Q;c=o,        2:Y4-Qj.=  o,        2:Z-+-Q-=o. 

La  réaction  Q  est  alors  égale  et  opposée  à  la  résultante  géné- 
rale R  des  forces  données,  résultat  évident  d'après  le  théorème 
du  mouvement  du  centre  de  gravité. 

393.  Cas  où  les  axes  sont  mobiles  dans  le  corps»  —  Nous  avons  sup- 
posé antérieurement  les  axes  Oxyz  fixes  dans  le  corps.  Dans  certains 
problèmes,  il  peut  être  utile  d'employer  des  axes  Oxyz  mobiles  dans  le 
corps. 

Les  formules  doivent  alors  évidemment  être  modifiées.  Tout  d'abord,  en 
appelant />,  q,  r  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  du  corps  sui- 
vant les  axes  Oxyz,  ces  composantes  dépendent  à  la  fois  du  mouvement 
des  axes  mobiles  Oxyz  par  rapport  aux  axes  fixes  OxiyiZ^j  c'est-à-dire 
de  0|  (p,  '^j  0',  cp'i  ^'  et  du  mouvement  du  corps  par  rapport  aux  axes  mo~ 
biles  Oxyz,  Les  projections  sur  les  axes  mobiles  Oxyz  de  la  vitesse  d'un 
point  du  corps  sont  encore  données  par  les  formules 

Vj,=  qz  —  ry,         Vy=  rx—pz,         ^z—py  —  qx, 
de  sorte  que  la  force  vive  du  corps  est 

a T  =  A/?* -+-  B^«4-Cr*  —  2Dyr  —  2Er/?— -2 Y pq , 
où 

A  =  2m(^* -+- ^'),         ...,         D  =  2mj^^,         .... 

On  a  aussi  pour  les  coordonnées  X,  (i,  v,  par  rapport  aux  axes  Oxyz, 
de  l'extrémité  7  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement 

HT 
1  =  -^^Ap^Fq  —  Er, 

Le  système  des  axes  mobiles  est  animé  d'une  rotation  instantanée  cd' 
distincte  de  celle  du  corps  :  appelons  /?',  q\  r'  les  composantes  de  cette 
rotation  suivant  les  axes  Oxyz,  En  écrivant  que  la  vitesse  absolue  de  a  a 
pour  projections  L,  M,  N  sur  les  axes  mobiles,  on  a  pour  les  équations  du 
mouvement 

j^ -h<7v-/fx  =  L. 

comme  plus  haut  (n**  390);   mais,  les  axes  Oxyz  étant  mobiles  dans  le 
corps,  A,  B,  C,  D,  E,  F  ne  sont  plus  des  constantes  et  varient  avec  t. 
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de  sorte  qu'en  calculant  ^  il  faudra  tenir  compte  de  la  variation  de  ces 
quantités. 


n.  -  LES  FORCES  EXTÉRIEURES  ONT  UNE  RÉSULTANTE 
UNIQUE  PASSANT  PAR  LE  POINT  FIXE. 

394.  Int^rales  premières.  —  Le  cas  le  plus  simple  qui  puisse 
se  présenter  est  que  les  forces  extérieures  aient  une  résultante 
unique  passant  par  le  point  fîxe,  comme  il  arrive  pour  un  solide 
pesant  suspendu  par  son  centre  de  gravité. 

Le  moment  résultant  des  forces  extérieures  par  rapport  au 
point  O  est  alors  nul;  les  quantités  L,  M,  N  sont  égales  à  zéro  et 
les  équations  d'Euler  deviennent 

A^+(C-B)yr  =  o, 

(9)  {  Bg  +  (A-C)r/>  =  o, 

C^-f-(B-A)/,y  =  o. 

Comme  ces  équations  ne  contiennent  que  /?,  7,  r,  et  non  6,  cp,  <{^, 
rintégration  des  équations  du  mouvement  se  divise  en  deux  par- 
ties :  on  a  d'abord  à  intégrer  les  équations  d'Euler  (9),  qui  don- 
nent j9,  q^  r  en  fonction  de  t]  puis  il  faut  calculer  0,  o,  if  en 
fonction  de  t. 

Le  système  (9)  admet  deux  intégrales  faciles  à  former.  En 
multipliant  la  première  de  ces  équations  par/>,  la  deuxième  par 
q^  la  troisième  par  r  et  ajoutant,  on  a  la  relation 

A/>  — ^  -+-  B<7  -?-  -\-0r  -r  =  o 
^  dt  ^  dt  dt 

OU,  en  intégrant  et  appelant  h  une  constante  arbitraire, 

(10)  A/>«-+-B^î4-Cr«  =  /i, 

Multiplions  de  même  ces  équations  par  Â/>,  B^,  Cr,  nous  avons, 
en  ajoutant, 
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OU,  en  intégrant  et  appelant  /^  une  constante  arbitraire, 

Ces  deux  intégrales  ont  une  signification  simple;  elles  résultent 
immédiatement  des  théorèmes  généraux.  En  effet,  la  force  vive  to- 
tale du  corps  a  pour  expression  Ap^  -f-  By^  -4-  Gr^  ;  l'équation  (lo) 
exprime  donc  que  la  force  vive  du  système  reste  constante,  ce  qui 
est  évident,  car,  les  forces  données  se  réduisant  à  une  résultante 
unique  passant  par  O,  cette  résultante  peut  toujours  être  trans- 
portée en  O,  et  son  travail  est  évidemment  nul. 

Pour  interpréter  de  même  l'équation  (ii),  nous  rappellerons 
que  le  moment  résultant  0(t  des  quantités  de  mouvement  a  pour 
projections  sur  les  axes  mobiles  A/?,  Bq,  Cr.  L'équation  (ii) 
exprime  donc  que  sa  longueur  est  constante  :  ce  qui  résulte  encore 
des  théorèmes  généraux.  Car  actuellement  L,  M,  N  étant  nuls, 
OS  est  nul;  le  point  o",  ayant  une  vitesse  nulle,  est  fixe,  et  la  lon- 
gueur Oo"  est  constante  et  égale  à  /.  Le  théorème  des  aires  s'ap- 
plique à  la  projection  du  mouvement  sur  un  plan  quelconque 
mené  par  O.  Le  plan  perpendiculaire  à  Oo*  est  le  plan  du  maxi- 
mum des  aires. 

L'élimination  des  termes  constants  entre  les  équations  (lo)  et 
(il)  conduit  à  la  relation 

A(AA  — /2 )/?«-!- B(B/i  —  /ï)^«  4- C(C/i  —  /«)rî  =  o. 

Les  équations  de  l'axe  instantané  par  rapport  aux  axes  mobiles 

étant  -  =^  =  -,  on  voit  que  cet  axe  décrit  dans  le  corps  le  cône 
p       q       ^ 

du  second  ordre 

A(A/t  —  /«)a:«  -{-B{Bh  —  l^)y^  -+-  C(C/i  —  />)3*  =  o, 

qui  sera  discuté  plus  loin. 

Une  conséquence  immédiate  des  équations  précédentes  est  que 
la  projection  de  la  rotation  instantanée  sur  la  direction 
fixe  Oo"  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvem,ent, 
est  constante  (  Poinsot).  En  effet,  l'angle  de  l'axe  instantané  w 
avec  Ot  a  pour  cosinus 


/\      p,  kp-{- q.Bq -\- r,Cr 

(0.  / 


COSd),  Œ  = 
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l'où 

/\      A 

(i)COS(i),a  =  j  9 

[usintité  constante. 

Pour  mettre  J 'homogénéité  en  évidence,  nous  poserons  avec 
tf-  Greenhill  (Fonctions  elliptiques,  traduction  de  Griess, 
>.     119) 

i'où 

La  constante  arbitraire  pi,  projection  de  (o  sur  Oo-,  est  alors  une 
rotation,  et  la  constante  arbitraire  D  est,  au  point  de  vue  de  Tho- 
mogénéité,  une  quantité  de  même  nature  que  A,  B,  C. 

395.  Étude  du  mouvement  :  intégration  par  les  fonctions 
elliptiques*  —  Supposons  A  >  B  >  C  et  supposons  que  la  con- 
stante arbitraire  D  ne  soit  égale  à  aucune  des  quantités  A,  B  ou  C. 
Les. composantes  p^  g,  r  de  la  rotation  instantanée  sont  définies 
en  fonction  du  temps  par  les  trois  équations 

A  />«  -h  B  q^-hC  r«  =  D  jx», 

Bg4-(A-C)/>r  =  o. 

Nous  tirerons  p  et  r  des  deux  premières  équations  et,  en  les 
portant  dans  la  troisième,  nous  aurons  une  équation  différentielle 
*^  premier  ordre  en  q.  L'élimination  de  r  entre  les  deux  pre- 
ïïiiéres  équations  donne 

A/?«(A  — G) -4- By«(B  —  C)  =  D(  D  —  C)  fji«. 

*^'après  les  grandeurs  relatives  de  A,  B,  C,  on  voit  que  la  diffé- 
^nce  D —  C  est  essentiellement  positive;  elle  ne  pourrait  être 
nulle  que  si  />©  et  qo  étaient  nuls  tous  deux,  c'est-à-dire  dans  le 
cas  où  l'état  initial  serait  une  rotation  autour  de  O^;  ce  cas  sera 
^^aminé  à  part.  De  l'équation  ci-dessus  on  tire 
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en  posant 

•^         ^   B(B— C)' 

on  aurait  par  un  calcul  semblable 

,       B(A  — B),    ,        ,,  ,  D(A-D) 

le  binôme  A  —  D  étant  essentiellement  positif  et  ne  pouvant  être 
nul  que  si  Çq  et  Tq  sont  nuls. 

Pour  que/?  et  r  restent  réels,  il  faut  que  g^  reste  inférieur  à  la 
plus  petite  des  deux  quantités  f'^  et  g^  ;  pour  reconnaître  cette 
•quantité,  formons  la  difi'érence  g^ — /^  : 


^»,/.^^.P(A-C)(B-D)^ 
^       -^         ^    B{B  — G)(A  — B) 


Le  signe  de  g^  — /^  est  donc  celui  de  B  —  D,  signe  connu  par 
les  conditions  initiales. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons 

B~D>o,        g^>p. 

La  variable  q  doit  alors  varier  entre — /et  +/:  donc  r  ne 
s'annule  jamais  et  conserve  toujours  le  même  signe,  signe  connu 
par  la  valeur  initiale  ro  :  nous  supposerons  r>>  o.  Au  conlraire 

p  s'annule  toutes  les  fois  que  q  =  "àzf]  quand  q  augmente,  -~  est 

positif,  la  troisième  des  équations  (i3)  montre  que/?  est  alors 
négatif;  quand  q  diminue,  /?  est  positif.  Ces  considérations  fixent 
à  chaque  instant  les  signes  à  prendre  devant  les  radicaux  qui, 
d'après  (i4)  et  (iS),  donnent  /?  et  r  en  fonction  de  q. 

En  portant  ces  valeurs  de  p  et  r  dans  la  troisième  des  équa- 
tions (i3),  on  trouve 

où  le  radical  est  pris  positivement  tant  que  q  augmente,  jusqu'au 
moment  où  q  atteint  la  valeur  -f-/;  puis,  q  décroissant  de  +  /à 
— y,  le  radical  doit  être  pris  négativement,  et  ainsi  de  suite. 
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On  voit  que  t  est  donné  en  fonction  de  q  par  une  intégrale 
elliptique,  que  nous  ramènerons  à  la  forme  normale  en  posant 

f      /*       (A  — B)(D-C) 

Nous  aurons  ainsi,  en  résolvant  par  rapport  à  dt  et  intégrant, 

r'  ds 

^■^^  /*(^-/o)=   /      .  =, 

où  n  désigne  la  constante  positive 


.    «  .  /D(A  — D)(B  — C) 

et  /o)  une  nouvelle  constante  arbitraire,  représentant  l'époque  où 
q  s*annule  en  croissant.  Le  module  k^  est  moindre  que  i  puisque 
g^^  >y^  \  *1  est  égal  au  rapport  an  harmonique  de  A,  B,  D,  C. 

Ces  formules   donnent  />,    ç,  r    en   fonctions  uniformes  du 
temps.  En  effet,  en  posant,  pour  abréger, 

l'inversion  de  l'intégrale  elliptique  donne 

5  =  snx; 


.  ^  /D(D- 

^=^'  =^'VbTb3 


-G) 

sn  t 


C) 


,     \       )  ^.  /B(B  — G)    , ,        /D(D  — C) 

,  /bTÂ^B)  ; j— — -       ,    ^  /D(A  — D)  . 

où  pi  est  positif  et  où  e,  e',  e"  sont  égaux  à  ±:  i. 

D'après  les  propriétés  élémentaires  des  fonctions  sn,  en,  dn, 
ces  formules  montrent  que  p  et  g  s'annulent  périodiquement, 
tandis  que  r  ne  s'annule  jamais. 

Si,  comme  précédemment,  nous  supposons  /'o  >  o  ,  r  reste 
constamment  positif  et  il  faut  prendre  e"=  +  i.  Alors,  d'après 

la  première  équation  d'Euler,  on  voit  immédiatement  que  -p 
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et  q  doivenl  être  de  mêmes  signes,  ce  qui,  d'après  la  formule  connue 

dcnz 


dz 


=  —  snxdnx, 


montre  que  es'  =  —  i .  Nous  prendrons  e'  ==  —  i  et  e  =  -+- 1 . 

Les  valeurs  de  p,  q,  r  sont  des  fonctions  périodiques  de  t  et 
admettent  la  période 


^^4K 


^K  ^  4    r^ ds 


A:»««) 


Quand  le  temps  augmente  de  cette  quantité,/?,  q^  r  reprennent 
les  mêmes  valeurs,  Taxe  instantané  de  rotation  reprend  alors  sa 
position  primitive  dans  le  corps,  mais  non  dans  l'espace,  comme 
nous  le  verrons  plus  loin. 

Il  faut  maintenant  calculer  les  trois  angles  d'Euler  en  fonction 
du  temps.  Pour  simplifier  le  calcul,  nous  supposerons  qu'on  ait 
pris  pour  axe  des  z^  la  direction  invariable  de  l'axe  0<t  du  mo- 

Fig.  225. 


menl  résultant  des  quantités  de  mouvement.  Écrivons  que  les 
projections  du  segment  Oo-=:  /  sur  les  axes  mobiles  sont  respec- 
tivement A/?,  B^r,  Gr,  nous  aurons 

I/sin6  sincp  =  A/?, 
/sin6  coscp—  B^, 
/cosG  =  G/'  ; 

car  les  cosinus  y»  yS  ^  des  angles  de  Oxj  Oy,  Oz  avec  O^i  sont 
sinO  sincp,  sinOcoscp  et  cosO.  Ces  équations  donnent,  sans  inté- 
gration, 8  et  cp  en  fonction  de  /?,  y,  r,  et  sont  compatibles  en 
vertu  de  l'équation  (ii). 
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Pour  calculer  ^,  nous  nous  reporterons  aux  deux  équations 
établies  précédemment  : 

p  =  ^'  sinÔ  sinç  -f-  ô'cosç, 
<jr  =  <{;'sinO  C0S9  —  O'sincp; 

en  éliminant  0',  nous  en  tirerons 

/?sin?-i-ycos(p, 
^  sinb 

or  les  équations  (20)  nous  donnent 

psinç-h  7COS9  =     ^,  .    ^^  )         /*sin*6  =  A*/?«  -f-  B«g«; 


l'expression  de  <{;'  devient  donc 


(^i) 


Cr» 


A«/)*^-B«^»  /«  — C«r« 


Comme  ^'  est  positif,  l'angle  '!^  va  toujours  en  croissant;  le 
plan  ^lO^  tourne  toujours  dans  le  sens  positif  autour  de  Ozi, 
c'est-à-dire  de  0<t.  En  remplaçant  p  et  q  ou  r  par  leurs  valeurs 
en  fonction  de  ^,  on  a  ^  en  ^  par  une  quadrature  portant  sur  une 
fonction  elliptique.  Nous  montrons  plus  loin  (n**  398)  comment 
on  peut,  en  effectuant  cette  quadrature,  exprimer  ^  et,  par  suite, 
les  neuf  cosinus  a,  p,  y,  a',  P',  y',  a",  P",  y"  en  fonction  du  temps. 

Les  principales  circonstances  du  mouvement  résultent  des  for- 
mules précédentes  :  lorsque  le  temps  t  augmente  de  la  période 

4  K 
T=  — >  8  et  Q  reprennent  les  mêmes  valeurs,  ainsi  que  p<,  q,  r, 

d'après  les  formules  (20).  Quant  à  l'angle  t|>,  il  augmente  d'une 
constante  :  en  effet,  en  appelant  ^(t)  l'expression  de  «L  en  fonction 
du  temps,  telle  qu'elle  résulte  de  la  formule  (21),  on  a 

f(<-hT)  =  f(0, 

car  «y  est  une  fonction  de  t  qui  admet  la  période  ï;  donc,  en 
intégrant 

^1  désignant  un  angle  constant. 
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396.  Cas  particuliers.  —  Nous  avons  supposé  qu'aucun  des 
trois  binômes  A  —  D,  B  — D,  C  —  D  n'est  nul.  Des  circonstances 
entièrement  différentes  se  présentent  dans  le  mouvement,  suivant 
que  l'un  des  binômes  extrêmes,  ou  le  binôme  moyen,  est  nul. 

I**  Soit  d'abord  C  —  D  =  o.  Nous  avons  vu,  n°  395,  que  cette 
condition  ne  peut  être  remplie  que  si  les  valeurs  initiales  jDq  et  q^ 
sont  nulles.  Alors  l'équation 

A/?«(A  — C)-+-By«(B  — G)  =  fji»D(D  — C)  =  o 

montre  que  l'on  doit  avoir  constamment  />  =  o,  y  =  o.  L'axe 
instantané  de  rotation  coïncide  donc  avec  O^  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement.  [1  a  une  position  fixe  dans  le  corps  :  il  est 
également  fixe  dans  l'espace,  caries  deux  premières  équations  (20) 

A/>  = /sinO  sinçp,        B^  =  /sinOcosf 

montrent  que,  p  et  q  étant  nuls,  8  l'est  aussi  :  l'axe  instantané  O:; 
coïncide  donc  avec  Taxe  O^i  fixe  dans  l'espace.  Le  mouvement 
est  alors  une  rotation  autour  d'un  axe  fixe.  D'après  l'équation 
Cr  =  /cos8,  la  vitesse  angulaire  de  cette  rotation  est 

/  D 

r  =  ro  =  -^  =  [i  ^  =  II. 

Nous  retrouvons  ici  la  propriété  des  axes  permanents  de  rota- 
lion.  On  suppose  qu'à  l'instant  initial  le  corps  tourne  autour  de 
l'axe  O^,  qui  est  un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  point  O  : 
ce  mouvement  de  rotation  persiste  indéfiniment. 

2°  Si  A  —  D  =  o,  il  faut  qQ  =  ro  =  o  ]  on  trouve  alors 
(7  =  r  =  o.  L'axe  instantané  de  rotation,  fixe  dans  le  corps,  est 
dirigé  suivant  Ox.  Dans  l'espace,  il  est  fixe  aussi  et  dirigé  sui- 
vant O;?!,  car,  q   cl  r  étant  nuls,  les  équations   (20)  donnent 

8:=  -)  0=:  -.  Le  mouvement  est  donc  encore  une  rotation  de 
2      '        2 

vitesse  angulaire  constante  p  =zpQ^  --  =  ^  autour  d'un  axe  fixe. 

Le  fait  que  dans  les  deux  cas  Taxe  de  rotation  coïncide  avec  Ozi 
tient  à  ce  qu'on  a  choisi  pour  axe  Ozi  le  moment  résultant  des 
quantités  de  mouvement  Oo-.  Le  fait  que  dans  ces  deux  cas  la 
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vitesse  angulaire  de  la  rotation  est  pi  tient  à  ce  que  a  désigne  en 
général  la  projection  de  la  rotation  instantanée  co  sur  Oo-,  et 
actuellement  w  coïncide  en  direction  avec  Oo*. 

3**  Soit  enfin  B  —  D  =  o;  en  éliminant  q  entre  deux  premières 
équations  (i3),  nous  avons 

(aa)  A/>«(A  — B)  — Gr»(B  — C)  =  [iD(D— B)  =  o; 

donc,  pour  que  le  cas  actuel  se  présente,  il  faut  et  il  suffit  qu'on 
ait  au  début  du  mouvement 

A/>î(A-B)~Cr5(B-G)  =  o, 
c'est-à-dire 


.       ^  /C(B-.C) 


si  cette  condition  est  remplie,  on  aura  constamment,  d'après  (22), 


r 


~-y   A(A-B)  ~  ro' 


ce  qui  montre  que  le  lieu  des  axes  instantanés  dans  le  corps  se 

réduit  au  plan  j:  ==  ^  z  passant  par  l'axe  moyen. 

Dans  le   cas   qui  nous  occupe,  on  a  g  z=fz=z^^   le   module 

/r*  =  ^  se  réduit  à  l'unité,  et  toutes  les  intégrations  peuvent  être 

effectuées  par  les  fonctions  élémentaires. 

L'équation  différentielle  en  s  se  réduit  en  effet  à 

(a3)  ^J=±n(l-5«), 

d'où  Ton  tire,  en  intégrant  et  choisissant  le  signe  +, 

I  -4-  5 

%n(t  —  <o)  =  loff • 

^  ^  1  —  5 

Posant,  comme  plus  haut,  t  =  n(^  —  ^0)7  on  a  donc 

l-h  *  _   1  —  5  __  25 0 / 
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Comme  on  di  g  =/=  |J^,  les  valeurs  de  />,  g,  r  devienneDt 


y  =  |i5  =  ejx 


c'p-+-  e~^ 


(24) 


/  ,  /B(B-G)  ^ ,        /B(B-C)        a 

I  ^  /B(A-B)  ; ,    ,  /B(A-B)        2 


OÙ  e,  e',  e"  sont  encore  égaux  à  ±:  i .  Nous  mettons  un  facteur  e  de- 
vant Ja  valeur  dey,  car,  suivant  qu'on  prend  dans  (23)  le  signe  -h 
ou  le  signe  — ,  on  trouve  pour  q  une  valeur  ou  cette  valeur  chan- 
gée de  signe.  Si  r©  est  supposé  positif,  on  prend  e''=4-  i  ;  si,  par 
exemple,  po  est  négatif,  e'  =  — i;  alors  la  première  équation 
d'Euler  exige  £=-h  i.  Nous  prendrons  celte  détermination  des 
signes.  Lorsque  /  croît  indéfiniment,  on  voit  que  y  a  pour  limite  [x, 
tandis  que  p  et  r  ont  pour  limite  o  ;  par  conséquent,  l'axe  instan- 
tané de  rotation  tend  à  prendre  dans  le  corps  une  position  limite 
qui  est  Taxe  moyen  de  Tellipsoïde  d'inertie.  Dans  l'espace,  cet 
axe  tend  d'ailleurs  vers  la  direction  Ozi  du  moment  résultant  des 
quantités  de  mouvement,  car  les  équations  (20)  montrent  que  0 

doit  tendre  vers  -  et  ©vers  zéro;  la  limite  de  Oj^  est  donc  bien  O-Sj. 

Le  mouvement  tend  ainsi  vers  une  rotation  uniforme  de  vitesse 
angulaire  |jl  autour  d'un  axe  fixe.. 

Si  p  et  r  étaient  nuls  à  l'instant  initial  /  =  o,  il  faudrait  dans  les 
équations  (24)  supposer  la  constante  ^o  =  ~^)  alors  p  et  r  res- 
teraient constamment  nuls  et  q  constamment  égal  à  |jl.  Dans  ce 
cas,  le  corps  commencerait  à  tourner  autour  de  l'axe  d'inertie  O^ 
et  ce  mouvement  subsisterait  indéfiniment. 

397.  Cas  où  l'ellipsoïde  d'inertie  est  de  révolution.  —  Suppo- 
sons que  l'ellipsoïde  d'inertie  soit  de  révolution  autour  de  O:;  par 
exemple,  et  soit  par  suite 

G  étant  supérieur  à  A,  et  B,  si  l'ellipsoïde  est  aplati,  inférieur  s'il 
est  allongé. 

Le  module  À"^  est  alors  nul  et  les  fonctions  elliptiques  de- 
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vienoent  circulaires.  Tout  d'abord  la  troisième  équation  d'Euler 

se  réduit  à 

dr 

la  deroière  des  équations  (20) 

/cos6  =  Gr  =  Cro 

montre  que  0  doit  aussi  élre  constant, 

6  =  60, 
et  les  deux  premières  donnent 

/sinOo    .  /sinOo 

/>=— ^sin(p,         ^=._^_cos<p; 

il  nous  suffit  donc  de  trouver  ^  en  fonction  du  temps;  pour  cela, 
portons  ces  valeurs  de  ;;,  y,  r  dans  la  première  des  équations 
d'Euler,  qui  devient 

A  J  +  (G-A)^r=o, 

nous  aurons,  toutes  réductions  faites, 

^9       A  —  G  A  —  C 

00  obtient  alors  /?  et  9  en  fonction   du   temps  en  substituant  '^ 
dans  les  valeurs  précédentes. 
Quant  à  ^,  la  formule  établie  précédemment 


lionne  ici 


d^ 

_  l(Xp^-^Bqi) 

dt 

~~    A«/>«-f- 6*5^1 

d^        l  , 
dt  ""  A' 

^  varie  donc  proportionnellement  au  temps. 

Nous  avons  vu  précédemment  (n**  387)  que  la  rotation  instan- 
iaDée  <i>  est  la  somme  géométrique  des  trois  rotations  0',  ^'  et  ^' 
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dirigées  respectivement  suivant  OI,  Oz  et  O^i.  Actuellement, 
Tangle  zOzi  est  constant,  h'  est  nul,  o'  et  ^'  sont  constants.  La 
rotation  instantanée  co  est  la  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  ^'  et  cp';  ce  parallélogramme  reste  égal  à  lui-même  pen- 
dant toute  la  durée  du  mouvement.  Le  lieu  de  Taxe  instantané  ci> 
dans  le  corps  est  donc  un  cône  de  révolution  d'axe  Ojs;  le  lieu  de 
Taxe  instantané  dans  l'espace  est  un  cône  de  révolution  d'axe  O^i . 
Le  mouvement  fini  s'obtient  en  faisant  rouler  le  premier  cône  sur 
le  deuxième  d'un  mouvement  uniforme  (Jiff*  226). 

Fig.  326. 


398.  Indications  sommaires  sur  le  calcul  des  neuf  cosinus  en  fonction 
du  temps.  —  Les  expressions  des  neuf  cosinus  données  par  Jacobi  (Journal 
de  Crelle,  t.  39)  peuvent  être  calculées  par  la  voie  élémentaire  suivante, 
qui  se  présente  immédiatement,  et  qui  est  à  peu  de  chose  près  celle  qu*a 
suivie  Somoiï(yoar/ia/  de  Crelle,  t.  42).  Nous  avons  déjà  obtenu  6  et  ^ 
en  fonction  du  temps  parles  formules  (20);  calculons  ^.  Nous  avons  trouvé 

dt        ^     A»/>ï-hB»y»* 

Posons  comme  plus  haut  t  =  /i(f  —  /o)î  remplaçons,  dans  Texpression 

d^ 
de  ;7-  >  />  et  ^  par  leurs  valeurs  (19)  et  cn'x  par  i  —  sn*T  ;  nous  avons 

^  _  fiD      (B  — C)  — (B  — A)sn«T 
dz  "    n    A(B  — C)— G(B  — A)sn»T' 

ce  qu'on  peut  encore  écrire,  en  effectuant  la  division, 

^  _  jj. D        [iD  (G  — A)(B  — G) 

t/x  ""  /iG  "^  >iG  A(B  — G)— G(B  — A)sn»T' 

Pour  mettre  en  évidence  les  pôles  de  la  fonction  doublement  périodique 
du  second  membre,  déterminons  un  argument  constant  ic  vérifiant  la  re- 
lation 
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comme  A  >  B,  la  valeur  de  snic  est  purement  imaginaire  :  on  peut  donc 
prendre,  pour  Targumenl  te,  une  valeur  purement  imaginaire,  et,  par 
suite,  pour  c,  une  valeur  réelle.  Nous  pourrons  alors  écrire 

d^^liD       [iD  (G  — A)(B  — G)  i 


d-z  '^  nC       /iG        G(B  — A)        sn»tc  — sn»T 

D*aprés  les  relations  élémentaires  qui  lient  les  fonctions  sn,  en,  dn 
d*un  même  argument,  on  tire  de(a5) 

B(A  — G)  ,  ,.        D(A-G) 

<^°'^=C(A-B)'         ^"'^^=G(A-D)' 

Extrayant  les  racines  carrées  et  tenant  compte  de  la  valeur*  de  /i,  on 

trouve 

.      .        .    ,    .        fiD  (G-A)(B  — G) 

i sn ic en icdnic  =  -^-7^  ^^ — ttttj r-; • 

nLi         Li(i>  —  A) 

Il   faudrait  mettre  un  double  signe  devant  le  deuxième  membre,  mais, 

comme  on  peut  changer  le  signe  de  ic  sans  que  les  relations  antérieures 

soient  changées,  on  peut  toujours  prendre  le  signe  +  devant  le  second 

d^ 
membre.  L'équation  qui  donne  -3^  s'écrit  alors 

^ .  d'h        U.D       isn  ic  en  ic  dn  ic 

'  dz        nC  sn*tc— sn*T 

Cette  expression  est  maintenant  aisée  à  intégrer.  On  a,  en  effet,  quels 
que  soient  les  deux  arguments  a  et  p  l'identité  (voir,  par  exemple^  Briot  et 
Bouquet,  Fonctions  elliptiques,  p.  494)) 

(27)  sn«a  — sn«('  =  — 7—    — , . .    '^, -y 

qui  donne,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  par  rapport  à  u, 

2sniicniidna  ^'(w)       H'(a— c)        HVmh-p) 

sn*a  — sn^t?  ^(«^^        \\{^u  —  v)       H(a-Hi^;* 

On  a  donc,  en  faisant  u  =  ic,  i^  =  x,  et  désignant  par  X  la  constante 
réelle  ^^  _ ,  -_  , 

d^      .       i  H'(ic-T)       i  H'(tc-hx) 
di  1  H(«c  — x)        -2  H(«?-f-x; 

latégrant  et  supposant  les  axes  choisis  de  telle  façon  que  ^  s'annule 

IL  i4 
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avec  Zf  on  a  enfin 

(28)  'j'  =  AT  4-  -  log  =77-^ -' 

Les  trois  angles  0,  ç,  ^  sont  ainsi  exprimés  en  fonction  du  temps,  et  Ton 
peut  déterminer  la  position  du  corps  à  un  instant  quelconque.  Les  sinus 
et  cosinus  de  ces  trois  angles  s'expriment  par  des  fonctions  du  temps  qui 
sont  ou  uniformes  ou  racines  carrées  de  fonctions  uniformes.  Mais  il  est 
très  remarquable  que  les  neuf  cosinus  a,  p,  y,  a',  P',  y',  a'',P',  ^  sont  des 
fonctions  uniformes  du  temps.  Ce  résultat,  dû  à  Jacobi,  peut  s'établir 
comme  il  suit.  Les  formules  (20)  donnent  déjà  y»  y'»  f'  en  fonction  uni- 
forme de  t.  On  en  conclut 

ou,  en  remplaçant  />*  et  q*  par  leurs  valeurs, 

..      ^  /C(A  — B)(D~C)  ,   jT-         A(B-G) 

Introduisant  l'argument  ic  défini  par  la  relation  (25),  puis  tenant  compte 
de  l'identité  (27),  dans  laquelle  on  fait  u  ^z  et  v  —  ic^  on  trouve  pour 
sinO  une  expression  de  la  forme 

.    ^         v^H(x  — «c)H(x-4-tc) 

^>"^  =  ^ W) ' 

où  V  est  une  constante  dont  il  est  inutile  d'écrire  la  valeur.  On  voit  ainsi 
que  sin6  est  la  racine  carrée  d'une  fonction  uniforme.  En  calculant  c'*^, 
cos<{/,  sini{;  d'après  la  formule  (28),  on  trouve  que  ces  fonctions  dépendent 
de  la  mémo  irrationnelle  que  sinô  ;  cette  irrationnelle  disparait  ensuite  dans 
les  combinaisons  qui  donnent  a,  a',  a',  p,  p',  P'. 

On  arrive  encore  à  la  même  conclusion  en  calculant  directement  en 
fonction  de  t  l'expression 

w  =  c'^  sinO. 

La  diiïérentiation  donne 

I    dw        .d^  ft  rfO 

7-  =  i-r-  -^  cotO  -r  : 

w    dt  dt  dt  ' 

remplaçant  -^  par  sa  valeur  (21)  et  6  et  -r-  par  leurs  valeurs  déduites  de 

/cos6  =  Cr,  on  trouve  pour  —  -r-  une  fonction  elliptique  de  t  qui,  par 

une  quadrature,  donne  w  en  fonction  uniforme  du  temps. 
Si  l'on  veut  comparer  le  calcul  précédent  à  celui  de  So molT  (/ourna/ 
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de  C relie,  t.  42),  il  suffit  de  remarquer  que  Targument  appelé  ia  par  Ja- 
cobi  et  SomofT  est  lié  à  ic  par  la  relation 

ia  -f-  ic  =  iK'. 

Le  cadre  de  cet  Ouvrage  ne  nous  permet  pas  de  développer  davantage 
ces  calculs.  Nous  renverrons,  pour  plus  de  détails,  au  Mémoire  de  M.  Her- 
mite  :  Sur  quelques  applications  des  /onctions  elliptiques,  où  se  trou- 
vent, avec  des  indications  sur  les  travaux  de  Brill,  Chelini,  Siacci,  deux 
méthodes  différentes  pour  calculer  directement  les  neuf  cosinus,  et  au 
Traité  de  M.  Halphen  (t.  II). 

Lorsque  D  =  B  (n®  396,  3"),  le  module  A:  =  i,  les  angles  6,  «p,  ^  et  les 
neuf  cosinus  s'expriment  par  des  fonctions  élémentaires.  Alors,  d'après  les 

relations  (24),  la  fonction  5  =  snx  devient  ou  —  i  tani^/x,  et  les 

fonctions  cnx  et  dnx  se  réduisent  à  i/i  —  *'  ou  à  r-«  En  introduisant 

COSiX 

un   argument  purement  imaginaire  ic  défini   par  la  relation  (25),  c'est- 
à-dire 

•  an<,1.  -  MB-C)  î        __   B(A-C) 

*^"^  "^  "  C(A-B)'         ^^s^  "  C(A-B)' 

on  remplacera  la  formule  (26)  par 

d^       fxB       tangc  i 

dz       nC        cos'c  tang'c  —  tang'îx 

qui  donne,  en  intégrant  et  désignant  par  X  la  constante  ^-p?  -h  tango, 


i|/  =  Xx Log  -: 


nC 

sin(c  -hfx) 
sin(c—  iz) 


On  déduit  de  là  les  expressions  des  neuf  cosinus. 

Lorsque  A  =  B  (n**  397),  le  module  est  nul;  snx  se  réduit  à  sinx;  nous 
avons  donné,  pour  ce  cas,  les  expressions  de  0,  ^,  ^, 

399.  Représentation  géométrique  du  mouvement  d'après  Poinsot* 
—  Dans  un  Mémoire  inséré  au  Tome  XVI  du  Journal  de  Liou- 
%^ille,  Poinsot  a  donné  une  représentation  géométrique  du  mou- 
vement, fondée  sur  les  théorèmes  de  Cinématique  suivants,  qui 
s^appliquent  au  mouvement  le  plus  général  d^un  corps  solide 
autour  d'un  point  fixe. 

Considérons  reilipsoïde  dMnertie  du  corps  relatif  au  point 
fixe  O  et  soient  Ox^  Oy,  Oz  les  axes  principaux  de  cet  ellip- 
soïde. A  un  instant  quelconque,  Taxe  de  la  rotation  instantanée  (i> 
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rencontre  la  surface  de  rellipsoïde  en  un  point  m,  que  Poinsol 
nomme  pâle. 

Théorème  I.  —  La  force  vwe  du  corps  est 


Om 

En  effet,  diaprés  la  définition  même  de  Pellipsoïde  d^inertîe,  le 
moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  l'axe  Oo)  est         ^  »  et 

comme  les  vitesses  des  points  du  corps  sont  les  mêmes  que  s^il 
tournait  avec  la  vitesse  angulaire  (o  autour  de  0(o,  la  force  vive 
^mv^  est  le  produit  du  moment  d'inertie  par  le  carré  de  la  vitesse 

angulaire  (n"  3o9)         ^  • 

Om 

Théorème  II.  — A  chaque  instant,  le  plan  tangent  à  rellip- 
soïde d'inertie  au  pâle  m  est  perpendiculaire  au  moment  re- 
sultant  Oo"  des  quantités  de  mouvement. 

En  effet,  l'ellipsoïde  d'inertie  rapporté  aux  axes  Oxyz  a  pour 

équation 

Aa7»-+-B7«H-C.5»=i. 

Les  cosinus  directeurs  de  Oio  étant  ->  ^,  —,  les  coordonnées 

0)        0)       (O 

x^  y^  z  du  pôle  m  par  rapport  aux  mêmes  axes  sont 


a?=Om  — »  r  =  Om  — »         -3  =  0/7i  — • 

(I)  O)  O) 

L'équation  du  plan  langent  au  point  m^x^y^  z)  étant 

AXa7-+-BY^-hGZ5  =  i, 
cette  équation  devient 


^'^  (A/>X-+-ByYH-CrZ)  =  i, 


O) 


équation  d'un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  Ot  dont  les  pro- 
jections sont  A^,  By,  Cr. 

Théorème  III.  —  La  distance  du  point  fixe  au  plan  tangent 
à  V ellipsoïde  au  pôle  est  égale  à  la  racine  carrée  de  la  force 
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vii^e  divisée  par  le  moment  résultant  des  quantités  de  mou- 
ise ment. 

En  efiet,  la  distance  S  de  l'origine  O  au  plan  tangent  est 

jj  (O  I 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

Appliquons  maintenant  ces  trois  théorèmes  au  cas  particulier 
où  les  forces  appliquées  au  corps  solide  ont  une  résultante  unique 
passant  par  le  point  fixe.  Alors  :  i®  la  force  vive  est  constante  et 
égale  à  A  ou  à  Dpi^  ;  on  a  donc 


fù 


Om 


^=v/A  =  fi/D; 


2^  le  moment  résultant  Oo*  des  quantités  de  mouvement  a  une 
direction  fixe;  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  en  m  a  donc  éga- 
lement une  direction  fixe  perpendiculaire  à  Oc;  3"  le  moment 
résultant  Oo*  ayant  une  longueur  constante  /  ou  ukD,  la  distance 
du  plan  tangent  en  m  au  centre  O  est 

^  =  "^^-  =  75^ 

elle  est  donc  constante. 

En  résumé,  le  plan  II  tangent  en  m  est/îjr^,  car  il  a  une  orien- 
tation constante  et  il  est  à  une  distance  constante  du  point  fixe  O. 

Nous  arrivons  donc  à  ce  résultat  que  l'ellipsoïde  d'inertie  reste 
constamment  en  contact  avec  un  plan  fixe  U.  Le  point  de  contact 
m  est  le  pôle;  la  droite  Om  est  Taxe  instantané,  et  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  instantanée  est  o)  =  Omy/A  :  elle  varie  propor- 
tionnellement à  Om.  Poinsot  appelle />o/Aorfi>  la  courbe  décrite 
par  le  pôle  m  à  la  surface  de  l'ellipsoïde,  et  herpolhodie  la  courbe 
décrite  par  le  pôle  sur  le  plan  fixe  II  {Jig.  227).  Le  cône,  lieu 
des  axes  instantanés  dans  le  corps,  a  pour  sommet  le  point  O,  et 
pour  directrice  la  polhodie;  le  cône  lieu  des  axes  instantanés  dans 
l'espace  a  pour  sommet  O  et  pour  base  l'herpolhodie.  Pour  obtenir 
le  mouvement,  il  faut  faire  rouler  le  premier  cône  sur  le  second 
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de  telle  façon  que  la  vitesse  angulaire  instantanée  (o  soit  à  chaque 
instant  proportionnelle  à  Om,  puisqu^on  a 

Comme  le  point  de  ]*ellipsoïde  qui  est  en  contact  avec  le  plan 
fixe  n  possède  à  chaque  instant  une  vitesse  nulle,  parce  qu'il  est 
sur  l'axe  instantané,  on  peut  dire  aussi  que  le  mouvement  s'ob- 

Fig.  327. 


tient  en  faisant  rouler  et  pivoter  (sans  glissement)  l'ellipsoïde 
d'inertie  sur  un  plan  fixe  II.  La  position  de  ce  plan  fixe  est  connue 
par  les  conditions  initiales. 

On  peut  encore  se  représenter  le  mouvement  en  supposant  qu'on 
ait  réalisé  matériellement  la  surface  conique  roulante  {^fig*  228) 


limitée  par  la  polhodie  :  la  roue  ainsi  formée  roule  sur  le  plan  A 
et  sa  trace  sur  le  plan  est  l'herpolhodie.  Comme  la  polhodie  roule 
sur  l'herpolhodie,  les  arcs  correspondants  des  deux  courbes  ont 
même  longueur. 

Polhodie,  —  Cherchons  les  équations   de  la  polhodie  ;  à  cet 
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effel,  rapportons  l'ellipsoïde  d'inertie  à  ses  axes.  Nous  pourrons 
définir  la  polhodie  comme  lieu  des  points  m{Xyy,z)  de  cet 
ellipsoïde  où  le  plan  tangent 

KxX  -+-  B^ Y  'hCzZ  =  i 

est  à  une  distance  constante  8  =  -—  de  l'origine.  Cette  condition 
s'exprime  par  l'équation 

(29)  A*a:«-l-  B*^'»-*-  C'-s*  =  D. 

Cette  équation  et  celle  de  l'ellipsoïde 

(30)  Aar«-hB^«-i-C.3*=i 

déGnissent  la  polhodie  qui  est  ainsi  une  courbe  algébrique  du 
quatrième  ordre;  on  se  rendra  comple  de  sa  forme  en  la  regardant 
comme  l'intersection  de  l'ellipsoïde  et  du  cône  lieu  des  axes 
instantanés  Om  dans  le  corps  ou  cône  roulant.  L'équation  de  ce 
cône  s'obtient  par  une  combinaison  homogène  des  deux  équations 
ci-dessus,  ce  qui  donne 

A(A  —  D)  ar»-4- B  (B  —  D) j^«-4- C(C  —  D)  4;»  =  o. 

Pour  que  ce  cône  soit  réel,  il  faut  que  l'on  ait 

A^D^C; 

c'est  la  condition  évidente  que  la  dislance  du   plan   tangent  à 

l'origine  -j=.  doit  être  inférieure  au  grand  axe  -p.  et  supérieure  au 
yD  yC 

petit  -p-  Le  cône  se  réduit  à  deux  plans  imaginaires,  c'est-à-dire 

à  une  droite  confondue  avec  Ox  ou  0^  lorsque  Ton  a  D  =  A 
ou  D=:C;  ce  qui  est  facile  à  voir  géométriquement,  puisque  les 
extrémités  c,  d  du  grand  et  a,  o!  du  petit  axe  sont  les  seuls 
points  réels  où  le  plan  tangent  est  à  sa  distance  maxima  ou 
minima  de  l'origine.  La  polhodie  est  alors  formée  de  deux  points 
c  et  c'  ou  a  et  a!  {fig.  2^9).  Pour  D  =  B,  le  cône  se  décompose 
en  deux  plans  réels  passant  par  Taxe  moyen 


\/a(A-B) 
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Ce  sont  bien  les  plans  que  nous  avons  déjà  rencontrés  dans 
Tétude  analytique  du  problème;  la  polhodie  est  alors  formée  de 
deux  ellipses  ee'  se  coupant  aux  extrémités  bU  At  l'axe  moyen. 

La  polhodie  est  donc  l'intersection  de  l'ellipsoïde  et  d'un  cône' 
du  second  ordre  ayant  les  mêmes  plans  de  symétrie.  Elle  se  com- 
pose de  deux  branches  fermées  distinctes  symétriques  l'une  de 
l'autre,  par  rapport  au  centre  et  à  l'un  des  plans  principaux  de 
l'ellipsoïde  :  chaque  branche  admet  comme  plans  de  symétrie 
les  deux  autres  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  {fig*  ^^9)  ^^  pos- 

Fig.  329. 


sède  quatre  sommets  i,  2,  1,  2  pour  lesquels  le  rayon  vecteur 
Om  issu  du  centre  est  minimum  ou  maximum.  Dans  Je  mouve- 
ment, une  des  branches  de  la  polhodie  roule  sur  le  plan  fixe  II. 
Celle  branche  est  seule  utile;  l'autre  branche  roule  sur  un  plan 
symétrique  de  II  par  rapport  au  point  O. 

11  est  important  de  se  rendre  compte  des  formes  diverses  de  la 
polhodie  suivant  les  conditions  initiales.  Représentons  l'ellip- 
soïde d'inertie  (^^.  229).  Comme  nous  supposons  A>B>C, 
l'axe  Ox  est  le  petit  axe,  O^  le  grand.  Nous  appellerons  aa\  bb\ 
ce'  les  sommets  de  la  surface.  Suivant  les  conditions  initiales,  la 
constante  D  varie  entre  A  et  C.  Pour  D  =  A,  le  cône  lieu  des  axes 
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instantanés  dans  le  corps  se  réduit  à  Taxe  O a:  et  la  polhodie, 
intersection  du  cône  et  de  rellipsoïde,  se  réduit  au  point  a  et  au 
symétrique  a! ,  Quand  D  diminue  un  peu,  la  polhodie  se  com- 
pose d'une  petite  courbe  fermée /entourant  a  et  d'une  courbe 
symétrique Z' entourant  a! .  D  continuant  à  diminuer,  les  courbes 
/*et/^  s'éloignent  de  a  et  a',  et,  pour  D  =  B,  ces  courbes  se  re- 
joignent aux  points  b  et  V  en  se  décomposant  alors  en  deux  ellipses 
e  et  é.  De  même  pour  D  =  G,  la  polhodie  se  réduit  aux  deux 
sommets  c  et  c  :  D  augmentant,  elle  est  d'abord  formée  de  deux 
petites  courbes  symétriques  g  et  g^  entourant  ces  sommets;  puis 
ces  courbes  grandissent,  et  pour  D  =  B  elles  se  réduisent  encore 
aux  ellipses  e  et  e! . 

Il  y  a  donc  deux  sortes  de  polhodies  :  les  unes  entourent  les 
sommets  du  petit  axe,  les  autres  les  sommets  du  grand  axe;  ces 
deux  sortes  dé  polhodies  sont  séparées  par  la  polhodie  singulière 
correspondant  à  D  =  B,  formée  de  deux  ellipses  e  et  e! ,  Par 
chaque  point  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  il  passe  une  polhodie  et 
une  seule  ;  ces  courbes  étant  supposées  tracées,  pour  connaître 
la  polhodie  correspondant  à  des  conditions  initiales  données,  il 
suffit  de  connaître  le  point  //Iq  où  la  rotation  instantanée  initiale 
perce  l'ellipsoïde;  la  polhodie  cherchée  est  celle  qui  passe  par  m^. 
Quant  au  plan  fixe  II  correspondant^  c'est  le  plan  tangent  en  m^  à 
l'ellipsoïde  dans  sa  position  initiale. 

Herpolhodie,  —  Si  l'on  abaisse  du  point  fixe  une  perpendicu- 
laire OP  (\oirJig,  227),  sur  le  plan  II,  la  longueur  OP  est  égale  à 

— =•  Le  rayon  vecteur  P/w=p  d'un  point  de  l'herpolhodie  est 
donc 


p=^Om*-l 


Nous  avons  vu,  d'après  la  forme  de  la  polhodie,  que  la  distance 
Om  du  pôle  au  centre  varie  entre  un  minimum  et  un  maximum; 
donc  p  varie  également  entre  un  minimum  et  un  maximum  cor- 
respondants p«  et  pj.  L'herpolhodie  est  donc  comprise  entre  deux 
cercles  concentriques  de  rayons  p,  et  pa  qu'elle  touche  successive- 
ment en  des  points  tels  que  mi,  m^.  Elle  a  la  forme  indiquée  sur 
la  ^g.   227;   c'est   une   courbe   tournant  partout  sa  concavité 
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vers  le  poinl  P  et  ne  présentant  pas  de  points  d'inflexion.  Celle 
circonstance,  remarquée  pour  la  première  fois  par  Hess  (Inau- 
gural Dissertation,  Mûnchen,  1880;  Math.  Annalen,  t.  XXVII; 
1886),  et  retrouvée  par  M.  de  Sparre  (Comptes  rendus;  1884), 
mérite  d'être  signalée,  parce  que  Poinsot,  dans  son  Mémoire,  a 
figuré  l'herpolhodie  d'une  manière  inexacte  en  lui  donnant  une 
forme  sinueuse. 


L'arc  d'herpolhodie  m^m^  est  le  quart  1  ,a  de  l'arc  de  polho- 
die  (fig-  ^^27);  lorsque  tous  les  points  de  la  polhodie  sont  venus 
successivement  en  contact  avec   le  plan,  le  pôle  m  reprend  la 
même  position  sur  l'ellipsoïde,  mais,  dans  le  plan  II,  le  rayon  vec- 
teur Pm  a  tourné  d'un  angle  égal  à  4  'w,  P/Wj,  puisqu'il  y  a  quat^re 
sommets  sur  la  polhodie.  Si  cet  angle  m^  Vm^  n'est  pas  commen- 
surable  avec  tc,  l'herpolhodie  n'est  pas  fermée,  le  pôle  ne  reprend 
jamais  exactement  la  même  position,  en  même  temps,  sur  l'elXip- 
soïde  et  sur  le  plan.  Si  cet  angle  est  commensurable  avec  tc,  l'lm« 
polhodie  est  fermée  et,  au  bout  d'un  certain  temps,  le  pôle 
prend  la  même  position  sur  l'ellipsoïde  et  sur  le  plan. 

Cas  particuliers.  —  Si  D  =  A  ou  D  =  G,  la  polhodie  est  un 
point,  l'herpolhodie  également  :  l'ellipsoïde  pivote  en  restant  c" 
contact  avec  le  plan  par  le  sommet  du  petit  ou  du  grand  axe. 

Si  D  =  B,  la  polhodie  est  réduite  à  deux  ellipses  e,  e'  passant 
par  l'axe  moyen.  Le  petit  axe  d'une  de  ces  ellipses,  comme  otx   1^ 

vérifie  facilement,  est  l'axe  moyen  -— •  Dans  ce  cas,  le  moi»"^^* 

ment  s'obtient  en  faisant  rouler  Tune  de  ces  ellipses,  dont    *^ 
centre  est  fixe,  sur  le  plan  II;  comme  ce  plan  est  à  une  dista*^^^ 

du  centre  égale  à  —  >  le  minimum  pa  du  rayon  p  =  Pm  de  l'iï-^^' 

polhodie  est  nul^  le  maximum  a  une  certaine  valeur  p, .  L'herp^^^*^' 
hodie  a  alors  la  forme  d'une  double  spirale  (fig»  280),  ayant  *^  ^ 
sommet  T  correspondant  au  maximum  de  p  et  composée  de  de^  ^ 
branches  symétriques  par  rapport  à  PT  et  asymptotes  vers  '^ 
point  P.  Une  partie  seulement  de  celte  herpolhodie  est  effectiv^'^ 
ment  parcourue;  c'est  celle  qui  va  de  la  position  initiale  m©  J«^^ 
pôle  jusqu'au  point  P,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Le  tempî 
que  met  le  pôle  à  arriver  en  P  est  infini,  quoique  la  longueur  de  k 
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spirale  soit  finie  comme  égale  au  périmètre  de  Tellipse  roulante. 

Quand  l'ellipsoïde  est  de  révolutionna  polhodie  et  Therpolbodie 

soQt  des  cercles.  S'il  est  une  sphère,  ce  sont  toujours  des  points. 


Fig.   a3o. 


'^tabiliié  de  la  rotation  autour  des  axes  principaux.  — 
D^cwles  cas  particuliers  où  le  corps  commence  à  tourner  autour 
d  tm  des  axes  principaux  d'inertie,  ce  mouvement  persiste  indéfi- 
ninacnt;  l'axe  instantané  est  fixe  dans  le  corps  et  dans  l'espace. 
11  est  aisé  de  voir  que  ce  sont  les  seuls  cas  où  Taxe  instantané 
resie  fixe  dans  le  corps.  En  efiet,  s'il  en  est  ainsi,  on  a,  en  appe- 
lai^ta,  6,  c  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  instantané  par  rapport 
aux  axes  Oxyz^ 

p  =  ata^         q  =  biù,        r=.chi, 

ou  dj  fcj  c  sont  constants.  Alors  l'intégrale  des  forces  vives  (10) 
montre  que  co  est  constant;  les  trois  composantes/?,  y,  rsont  donc 
constantes,  et  les  équations  d'Euler  donnent 

(C  — B)^r  =  o,        (A  — G)/7?  =  o,        (B  — A)/?^=o. 

Si  l'ellipsoïde  d'inertie  n'est  pas  de  révolution,  ces  équations 
^ïtgent  que  deux  des  quantités  p^  q^  r  soient  nulles,  c'est-à-dire 
^^  le  corps  tourne  autour  d'un  axe  principal.  Si  l'ellipsoïde  est 
de  révolution  autour  de  O^,  A  =  B,  ou  bien  r  est  nul  et  le  corps 
tourne  autour  d'un  axe  dans  le  plan  de  l'équateur,  c'est-à-dire 
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autour  d'un  axe  principal,  ou  bien  p  =  g  =z  o^  et  le  corps  tourne 
autour  de  Taxe  principal  0^.  Enfin,  dans  le  cas  A=  B  =  C,  le 
corps  tourne  autour  d'un  axe  principal,  car  tous  les  axes  sont 
principaux. 

On  peut  se  demander  maintenant  si  le  mouvement  de  rotation 
du  corps  autour  d'un  des  axes  principaux  d'inertie  est  un  mou* 
vement  stable  ou  non.  On  dit,  en  général,  qu'un  mouvement  est 
stable,  si,  en  modifiant  infiniment  peu  d'une  manière  arbitraire 
les  conditions  initiales,  on  modifie  infiniment  peu  le  mouvement; 
un  mouvement  est  instable,  si  une  modification  infiniment  petite 
dans  les  conditions  initiales  amène  un  changement  fini  dans  le 
mouvement. 

D'abord,  si  A  >  B  >  C,  la  rotation  autour  du  grand  et  du  petit 
axe  de  rdlipsoïde  d'inertie  est  stable;  elle  est  instable  autour  de 
Taxe  moyen.  En  effet,  animons  le  corps  d'une  rotation  initiale 
autour  du  petit  axe;  alors  cet  axe  reste  fixe,  le  pôle  de  rotation 
coïncide  avec  le  sommet  a^^  le  plan  tangent  IIq  en  a©  est  fixe.  Si 
l'on  modifie  infiniment  peu   les   conditions  initiales,  en  impri- 
mant au  corps  une  rotation  initiale  autour  d'un  axe  infiniment 
voisin  de  Oa©,  la  polhodie  devient  une  petite  courbe  fermée  infi- 
niment voisine  du  sommet  du  petit  axe  :  donc  l'axe  instantané 
décrit  dans  le  corps  un  cône  d'ouverture  infiniment  petite  autour 
de  sa  position  primitive  dans  ce  corps.  Le  plan  fixe  H,  auqueli'cl- 
lipsoïde  reste  tangent  dans  le  nouveau  mouvement,  est  infiniment 
voisin  de  I!©,  et  la  perpendiculaire  OP,  abaissée  de  O  sur  ce  pla^^i 
est  infiniment  voisine  en  longueur  et  direction  de  Oa^  ;  lerajon 
vecteur  0/n  d'un  point  m  de  Therpclhodie  ayant  une  longueur 
infiniment  voisine  de  Oa©  s'écarte  infiniment  peu  de  la  perpendi- 
culaire OP,  c'est-à-dire  de  Oa©  :  donc  Taxe  instantané  décritauss) 
dans  l'espace  un  cône  infiniment  voisin  de  sa  position  primitive 
dans  l'espace;  la  rotation  considérée  est  donc  stable.  Il  en  serai! 
de  même  de  la  rotation  autour  du  grand  axe. 

Mais  si  le  corps  tourne  d'abord  autour  de  l'axe  moyen,  une 
modification  infiniment  petite  des  conditions  initiales  amènerai* 
pôle  dans  une  position  /Wo,  à  partir  de  laquelle  il  décrira  un< 
polhodie  entourant,  soit  le  sommet  a,  soit  le  sommet  c;  l'ax 
s'écartera  alors  d'une  quantité  finie  de  sa  première  position;  1 
rotation  est  instable. 
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Les  ellipses  ee  et  e'e'  (Jig,  229)  partagent  l'ellipsoïde  en  quatre 
fuseaux  :  deux  contenant  les  sommets  a  et  a'  et  les  deux  autres 
les  sommets  c  et  c'.  Suivant  une  remarque  de  Bour,  il  est  naturel 
de  prendre  comme  mesure  de  la  stabilité  de  la  rotation  autour  de 
l'axe  Oa  le  rapport  de  Taire  du  fuseau  contenant  a  à  la  moitié 
de  Faire  de  Tellipsoïde  d'inertie.  En  effet,  si  les  conditions  ini- 
tiales sont  modifiées  de  telle  façon  que  le  pôle  tombe  dans  ce 
fuseau,  Taxe  instantané  décrit  dans  le  corps  un  cône  autour  de  sa 
direction  primitive  Oa.  De  même,  on  mesurera  la  stabilité  de  la 
rotation  autour  de  Oc  par  Taire  du  fuseau  qui  contient  cet  axe. 
Par  exemple,  si  Tellipsoïde  est  très  voisin  d'un  ellipsoïde  de  révo- 
lution autour  de  Ozy  c'est-à-dire  si  A  —  B  est  très  petit,  le  fuseau 
contenant  a  est  très  petit,  de  sorte  que  la  stabilité  de   la  rota- 
tion autour  de  Oa  est  faible,  car  un  petit  déplacement  de  Taxe 
peut  faire  sortir  le  pôle  du  fuseau  et  l'amener  à  tourner  autour 
de  Oc. 

Si  Tellipsoïde  est  rigoureusement  de  révolution  (projectiles 
oblongs),  il  n'y  a  de  stable  que  la  rotation  autour  de  Taxe  de  ré- 
solution :  en  effet,  si  le  corps  tourne  autour  d'un  axe  principal 
^^  plan  de  Téquateur  et  que,  pour  une  cause  quelconque,  le  pôle 
'^  soit  un  peu  écarté  de  ce  plan,  il  ira  décrire  sur  la  surface  de 
*  ellipsoïde  un  cercle  parallèle  et  presque  égal  à  Téquateur.  L'axe 
^^ns  le  corps  s'écarte  donc  beaucoup  de  sa  position  primitive  :  il 
est  bon  de  remarquer  que  dans  l'espace  il  reste  très  voisin,  au 
Contraire,  de  sa  position  primitive,  car  la  longueur  Om  diffère 
peu  du  rajon  équatorial. 

Si  l'ellipsoïde  d'inertie  est  une  sphère,  tous  les  axes  sont  égale- 
ment stables,  ou  plutôt  indifférents,  car,  si  Taxe  instantané  est 
porté  du  lieu  où  il  se  trouve  dans  un  autre,  il  redevient  immobile 
*t  dans  le  corps  et  dans  l'espace.  {Voyez  Bour,  Dynamique, 
P-    i65.) 

^^CX).  Équation  de  llierpolhodie.  —  Poinsot  obtient  Téquation  différen- 
^^elle  de  Therpolhodie  en  remarquant  que  l'expression  de  Tare  de  cette 
^Ourbe  en  fonction  du  rayon  Om  est  identique  à  Texpression  de  Tare  de 
Polbodie  en  fonction  du  même  rayouj  car  les  deux  courbes  roulent  Tune 
sur  l'autre.  Nous  emploierons  une  autre  méthode  qui  conduit  à  des  c.fkl- 
c^ls  un  peu  moins  longs  et  que  nous  empruntons  à  une  Note  de  M.  Darboux 
^  la  Mécanique  de  Despeyrous. 
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Soient,  comme  plus  haut,  x,  y^  z  les  coordonnées  du  pôle  m  par 
port  aux  axes  principaux  d'inertie  Oxyz\  puisque  le  rapport  j;- 
constant  et  égal  à  yfhy  on  a 

(3.)  £==i  =  :  =  J:i-=/Â. 

'  X      y       z       Om 

Comme  /?,  Çy  r  sont  des  fonctions  elliptiques  de  t  (19),  il  en  e: 
même  de  Xyy^  z.  Les  équations  d'EuIer,  dans  lesquelles  on  rempla 

7,  r  par  x  v/Â,  y  yfh^  z  v/A,  donnent 

(32)  A  ^|-f-v/Â(G  — B)j^;5  =  o,        B -^ -h /^(A  —  C)i5ar  =  o, 

Appelons,  comme  précédemment,  P  la  projection  du  point  0  sur  le 
fixe  n,  qui  contient  l'herpolbodie,  et  désignons  par  p  et  )^  les  coordo 
polaires  d'un  point  m.  de  la  courbe  rapportée  au  point  P.  Comme 


0P=  -?=, 


on  a  les  équations  suivantes 


3:"*-+-^'-+-  ^»  =  p*-h  ^> 

r33^  { 

^      ^  'A  a7^-^B  j^'h-C  5»=  i, 

A«ar«-hB«7*-+-G*;5«=  D 


î 


dont  la  première  exprime  que  Om  =  P//i-HOP,  et  dont  les  don 
sont  les  équations  de  la  polhodie.  Résolvant  ces  équations  par  rap| 
^^y  y^t  ^'»  on  a,  en  posant 


et 


(34) 


A  =  (A  — B)(B  — G)(C  — A) 


(B-D)(C-D)  (C- D)(A-D) 

''"  BGD  '  CAD 

-  _  (A~D)(B-D) 
^  ~  ABD 

/            BC(C-B),  ,         ^             ,       CA(A-C).   ,       . 
\  ^'=  —^ (P*-«),         J''= ^ (p*-^), 

,       AB(B-A)  .  , 

^«=  ^^ (P*  — c). 


Nous  avons  supposé  A  >  B  >  C  et  D  compris  entre  B  et  C;  alors 
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négatif,  et  Ton  a  a  >  o,  6  >  o,  c  <  o.  Donc  z^  est  essentiellement  positif 
et  ne  s'annule  jamais,  ce  qui  est  d'accord  avec  le  fait  que  r  ne  s'annule 
jamais.  Pour  que  x^  cty^  soient  positifs,  il  faut  que  p^—  a  soit  positif  et 
p*  —  6  négatif  :  p*  oscille  donc  entre  a  et  6.  On  retrouve  ainsi  ce  résultat 

que  le  rayon  vecteur  de  l'herpolhodie  oscille  entre  un  minimum  ^â  et  un 

maximum  ^b.  En  difTérentiant  la  première  des  équations  (33),  on  a 

dp  dx  dy  dz 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  (32), 

dp        ,rr  /B  — C       C  — A       A-B\  t^>JhxYz 

^c^te  équation  donne  enfin,  en  remplaçant  x^y^  z  par  leurs  valeurs  (34)» 
et  v/Âpar  [xv^D, 

(^^>  p^?=îx/D/-(p»~a)(p«-6)(p«-c), 

^<|tAation  qui  permettrait  de  retrouver  p'  en  fonction  de  t  par  une  fonction 
^"■ptique;  cette  expression  de  p*  en  fonction  de  t  nous  est  déjà  connue, 
P*"isque  x^y,  z  sont  des  fonctions  elliptiques  de  t. 

^our  obtenir  une  autre  équation  où  figure  l'angle  polaire  ^  d'un  point 
l'herpolhodie,  on  part  de  la  remarque  suivante  :  si  m  et  m!  sont  deux 
lions  infiniment  voisines  (ar,  >',  z)  et  (a?-}-  dx^  y  -h  dy^  z  -+-  dz)  du 
P^le  dans  le  corps,  le  plan  du  triangle  élémentaire  mO m!  est  tangent 
^^  oône  lieu  des  axes  instantanés  dans  le  corps,  et  les  projections  S^,  S^,  S- 
^^  l'aire  S  de  ce  triangle  sur  les  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  sont 

'^i^x^ydz  —  zdy^         ^Sy  =  zdx  —  xdz,         iSz  =  xdy—ydx, 

^'autre  part,  comme  le  cône  lieu  des  axes  Ont  dans  le  corps  roule  sur 
'^  c^ae  fixe  ayant  pour  sommet  O  et  pour  base  l'herpolhodie,  le  plan  mOm! 
^^^  aussi  tangent  au  cône  fixe,  et  l'aire  élémentaire  S  est  aussi  égale  à 
^^tre  comprise  entre  les  deux  génératrices  infiniment  voisines  correspon- 
dantes du  cône  fixe.  La  projection  de  l'aire  S  sur  le  plan  fixe  n  qui  con- 

I*  I 

^^^Qt  l'herpolhodie  est  alors  un  secteur  élémentaire  de  celte  courbe  -  p'^x* 

Comme  les  plans  xOy, yOz^  zOx  font  avec  le  plan  B,  perpendiculaire 
^  O9,  des  angles  dont  les  cosinus  sont  y»  y»  Y*»  ^"  ^ 

^^6)  p«ûfx  =  2YSx-f-2Y'Sj.--2Y'S^; 
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calculoQS  le  second  membre.  D'abord 

(37)  ^=-f.=-^-x=        X,        .... 

é 

Puis,  en  vertu  des  équations  (32),  déduites  des  équations  d'EuIer, 

la  quantité  entre  crochets  est  égale  à  A  —  D,  comme  on  le  voit  en  élimi- 
nant x^  entre  les  deux  dernières  équations  (33).  On  a  donc 


a:v/Â(A_— D) 
BC 


aS;r=^^^^^-^«"— ^^^ 


Calculant  de  même  S^,  S.  par  une  permutation  des  lettres  et  portant 
dans  (36)  après  avoir  remplacé  h  par  {x/D,  on  a 

d-f  /A  — D.     ,       B-D„    ,       C-D^   ,\ 

Dans  cette  relation,  nous  remplacerons  enfin  a?*,  j^*,  z^  par  leurs  va- 
leurs (34)  en  fonction  de  p*  et  nous  aurons,  après  réduction,  une  relation 
de  la  forme 

(38)  p«^-  =  j,(pi  +  E), 

^     1.^    j^  .          ,                         (A-D)(B-D)(C  — D)        ,         ,     ,. 
ou    L    désigne    la    constante ^     -y    c  est -a -dire 

—  v/ — abcD. 

Les  deux  relations  (35)  et  (38)  donnent  p  et  y  en  fonction  du  temps. 
L'élimination  de  dt  fournil  l'équation  difTérenlielIe  de  Therpolhodie 

(39)  ^1=      .      .        (P'-^E)J^ 

pv/D/-(p*-a)(pî-6)(p«-c) 

qui  donne  y^  par  une  quadrature.  On  peut  ainsi  construire  Therpolbodie 
et  vérifier  qu'elle  n'a  pas  d'inflexions,  en  calculant  le  rayon  de  courbure 
en  fonction  de  p  et  montrant  qu'il  ne  devient  jamais  infini.  Ce  résultat 
tient  à  l'inégalité  A  <  B  -f-  C  qui  lie  les  trois  moments  d'inertie.  On  voit 

également  que  l'herpolhodie  n'a  pas  de  points  de  rebroussement,  car  — ^ 

dp 

ne  devient  pas  nul  pour  les  valeurs  de  p*  comprises  entre  a  et  6.  Si  l'on 
remplaçait  l'ellipsoïde  d'inertie  par  un  ellipsoïde  quelconque  ou  par  un 
hyperboloïde  qu'on  ferait  rouler  et  pivoter  sur  le  plan  fixe  H,  l'herpol- 
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hodie  correspondante  pourrait  présenter  des  inflexions  ou  des  rebrousse- 
ments;  il  pourrait  aussi  arriver  que  le  rayon  vecteur  P/n  ne  tourne  pas 
toujours  dans  le  même  sens.  Nous  renverrons,  pour  une  discussion  plu» 
détaillée  de  cette  question  de  Géométrie,  à  la  Note  de  M  .Darboux  {Méca- 
nique àe  Despeyrous),  au  Mémoire  de  Hess,  et  pour  l'expression  de  ^  en 
fonction  de  /,  au  Traité  de  M.  Greenhill  (Chapitre  111). 

Dans  le  cas  particulier  où  B  =  D,  E  est  nul,  a  et  c  aussi  et  la  quadra- 
ture qui  donne  y^  peut  s'effectuer  à  l'aide  des  fonctions  élémentaires. 
Alors 


B      ^ 


V  p* 

et,  en  faisant  l/^  =  ^» 

C'est  là  l'équation  de  la  spirale  représentée  dans  la  Ji^.  aSo. 

Hemarque.  —  Les  équations  de  rherpolhodie   sont  de  la  forme  gé- 
nérale 

(4o)  p«^' =  ,xp«-f-v,       pJ=X/F(7^), 

où  fi,  V,  X  sont  des  constantes  et  ¥{x)  un  polynôme  du  troisième  degré 
en  Xy  commençant  par  le   terme  en  — a?*;   on  a  de  plus,  entre  ces  con- 
stantes, la  relation  v  =  dz  X  / —  l^'(o)  »  ainsi  qu'il  résulte  de  la  valeur  de  E. 
Réciproquement  toutes  les  équations  de  la  forme  (4o),   dans  lesquelles 

les  constantes  sont  telles  que  v  =  di  X  v/ —  F (o) ,  définissent  une  herpol- 
bodie  parcourue  suivant  la  loi  de  Poinsot,  pourvu  qu'on  étende  la  théorie 
de  Poinsot  au  cas  où  A,  B,  G  peuvent  prendre  des  valeurs  quelconques 
positives  ou  négatives,  c'est-à-dire  au  cas  où  l'ellipsoïde  serait  remplacé 
par  une  quadrique  à  centre  quelconque.  G'est  ce  que  montre  immédiate- 
ment l'identification  des  équations  (4o)  et  des  équations  de  rherpolhodie. 
Herpolhodo graphe  de  MM.  Darboux  et  Kœnigs.  —  On  a  fait  à  la 
représentation   de    Poinsot   le  reproche    qu'elle    ne    représente  pas   le 
temps.  Effectivement,  si  l'on  avait  réalisé  matériellement  les  deux  cônes 
de  sommet  0  ayant  pour  bases  la  polhodie  et  l'hcrpolhodie,  et  si,  par  un 
engrenage,   on  les  obligeait  à  rouler  Tun   sur   l'autre,   on    n'aurait   pas 
encore  la  représentation  complète  du  mouvement,  car  il  faudrait  en  outre 
imprimer  au   cône  roulant  une   vitesse  angulaire  instantanée,  qui  fût  à 
chaque  instant  proportionnelle  à  Ont.  M.  Darboux   a  montré  (Note  à  la 
•Mécanique  de  Despeyrous)  qu'on  peut  construire  un  appareil  réalisant 
cette  condition,  en  associant  la  représentation  précédente  du  mouvement 
^^cc  uoe  autre  représentation,  qui  est  aussi  due  à  Poinsot. 

II.  i5 


226 


DEUXIÈME    PARTIE.   —    DYNAMIQUE    DES    SYSTÂMBS. 


Soit,  comme  précédemment,  m  le  point  de  contact  de  Tellipsoîde  d'iner- 
tie avec  le  plan  fixe  n,  P  la  projection  du  centre  O  sur  n.  Menons  par  le 
centre  O  {Jig'  23i)  de  Tellipsoïde  un  plan  n' parallèle  au  plan  fixe  II  et 


Fig    23i. 


appelons  m!  la  projection  de  m  sur  II'.  La  rotation  instantanée  w  =  Om  ^h 
dirigée  suivant  Om  peut  être  décomposée  en  deux,  l'une  dirigée  suivant 
OP  ayant  la  valeur  constante  jjl  =  OP./^,  l'autre  dirigée  suivant  Om' 

égale  à  Om\  >Jh,  Si  donc  l'on  imprime  au  plan  II'  une  rotation  constante 
fjL  autour  de  OP,  le  mouvement  de  l'ellipsoïde  par  rapport  au  plan  II', 
devenu  ainsi  mobile,  se  réduira  à  chaque  instant  à  la  seule  rotation  au- 
tour de  0/n'.  Dans  le  cours  du  mouvement,  O  m'  change  soit  dans  le 
corps,  soit  dans  l'espace;  dans  le  corps  il  décrit  un  cône  (C)  du  second 
ordre,  et  dans  l'espace  il  décrit  le  plan  W .  Le  mouvement  relatif  de  Pellip- 
soïde  par  rapport  au  plan  W  devenu  mobile  se  réduira  donc  au  roulement 
du  cônc(G')  sur  ce  plan,  la  vitesse  relative  de  roulement  étant  constam- 
ment égale  à  Om\  \fTi. 

Le  moavem,ent  du  corps  peut  donc  être  représenté  par  le  roulement 
du  cône  (C),  invariablement  lié  au  corps,  sur  le  plan  II',  ce  roulement 

s'effectuant  avec  la  vitesse  angulaire  instantanée  Om'.^h,  pendant 
que  le  plan  tourne  avec  une  vitesse  constante  jx  autour  de  sa  nor- 
male OP. 

Vérifions  que  le  cône  (C)  est  du  second  ordre.  Pour  définir  ce  cône, 
nous  chercherons  le  lieu  des  diverses  positions  du  point  m'  par  rapport 
aux  axes  02:^.5  de  l'ellipsoïde.  Le  point  m!{x\y\z')  étant  situé  sur  la 
normale  au  pôle  m{x,y,  z)^  à  l'ellipsoïde  d'inertie,  on  a 


(11) 


.r'  —  x  _  y  —  V  __  z  —  '^  _\ 


ce  point  étant  dans  le  plan  D'  parallèle  au  plan  langent  en  m  à  l'ellipsoïde, 
on  a  aussi 


(ivt) 


Kxx'  ■+■  hy-y  -i-  Czz'  :=  o. 
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Appelons  X  la  valeur  commune  des  rapports  (41)  et  portons  dans  (42) 
les  valeurs  de  x\y\  z*  tirées  de  (41),  il  vient 

Aar*  H-  By^  -h  C;î«  -h  X(A*ar«  -h  B«j^«  -h  C»;:«)  =  o. 

D'après  les  équations  (29)  et  (3o)  de  la  polhodie,  le  premier  terme  de 
cette  relation  est  i,  le  deuxième  D,  on  a  donc 

»— i 

et  les  relations  (40  donnent,  pour  les  coordonnées  de  m\ 

n— A  ,         D— B  ,  D— C 

On  peut  ainsi  déduire  le  lieu  des  points  m!  du  lieu  des  points  m.  Comme 
la  polhodie,  lieu  du  point  m,  est  sur  le  cône 

Aar*(A  — D)-hBj'*(B  — D)-r-C5«(C  — l))  =  o, 

on  voit  que  le  point  m'  est  sur  le  cône  (C) 

Jlx^_  By^  _9i!_  _ 

A  — D"^B  — D"^G  — D""*** 

Telle  est  Féquation  du  cône  (C),  lieu  des  droites  Ont'  dans  le  corps; 
il  est  bien  du  second  ordre. 

Ce  point  étant  établi,  revenons  au  mouvement.  En  rapprochant  les 
deux  modes  de  représentation  du  mouvement  donnés  par  Poinsot,  on 
voit  que,  pendant  le  roulement  de  l'ellipsoïde  central  sur  le  plan  fixe  IT,  le 
cônc(C'),  invariablement  lié  au  corps,  roule  sur  le  plan  H',  tandis  que 
celui-ci  tourne  avec  la  vitesse  angulaire  constante  (x  autour  de  OP. 

Alors,  supposons  le  cône  (C)  de  sommet  fixe  0  et  le  plan  II'  réalises 
matériellement,  le  plan  n'  pouvant  tourner  autour  de  OP  et  le  cône  {C) 
étant,  à  l'aide  d*un  engrenage,  assujetti  à  rouler  sur  le  plan  II';  supposons 
d^autre  part  la  polhodie  réalisée  matériellement  sur  l'ellipsoïde  et  assu- 
jettie, par  un  engrenage  ou  par  un  frottement  considérable,  à  rouler  sur 
le  plan  B;  enfin,  imaginons  le  corps  solide  animé  de  son  mouvement:  il 
entraînera  le  cône  (C)  qui,  en  roulant  sur  le  plan  0',  obligera  celui-ci  à 
tourner  avec  une  vitesse  angulaire  constante.  Inversement  si  Ton  oblige, 
par  un  mécanisme  d'horlogerie,  le  plan  W  à  tourner  autour  de  OP  avec 
une  vitesse  angulaire  constante  y  ce  plan  entraînera  le  cône  C  qui,  à  son 
tour,  obligera  la  polhodie  à  rouler  sur  le  plan  W  conformément  à  la  loi  du 
mouvement.  C'est  d'après  ces  principes  que  MM.  Darboux  et  Kœnigs  ont 
fait  construire  un  appareil,  V kerpolhodo graphe,  qui  fournit  une  réali- 
sation cinématique  complète  de  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
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d'un  corps  solide.  Nous  n'insisterons  pas  sur  les  détails  de  construction  de 
cet  appareil  dont  on  trouvera  une  description  dans  un  article  de  M.  Koenigs 
(Revue  générale  des  Sciences^  3o  avril  1891  ;  Carré).  Terminons  par  une 
remarque  due  à  M.  Kœnigs  {Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France^  t.  XVIII,  p.  i63  et  i3i).  La  loi  de  la  vitesse  étant  le  but  essentiel 
de  l'appareil,  il  est  à  souhaiter  que  les  variations  en  soient  assez  sensibles 
pour  être  perçues  à  l'œil.  Malheureusement  il  se  trouve  qu'on  est  très 
limité  à  cet  égard.  Si  l'on  fait  rouler  sur  un  plan  un  ellipsoïde  quel- 
conque dont  le  centre  demeure  fixe,  suivant  la  loi  de  Poinsot,  c'est-à-dire 
avec  une  vitesse  angulaire  proportionnelle  au  diamètre  du  point  de  con- 
tact, le  rapport  de  la  plus  petite  valeur  de  la  vitesse  angulaire  à  la  plus 
grande  peut  prendre  toutes  les  valeurs  voulues  entre  o  et  i.  Il  suffit  de 
choisir  convenablement  l'ellipsoïde  et  le  plan  sur  lequel  il  roule.  On  peut 
ainsi  obtenir  des  variations  de  vitesse  angulaire  allant  du  simple  au  double 
ou  au  quintuple  et  très  facilement  perceptibles.  Mais,  dans  le  cas  du  mou- 
vement d'un  corps  solide,  rellipsoïde  roulant  est  un  ellipsoïde  d'inertie  et 
on  a  A  <  B  H-  G.  Cette  inégalité  limite  le  choix  que  l'on  peut  faire  de 
l'ellipsoïde  roulant,  et  il  arrive  que  le  rapport  de  la  plus  petite  valeur 
de   la  vitesse  angulaire  à   la  plus  grande  est  alors  nécessairement 

compris  entre  i  et —=]  c'est  ce  qu'on  démontrera  à  titre  d'exercice.  On 

v/2 

peut,  du  reste,  réaliser  des  conditions  qui  s'approchent  autant  qu'on  le 
veut  de  ces  deux  limites.  La  variation,  on  le  voit,  est  assez  faible,  et 
demande  forcément,  pour  être  perçue,  une  attention  un  peu  soutenue. 
L'inégalité  A  <  B  -+-  C  a  donc  pour  elFet,  d'une  part,  de  supprimer  les  in- 
flexions dans  riicrpolhodie,  et,  d'autre  part,  d'assurer  une  certaine  sta- 
bilité à  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire. 

Exemple  d'herpolhodie  algébrique,  —  M.  Grcenhill,  dont  nous  avons 
déjà  cité  les  intéressantes  recherches  sur  le  cas  où  le  problème  du  pendule 
sphérique  se  ramène  à  une  intégrale  pseudo-elliptique,  a  indiqué  également 
des  cas  où  le  problème  de  Poinsot  se  ramène  à  une  intégrale  pseudo-ellip- 
tique. Ces  recherches  sont  développées  dans  les  Fonctions  elliptiques  de 
M.  Grecnhill  et  dans  un  Mémoire  :  On  pseudo-elliptic  intégrais  and 
their  dynaniical  application  (Proceedings  of  the  London  Mathematical 
Society j  vol.  XXV).  Nous  nous  bornerons  ici  à  en  donner  un  exemple 
sim|)le  qui  conduit  à  une  herpolhodie  algébrique  du  quatrième  ordre,  si- 
gnalée pour  la  première  fois  par  Halphen.  Dans  ces  recherches,  Halphen 
et  M.  Grcenhill  sup|)osent  qu'on  fasse  rouler  sur  le  plan  fixe  II,  situé  à  une 

distance  -—  du  centre  O,  une  quadrique   à  centre  quelconque,  de  sorte 
que,  dans  l'équation  de  cette  quadrique, 

certains  coefficients   peuvent  être  négatifs  :  la  constante  appelée  D  devra 
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toujours  être  regardée  comme  positive,  car  la  distance  du  plan  fixe  II  au 

I 
centre  est  — =  • 

Pour  arriver  à  l'herpolhodie  algébrique  d'Halphen,  remarquons  que  la 
ilifTércntiation  de  Texpression 

(43)  27  =  arccos^^-î^^^^ ^ y 

011  a  et  c  désignent  deux  constantes,  donne 

dy  —  (a -+-c)p*-f- •>.rtc 

dp 


9. 


p^_(a^c)^-(pî-aj(p»-c)(p«--^j 


équation  de  la  même  forme  que  celle  de  Therpolbodie.  Nous  l'identifie- 
rons avec  l'équation  (Sg)  en  faisant 


.  _     ne  \/ —  (  a  -f-  c  )  _     I  ^^^    _17 

""  a  -h  c  •!  Ji)  a-h  c 

Remplaçant  dans  ces  équations  a,  b,  c  et  E  par  leurs  valeurs  en  fonction 
*le  A,  B,  C,  D,  on  trouve  qu'elles  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

A^  — G,        D^  — B. 

Gomme  la  distance  — — -  du  plan    fixe  11    au  centre  doit   être   réelle,  il 

/D 

faut  B  <  o;  en  supposant  A  >  B  >  G,  on  aura  alors 

A  >  o,         G  <  o. 


Nous  poserons 


A  '         D  ' 


alors  la  quadrique  qui  roule  et  pivote  sur  le  plan  fixe  U  est  l'hyperboloïde 

à  deux  nappes 

T^  —  z^        v^ 


la  distance  du  plan  II  au  centre  étant  n  (Halphen,  Fonctions  elliptiques, 
t.  Il,  p.  282;;  rherpolhodie  décrite  par  le  point  de  contact  est  représentét* 
par  l'équation  (43)  :  c'est  une  courbe  algébrique  du  quatrième  ordre. 

Théorème  de  M,  Sylvester.  —  M.  Sylvester  a  montré  que  les  deux  re- 
présentations de  Poinsot  sont  des  cas  particuliers  d'une  infinité  d'autres, 
obtenues  de  la  façon  suivante.  On  considère  une  quadrique  homothétique 
à  une  quadrique  homofocale  de  l'ellipsoïde  d'inertie,  et  on  la  fait  rouler  et 
pivoter  sur  un  plan  II'  parallèle  au  plan  fixe  n,  situé  à  une  distance  con- 
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stante  OP'  du  centre  et  animé  d'une  rotation  uniforme  autour  de   ^^ 
{Philosophical  Transactions,  1866).  Nous  nous  bornons  à  énoncer  c«l^® 
belle  proposition  que  le  lecteur  démontrera  comme  exercice  et  dont    *"^ 
démonstration  a  été  indiquée  par  M.  Darboux  (Note  à  la  Mécanique  "^ 
M.  Despcyrous). 

m.  -  MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE  PESANT  AUTOUR 

D'UN  POINT  FIXE. 

401.  Intégrales  fournies  par  les  théorèmes  généraux.  —  S^>^^ 
un   corps  solide  pesant  mobile  autour  d'un  point    O.   PrenO^f^^ 
comme  axes  fixes  trois  axes  Oxtyi  Zi ,  l'axe  Osi  étant  vertical  v^*^^ 
le  haut,  et  comme  axes  mobiles  Oxyz  liés  au  corps,  les  trois  a^^^^ 
principaux  d'inertie  relatifs  au  point  O,  avec  les  mêmes  notatio^^^ 
que  précédemment.  Appelons  M  la  masse  totale  du  corps;  5i,Tii,    ^< 
les  coordonnées  de   son    centre  de  gravité  G  par   rapport  a»^"^ 
axes  fixes;  Ç,  r,,  Ç  les  coordonnées  du  même  point  G  par  rapp^:>^"^ 
aux  axes  mobiles  :  ces  dernières  coordonnées  Ç,  tj,  Ç  sont  é^^'"^* 
demment  des  constantes.  On  peut  alors  écrire  les  deux  intégra  I^^ 
premières  suivantes  : 

I**  Intégrale  des  forces  vives.  —  La  force  vive  du  corps  étai 
A/)2»j_  Bgr^-f- Cr^  et  la  seule  force  agissant  sur  le  corps  étant  I 
poids  M^  appliqué  en  G,  on  a 

d\  (A/?»-l-  B^î  -h  Cr«)  =  —  M^^n 

1^  Intégrale  des  aires,  —  Les  forces  extérieures  agissant  sur 
le  corps  sont  la  réaction  du  point  fixe  qui  rencontre  Osi  et  le 
poids  M^'  parallèle  à  O^i  ;  la  somme  de  leurs  moments  par  rap- 
port à  Ozi  est  nulle  :  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  à  O^i  est  donc  constante;  le  théorème 
des  aires  s'applique  à  la  projection  du  mouvement  sur  le  plan 
XsOyi,  Nous  avons  vu  que  le  moment  résultant  Oo-  des  quan- 
tités de  mouvement  a  pour  projections  A/?,By,  Cr  sur  les  axes 
Ox,  OjK,  Oz   :  ce  moment  a  donc   pour   projection,  sur  O^i, 

kp  Y  -i-  B  q^'  -^  C  r  y"  ; 

celle  projection  étant  constante,  on  a  la  deuxième  intégrale 

(15)  A/^Y-f-B^Y'+G/Y'^K. 
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On  ne  connaît  pas  d'autre  intégrale  première  que  ces  deux-là, 
dans  le  cas  où  le  corps  est  quelconque  et  le  centre  de  gravité 
place  d\ine  manière  arbitraire.  Ce  n'est  qu'en  faisant  des  hypo- 
thèses  particulières  sur  la   nature   du    corps   et  la  position  du 
ceotre  de  gravité,  qu'on  a  pu  trouver  une  troisième  intégrale.  Les 
cas   particuliers  ainsi  résolus  sont  les  suivants  : 

I**  Cas  d^Euler  et  de  Poinsot,  —  Le  corps  est  quelconque, 
mais  le  centre  de  gravité  est  au  point  fixe  O.  C'est  le  cas  traité 
dans  le  paragraphe  précédent. 

a^  Cas  de  Lagrange  et  de  Poisson,  —  L'ellipsoïde  d'inertie 
relatif  au  point  fixe  est  de  révolution  :  le  centre  de  gravité  se 
ti'ouve  sur  l'axe  de  révolution. 

3*»  Cas  de  M^*'  Kowaleski,   —    L'ellipsoïde  d'inertie  relatif 
^*i    point  fixe  est  de  révolution,  autour  de  O  s  par  exemple  :  le 
^^ïïtre  de  gravité  est  dans  le  plan  de  l'équateur  (Ç  =  o),  et  l'on  a 
A= B=aC. 

4**  Cas  de  M.  Roger  Liouville,  —  Les  premières  conditions 
^tavit  les  mêmes  que  dans  le  cas  deM'^^Kowaleski  (A.  =  B,  Ç  =  o), 

'€   ï^apport  -^  est  égal  à  un  nombre  entier  quelconque  qui,  à 

caose  de  la  relation  C^  A  -}-  B,  ne  peut  pas  dépasser  4. 

^ous  allons  traiter  en  détail  le  cas  le  plus  simple,  celui  de 
^grange  et  de  Poisson.  L'ellipsoïde  d'inertie  en  O  est  supposé 
0^  révolution,  et  le  centre  de  gravité  sur  l'axe  de  révolution. 

402.  Cas  de  Lagrange  et  de  Poisson.  —  Prenons  pour  axe  O;; 
laxe  de  révolution  de  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  O,  et 
prenons  comme  sens  positif  sur  cet  axe  le  sens  OG,  allant  de  l'ori- 
gine au  centre  de  gravité  G.  Alors  A.  =  B,  Ç  =  yj  =  o,  Ç  >>  o.  On 
a  de  plus  lJ|==Çcos8,  puisque  0  est  l'angle  de  O5  avec  O^i. 
Vojons  d'abord  ce  que  deviennent  les  deux  intégrales  (44)  et 
(45),  qui  existent  toujours.  D'abord,  le  théorème  des  forces  vives 
nous  donne 

(46)        A(^«H-^«)-*-Cr«  =  — viM^;i-+-  /i  =  — 2M^îcos6-f- A. 

Puis,  en  écrivant  que  la  projection  du  moment  résultant  Go- 
des quantités  de  mouvement  sur  l'axe  des  Zx  est  une  constante  K, 
on  a,  d'après  (4^),  en  se  rappelant  les  expressions  de  y,  y^?  ^  c" 
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fonctions  de  0  et  cp, 

(47)  A/>  sinO  sinç  ■+■  kq  sin6  cosç  -f-  CrcosO  =  K. 

Nous  joindrons  à  ces  deux  intégrales  Téqualion  d'Euler, 

qui  se  réduit  ici  à 

<48)  dt"^^        ^"         r  =  ro, 

puisque  B  —  A  et  N  sont  nuls.  Ces  trois  équations  peuvent  s'écrii 

sin  6 (/)  sin  ©  -h  ^7  cos  cp )  =  ^  —  bru  cos 6, 

<iy  6,  a,  p  étant  des  constantes,  dont  les  premières,  a,  6,  sont  des 
constantes  positives  déterminées,  puisque  leurs  valeurs  sont  res- 

T.Mfi't        Cil  ni 

pectivement  — ^  ^'  T'  ^^  ^^^  deux  autres  a  et  p  des  constantes 

arbitraires. 

Les  angles  cp,  9,  ^  sont  liés  à/?,  7,  /•  par  les  relations 

d'\i  .   .    .  dO 

^""  ^sinOsin^-+-  ^cos'f, 

^•^    .    .  r/0    . 

7  =  -r-  sinO  coso sin  o, 

^        dt  '        dt         ' 

d*h         .        do 
r  =  -T^-cose  -+-  -j^' 
dt  dt 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  ci-dessus,  elles  de- 
viennent 


^^"'K5)''^(^î)'='""^'^'^' 


(49)  \  '^"'^^  =  p-6rocose, 


d^  ^  do 
-.7  cosO  -f-  ,• 
dt  dt 


-T  cosO  -f-  -.:  =  /'q. 
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X^élimi nation  de  -J^  entre  les  deux  premières   nous   donnera 
1  ^  ^  c^uation  en  6 

O  — 6rocose)«-i-sinî0  (^)*=  sin^O  (a  — a  cosO), 

<^  VI  ,  en  posant  cos8  =:  ?/, 

*^     seconde  équation  donne  d'ailleurs 

(  ^  d^  _  p  -  brç,  li 

'  di  ~     1  -  M«   ' 

^  t.  la  troisième 

<"   ^  .  do  d^  3  —  ùro  u 

Le  polynôme  /(u)  est  négatif  pour  les  valeurs  — oo,  — i  et 
V- I  de  Uj  tandis  qu'il  est  positif  pour  la  valeur  initiale  Uq  de  w, 

^ui  rend  nécessairement  -j-  réel,  et  pour  u  =  -\-  ce;  il  a  donc  ses 

^Toîs  racines  Wi,  Wa,  u'  réelles  et  comprises  respectivement  dans 
tes  intervalles 

(— I,  Mo),  ("0, -m)        et        (-t-i,  -+-0C). 

Nous  pouvons  alors  écrire 

/(u)  =  a(u  —  Mi)(  wj —  u)(u' —  w); 

le  dernier  facteur  est  essentiellement  positif,  puisque  m,  étant  un 
cosinus,  reste  toujours  compris  entre  —  i  et  -\-  i]  u  partant  de  Wq» 
qui  est  compris  entre  Ui  et  Ut,  doit  demeurer  dans  Tintervalle 
Ui  U2  pour  que/(w)  reste  positif;  il  en  résulte  que  l'angle  9  oscille 
entre  les  angles  limites  9|,  62(61  >>6j)  dont  les  cosinus  sont  //| 
et  U2t  quand  u  augmente  de  Ui  à  U2j  il  faut  prendre 

du  ,-p- — 

puis,  quand  u  diminue  de  u^  à  ^/|,  il  faut  prendre  le  signe  — . 
Si  donc  on  décrit,  autour  de  O^i   comme  axe,  deux  cônes  de 
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révolulion  Ci  et  C2  de  sommet  O  et  de  demî-angles  aux  sommets  Of 
et  62»  l'axe  O5  sera  constamment  compris  entre  ces  deux  cônes. 
Pour  faire  la  figure,  décrivons  de  O  comme  centre  une  sphère  de 
rayon  égal  à  Tunilé;  les  traces  des  deux  cônes  C|  et  C2  sur  celle 
sphère  seront  deux  cercles  C|  et  C2  de  pôle  Z\^  en  appelant  Zk  le 
point  où  l'axe  O^i  perce  la  sphère.  Le  point  3,  où  Taxe  de  révo- 
lution Oz  perce  la  sphère  est  toujours  compris  entre  les  deux 
cercles  et  décrit  une  courbe  qui  va  de  l'un  à  l'autre.  Quand  ces 
deux  cercles  sont  très  rapprochés,  l'axe  du  cône  décrit  approxi- 
mativement un  cône   de  révolution  autour  de  Oz^  ;  quand  les 
conditions  initiales  sont  telles  que  ces  deux  cercles  soient  con- 
fondus (wi  =  1/2)7  l'axe  Oz  décrit  rigoureusement   un    cône   de 
révolution  autour  de  O^i.  En  général,  la  courbe  décrite  par  z  est 
tangente  aux  deux  cercles  Ci  et  C2.  En  effet,  définissons  la  posi- 
lion  du  point  z  sur  la  sphère  par  l'arc  vecteur  S|^  =  6  et  par 
Tangle  polaire  a:|5|3  =  y^  que  fait  Z\Z  avec   le  méridien  z^x^. 
Cet  angle  est  mesuré  sur  le  grand  cercle  de  pôle  z^  par  l'arc  Xx  /i. 
Comme  la  droite  01,  qui  fait  l'angle  ^  avec  Oxi,  est  perpendicu- 
laire au  plan  z^  Oz,  l'arc  ni  égale  -  et  Ton  a  (/Ig-  262) 


1 


(53)  y=t}»—  ^. 


Comme 


-dt  ~^J^''^'         'dt-~dï  -     .->«« 


on  a,  en  éliminant  dt, 

équation  différentielle  de  la  courbe  lieu  du  point  ;;.  Cette  équa- 
tion donne  y  en  fonction  de  w,  c'est-à-dire  en  fonction  de  8  par 
une  quadrature. 

L'angle  V  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  sphérique  lieu  de  :; 
avec  l'arc  vecteur  Zi  z  est 

c'est  ce  qu'on  voit  immédiatement  en  considérant  le  triangle  rec- 
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t.angle  zmz'  formé  par  ua  arc  infinlmenl  petit  de  la  courbe  zz\ 
l'airc  de  parallèle  zm  et  Tare  de  méridien  mz'  ]  dans  ce  triangle, 
l'fiimgle  en  z'  est  V,  l'arc  mz'  est  dd^  Tare  mz  est  sinOrf^,  car  le 
ra^ron  de  cet  arc  est  sinO  {fig*  aSs,  I).  Comme  nous  avons  posé 
cosB  =  1/,  nous  avons 


tangV  =  — 


du 


^«  .d'après  (54), 


langV 


__       p  —  brQ  H 

~"dtv/7T^) 


L'angle  V  est  droit  chaque  fois  que  u  prend  une  des  valeurs 
et  U2  qui  annulenty(w).  La  courbe  est  donc  bien  tangente  aux 
ux  cercles  {Jig.  282,  I  et  Ili).  Il  y  aurait  exception  dans  le  cas 


particulier  où  une  des  limites  u^  et  ii^  annulerait  le  numérateur 
P —  brou;  sur  le  cercle  correspondant,  tangV  serait  alors  Fiulle 
et  la  courbe  présenterait  des  rebrou ssements  sur  ce  cercle 
(/ig*  282,  II).  Nous  verrons  plus  loin  que  ce  fait  ne  peut  se  pré- 
senter que  sur  le  cercle  supérieur  C^. 

Pour  voir  quelles  sont  les  différentes  formes  de  cette  courbe, 
voyons  dans  quel  sens  tourne  sur  la  sphère  l'arc  vecteur  Zi  z. 

D'après  la  relation 


dt  ~  'dt  '^      I  — u« 


? 


si   la  valeur  r^>  qui  annule  le  numérateur,  n'est  pas   comprise 

entre  les  limites  U\  et  u^t  -î  garde  constamment  le  même  signe, 
et  l'arc  vecteur  z^z  tourne  toujours  dans  le  même  sens;  la  courbe 
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a  alors  la  forme  I  (/iff^  282);  si  i~  est  compris  entre  Ut  et  -^^t», 

-j=-  est  tantôt  positif,  tantôt  négatif,  Tare  vecteur  z^z  tourne  t-^ain- 

tôt  dans  un  sens,  tantôt  dans  l'autre;  la  courbe  a  la  forme       111 

{fig*  282);  sir^  est  égal  à  Tune  des  limites,  -^  conserve  enc^i>re 

le  même  signe;  mais  alors  la  courbe  a  des  rebroussements  ^ur 
le  cercle  correspondant  à  cette  limite  {fig-  282,  II). 

Ces  trois  cas  se  distinguent  facilement  d'après  les  conditio-M^s 

initiales.  Lorsque  r^  est,  en  valeur  absolue,  plus  grand  que  i  ,       i^ 

ne  peut  pas  être  entre  les  limites  W|  et  ^2.  Lorsque  la  valeur  absc:^- 

lue  de  ~-  est  plus  petite  que  1,  le  résultat  de  la  substitution  iW  ^ 

cette  quantité  dans /(a). 


/(^.)=(-.i)('-£i) 


est  du  signe  de  a —  ~-\  suivant  que  ce  facteur  est  positif  ou  néga- 
tif, ~-  est  ou  non  entre  les  limites  U\  et  ^2.  Dans  un  cas  intermé- 
diaire, a  —  -~-  peut  être  nul;  alors  ~-^  est  égal  à  l'une  des  limites 

U\  ou  W2Î  il  est  aisé  de  voir  que  c'est  toujours  à  u^*  En  elTel,  nous 
supposons 

ori)  b/'o 

alors /(u)  devient,  en  remplaçant  a  par  celle  valeur, 

•^("'=(ï^-")h'-"'^-*""»(^.-")]- 

Une  des  racines  comprises  entre  — i  et  H- i  est  en  évidence; 
l'autre  doit  annuler   la  quantité  entre  crochets,  elle   rend  donc 

■— u  positif  et  elle  est  moindre  que  j^;  c'est  donc  la  plus 

grande  racine  u^  qui  devient  égale  à  -p-*  Les  rebroussements  sonl 

donc  sur  le  cercle  Co.  Ce  dernier  cas  se  présenle  dans  les  condi- 
tions initiales  suivantes,  faciles  à  réaliser. 
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403.  Cas  particulier.  —  Considérons  une  toupie  mobile  autour 
d'un  point  fixe  de  son  axe  O;  prenons  l'extrémité  z  de  Taxe  de  la 
toupie  entre  les  doigts  et  imprimons  à  la  toupie,  avec  un  fil  en- 
roulé par  exemple,  une  vitesse  angulaire  de  rotation  très  grande  r^ 
autour  de  Oz,  Tant  qu'on  lient  l'extrémité  z  de  l'axe  entre  les 
doigts,  la  toupie  forme  un  corps  solide  mobile  autour  d'un  axe 
priacipal  fixe  O5;  la  vitesse  angulaire  r©  persiste;  les  pressions 
sur  le  point  O  et  sur  les  doigts  sont  les  mêmes  que  si  la  toupie  ne 
tournait  pas  (n®  360,  cas  particulier),  Qu'arrive-t-il  quand  on 
lâche  l'extrémité  zl  La  toupie  devient  alors  mobile  autour  du 
point  O  et  le  mouvement  se  fait  conformément  aux  lois  précé- 
dentes. Actuellement,   la  toupie   tourne  d'abord  autour  de  O:;; 
donc  les  valeurs  initiales  /?©  et  q^  de  p  et  q  sont  nulles. 
Nous  avons  posé  cos6  =  u;  les  équations  du  n®  402 

/?'-+-  ^2=  3t  _  auj         sin6  (p  sino  -f-  </  cosç)  =  [i  —  broti 

lï^Ontrent  alors  qu'à  l'instant  initial  on  a 

a  —  aUi)=Oy         3~^roWo=o, 

"o  étant  égal  à  cosOo*  Remplaçons  les  constantes  a  et  (3  par  ces 
^'^leurs,  nous  avons 

Pour  que  (  -77  )   reste  positif,  u  doit  osciller  entre  la  valeur  Uq  et 

une  limite  Ui  qui  annule  la  quantité  entre  crochets  et  nous  donne 
par  conséquent 

a(i  —  ul)  —  b-rKuo —  iii)  =  o, 
d'où 

_  rf(i  —  u^) 

Uo — ''1  ^st  ainsi  positif  et  la  seconde  limite  est  inférieure  à  la 
première;  c'est  donc  la  plus  grande  racine,  appelée  U2  dans  le  cas 
général,  qui  est  égal  à  Uq,  Le  cercle  limite  C|  relatif  à  la  racine  w, 
sera  donc  au-dessous  du  cercle  C2  qui  correspond  à  la  racine  Uq. 
Le  lieu  décrit  par  z  sur  la  sphère  sera  d'ailleurs  tangent  au  pre- 
mier et  normal  au  second,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  tout  à 
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l'heure,  puisque  Uq  annule  l'expression  p  —  bPoU  {Jig*  282^     II). 
ti'expression  de  -j-  devient,  dans  ce  cas  parliculier, 

-^  garde  donc  un  signe  constant,  celui  de  /'q]  il  en  résulte  que  la 

rotation  du  plan  ZtOz  autour  de  Ozf   se  fait  toujours  dans    i^ 
même  sens;  ce  sens  étant  d'ailleurs  toujours  le  même  que  ce/ 
de  la  rotation  initiale  autour  de  O5  ou  de  OG,  puisque  nousavo 
pris  OG  comme  sens  positif  de  Taxe  de  révolution. 

Supposons  plus  spécialement  que  la  rotation  initiale  soit  trîr 
grande;  l'égalité 

montre  que  Uo  différera  peu  de  Ut  ;  le  cône  lieu  de  Oz  sera  donc 
compris  entre  deux  cônes  de  révolution  très  voisins.  D'ailleurs,  le 
mouvement  de  rotation  du  plan  z^Oz  se  fera  très  lentement  ;  nous 
avons,  en  effet, 

d^  _  bro(uo—  u)  ^ 
dt  ~       I  —  Mî       * 

comme  Un —  u  reste  inférieur  à  Uq —  Wi,  c'est-à-dire  à  — ,.      *  > 
on  a,  en  valeur  absolue, 


S 


d^ 
dt 


< 


le  facteur i  restant  très  voisin  de  l'unité,  car  u  reste  voisin 

de  Ui,  -.7  reste  très  petit,  de  l'ordre  de  —  •  Ainsi  donc,  si  l'on  fait 
'  dt  *        '  /'o  ' 

tourner  très  rapidement  le  corps  autour  de  Oc,  puis  qu'on  l'aban- 
donne à  lui-même,  il  semblera  continuer  à  tourner  autour  de  cet 
axe,  qui  paraîtra  lui-même  entraîné  d'un  mouvement  de  rotation 
très  lent  autour  de  Ozt,  les  deux  mouvements  de  rotation  se  fai- 
sant tous  deux  dans  le  sens  positif  ou  tous  deux  dans  le  sens 
négatif  autour  de  leurs  axes  respectifs  O-Ci  et  OG. 

Ces  propriétés  sont  mises  en  évidence  dans  la  balance  ffyro- 
scopique.  Cet  appareil  se   compose  de  deux  corps  pesants  de 
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révolution  M,  m  montés  sur  la  même  tige  AOA.',  mobile  autour  du 
point  0  à  Paide  d'une  suspension  à  la  Cardan,  par  exemple.  En 
faisant  glisser  la  masse  m  sur  la  tige,  on  pourra  amener  le  centre 
de  gravité  du  système  sur  Tune  ou  l'autre  des  demi-droites  OA, 
OA'.  Si  nous  faisons  tourner  rapidement  le  système  autour  de  OA 
clans  le  sens  positif  et  que  nous  Tabandonnions  à  lui-même,  nous 


verro 


s  l'axe  OA  tourner  autour  de  la  verticale  dirigée  vers  le 


haut  clains  le  sens  positif  si  le  centre  de  gravité  est  sur  OA,  et  en 
sens  c^OQ traire  s'il  est  sur  OA'.  Dans  le  cas  particulier  où  le  centre 
degr^^^it^  serait  au  point  de  suspension,  la  rotation  se  continue- 
rait ^  Y^définiment  autour  de  l'axe  OA  qui  resterait  immobile. 
Oel^  droite  serait,  en  effet,  dans  ce  cas,  un  axe  permanent  de 
rotation. 

D^^sle  cas  particulier  que  nous  venons  de  traiter,  il  est  aisé  d'avoir  des 
val^**^»  approchées  de  6,  <p,  ij/  en  s'appuyant  sur  ce  que  Tq  est  très  grand. 

Comme  Uq —  u.  c'est-à-dire  cos6o —  cos6  est  de  l'ordre  de  — r  >  il  en  est 

'  0 

M  roême  de  6  —  6©,  et  Ton  peut  poser  6  =  6o -+-  --^>  oh  r^  reste  fini.  Alors 

U  =  cos6  =  cosOo ^sinOo=  Uq ^  sinO©, 

^n  développant  cos  (Oo-f-  -^  )  en  série  et  prenant  les  deux  premiers  termes. 
portons  dans  (56)  et  développons  de  même  le  deuxième  membre  par  rap- 
port aux  puissances  croissantes  de -,  9  en  ne  gardani  que  le  premier 
terme,  nous  aurons 


75(S)'  =  ^('' ''"*"-*''■')' 
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Cette  équation  donne  par  l'inversion 


r,  =      ^  ,-    (i— cos6ro/),         6  =  Oq  H ri—r  (<  —  cos6ro/). 

26*  10^  ri 


Remplaçant  de  même,  dans  737  ^^  ~/   '  **  P^ir  Uo —  - — ;^  et  se  bornant 
aux  premiers  termes  du  développement  suivant  les  puissances  croissantis 


de  — t  j  on  a 

'  0 


d'où,  en  intégrant  et  supposant  que  (^  et  ^  s'annulent  avec  /, 

,  a     r         sinôro/l 

Les  valeurs  de  0  et  «J»  défînissent  le  mouvement  de  l'axe  O5;  si  Ton 
y  négligeait  les  termes  périodiques,  elles  définiraient  une  droite  faisant 
un  angle  constant  avec  O^i  et  tournant  avec  la  vitesse  angulaire  con- 
a 


stante 


2.ùro 


404.  Intégration  par  les  fonctions  elliptiques.  —  L'équation 

,  du  du 

dt  = 


donne  u  en  fonction  uniforme  de  t  par  une  fonction  elliptique.  Pour  réa- 
liser cette  inversion,  il  suffit  d'employer  la  méthode  même  qui  a  été  suivi»» 
au  sujet  du  pendule  sphérique,  en  faisant  jouer  aux  racines  Wj,  «j,  u'  le 
mcnie  rôle  qu'aux  racines  a,  3,  y  dans  le  pendule  sphérique  (n**  277).  Celte 
analogie  n'a  rien  de  surprenant,  elle  peut  aller  jusqu'à  l'identité  complète, 
car  le  problème  du  pendule  sphérique  est  un  cas  très  particulier  du  pro- 
blème actuel,  le  cas  où  le  corps  pesant  se  réduirait  à  un  seul  point  placé 
en  son  centre  de  gravité. 

Une  fois  u  ou  cos6  exprimé  en  fonction  de  ^,  les  équations 

f/'b        3  —  hrnU  do  3  —  f^^o  w 

dt  V  —  u^  dt  ^  I  —  «2 

donnent  également  4*  et  ç  en  fonction  de  t  par  des  quadratures  portant 
sur  des  fonctions  elliptiques  et  pouvant,  par  suite,  être  effectuées  à  l'aidi» 
(les  fonctions  9  et  H  de  Jacobi.  La  quantité  u  est  une  fonction  elliptique 
de  t  avec  une  période  réelle  T, 
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[       aa  bout  du  temps  T,  w,  -~  et  -^-  reprennent  les  mêmes  valeurs  :  donc  au 

bout  de  cette  période  6  redevient  le  même,  4^  et  ^  augmentent  de  con- 
stantes. Nous  ne  développerons  pas  ces  calculs,  pour  lesquels  nous  ren- 
verrons à  un  Mémoire  de  Lottner  {Journal  de  Crelle,  t.  50),  et  aux  Traités 
d'Halphen  et  de  M.  Greenhill. 

Cai  de    réduction    aux    intégrales  pseudo- elliptiques ,    d'après 
M.  Greenhill,  —  On  trouvera  dans  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Greenhill 
(Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society^  vol.  XXV)  d'inté- 
ressants exemples  de  réduction  des  intégrales  elliptiques  figurant  dans  la 
solution  générale  à  des  intégrales  pseudo-elliptiques.  Nous  en  indique- 
rons ici  un  cas  particulièrement  élégant.  Supposons  que  la  toupie  soit  pri- 
mitivement mise  en   rotation  autour  de  son  axe,  comme  dans  le  dernier 
cas  traité  (n*'4i03),  puis  abandonnée  à  elle-même.  Appelons  Uq  la  valeur 
initiale  de  cos6;   nous  avons  vu  qu'un  point  fixe  z  pris  sur  l'axe  de  la 
toupie  décrit  une  courbe  sphérique  ayant  des  rebroussements  sur  le  cercle 
tf  =  Ko  et  tangente  à  un  cercle  situé  au-dessous  du  premier  et  corres- 
pondant à  la  racine  U\  définie  par  Téquation 

a(  I—  mJ)  —  ^*rJ(uo—  Wi)  =  o. 

Supposons  l'intensité  de  la  rotation  initiale  Tq  déterminée  de  telle  façon 
que  cette  valeur  de  Ui  soit  nulle  : 

a  =  b^rl  Uq. 

Alors  la  courbe  sphérique  est  tangente  au  grand  cercle  horizontal  de  la 
sphère,  et  certaines  intégrales  de\icnnenl  pseudo-elliptiques, 

Kn  effet,  dans  ce  cas,  l'expression  de  f  -r-  )    s'écrit,  d'après  (56), 


[-Jj]    =  6*/-Ju(mo—  m)(i  — MMo), 


et  l*on  a 

En  comptant  le  temps  t  à  partir  de  l'instant  où  a  r=  uq^  et  supposant 
que  4^  s'annule  avec  t,  on  a  alors  Tintégrale 


(58)  v^i  — a* ««''-!''' rr/i  —  uu^^i}/u{uo—u)y 

où  s  désigne  la  constante  — ^—^9  et  «l'unité complexe  \/ —  r.  C'est  ce  qu'il 

est  facile  de  vérifier  en  prenant  la  dérivée  logarithmique  des  deux  membr»'** 

i  .  1  ,      du       d^t         . 

par  rapport  à  t,  et  remplaçant  ensuite  -ji  ^^  -jy  par  leurs  valeurs  en  fonc- 

II.  iG 
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tion  de  u.  On  trouve  que  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  i  dans 
les  deu\  membres  sont  identiques. 

L'intégrale  (58),  dans  laquelle  on  égale  les  parties  réelles  et  les  parties 
imaginaires,  donne  les  deux  équations  suivantes,  que  nous  écrivons  en 
remettant  pour  u  sa  valeur  cosO  : 

(  sin6cos(5/~  4^)  = /*  ~" '^oCosO, 

(  sinOsin(5^  —  ^)  =  —  v^(uo —  cos9)  cos6, 

ces  deux  équations  se  réduisant  à  une,  comme  on  le  voit,  en  faisant  la 
somme  des  carrés.  En  leur  adjoignant  celle  qui  donne  cosO  en  fonction 
elliptique  de  tj  on  aura  cos^  et  sin^  en  fonction  de  t. 
On  trouvera,  aux  Exercices,  l'indication  d'autres  cas  analogues. 

4i05.  Représentation  cinématique  du  mouvement.  —  Dans  le  Tome  II 
de  la  nouvelle  édition  des  Œuvres  de  Jacobi  ont  paru,  pour  la  première 
fois,  des  fragments  d'un  travail  que  Fillustre  géomètre  avait  préparé  sur  le 
mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution  suspendu  par  un  point  de  son 
axe.  Jacobi  énonce  ce  théorème  remarquable  que  le  mouvement  du  corps 
peut  se  ramener  à  la  superposition  de  deux  mouvements  à  la  Poinsot. 
Dans  une  Note  insérée  au  Tome  G  des  Comptes  rendus^  Halphen  a  donné 
à  ce  théorème  une  autre  forme  en  énonçant  plusieurs  résultats  nouveaux. 
M.  Darboux  a  consacré  à  la  même  question  un  important  Mémoire  {Jour- 
nal de  Mathématiques,  i885),  et  plusieurs  Notes  placées  à  la  fin  de 
la  Mécanique  de  Despeyrous.  Enfin,  M.  A.  de  Saint-Germain  a  exposé 
ces  résultats  dans  un  Résumé  de  la  théorie  du  mouvement  d'un 
corps  solide  autour  d'un  point  fixe  (Librairie  Gauthier- Villars,  1887). 
Les  limites  de  cet  Ouvrage  ne  nous  permettent  pas  d'exposer  en  détail 
ces  propositions.  Nous  en  signalons  les  points  essentiels  dans  les  exercices 
faisant  suite  au  Ghapitre,  en  indiquant  sommairement  les  démonstrations 
(Exercices  16  et  suivants.) 

^6.  Cas  dlntégrabilité  de  M"*"  Kowaleski.  —  Dans  un  Mémoire  cou- 
ronné par  rAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  en  1888,  et  inséré  au  tome  XII 
des  Acta  Mathematicay  M"""  Kovvaleski  a  donné  un  nouveau  cas  d'inté- 
jjrabililc  des  équations  du  mouvement  d'un  corps  solide  pesant  autour 
d'un  point  fixe.  Voici  d'abord  la  forme  sous  laquelle  M""  Ko>valeski  prend 
les  équations  du  mouvement. 

Appelons  comme  précédemment  y,  y',  y"  ^^^  cosinus  des  angles  que  font 
les  axes  liés  au  corps  Ox,  y,  z  avec  l'axe  fixe  0;;i,  vertical  vers  le  haut,  et 
f,  T^,  Ç  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  par  rapport  à  ces  axes, 
coordonnées  qui  sont  des  constantes.  Le  poids  P  a  pour  projections  «Hir 
les  axes  mobiles  xyz 

-Py,    -Py',    —  P-' 
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ei  pour  moments  par  rapport  à  ces  axes 
L  =  -P(r,Y'-CY').        M  =  -P(Çy-5y'),        N  =  -  P^y'- r.Y). 
Les  trois  équations  d'Euler  deviennent  donc 

(59)  {  B^-t-(A-C)rp  =  P(5Y"-ÇY). 

C  J+(B-A)/>g  =  P(riY-ÎY')- 

A  ces  équations  joignons  les  trois  suivantes,  déjà  données  par  Poisson  : 
si,  sur  Taxe  O^i,  Ton  porte  un  segment  OH  égal  à  Funité,  Textrémité  H  de 
ce  segment  a  pour  coordonnées,  par  rapport  aux  axes  mobiles  Oxyz, 
Y,  y'  ®^  Y  •  ^^  vitesse  relative  Vr  de  ce  point  H,  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles, a  donc  pour  projections  sur  ces  axes 

dt'      de'      dt  ' 

la  vitesse  d'entraînement  V^  du  même  point,  dans  le  système  des  axes 
mobiles,  a  pour  projections  sur  ces  axes 

Çf—n'y     n—Py'y    /^ï'-^ïî 

la  vitesse  absolue  de  ce  point  a  alors  pour  projections  sur  les  axes  mobiles 
les  sommes  des  projections  de  la  vitesse  relative  Vr  et  de  la  vitesse  d'en- 
traiaement  V^  (n**  43).  Mais,  comme  le  point  H  est  immobile,  sa  vitesse 
absolue  est  nulle;  on  a  donc 

dy' 

Ces  équations,  jointes  aux  équations  (Sq),  forment  un  système  de  six 
équations  du  premier  ordre  définissant/?,  q,  r,  y,  y'»  y'^"  fonction  de  /. 

On  connaît,  de  ce  système,  deux  intégrales  algébriques  en  /?,  y,  r, 
ï»  Y»  Y*  fournies  par  les  théorèmes  généraux;  ce  sont  (n"  4<)i)  l'intégrale 
des  force»  vives  et  l'intégrale  des  aires  sur  le  plan  horizontal  X\  Oy\  :  à  ces 
intégrales  nous  pouvons  joindre  la  relation  évidente 

Y* -t- Y*  H- y"^  =  «• 
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La  question  est  alors  de  découvrir  une  nouvelle  intégrale.  Dans  le  cas 
de  Lagrangc  et  Poisson  (A  =  B,  Ç  =  7j  =  o),  cette  nouvelle  intégrale  est 
r  =  Tq.  Dans  le  cas  de  M"'  Kowaleski,  on  suppose  encore  Tellipsoïde 
d'inertie  de  révolution,  mais  on  le  suppose  particularisé  de  façon  que 

A  =  B  =  2C; 

on  suppose  de  plus  le  centre  de  gravité  G  dans  le  plan  de  Téquateur  (^  =  o. 
Dans  ce  cas,  on  peut  toujours  choisir,  comme  axe  Ox  lié  au  corps,  Taxe  OG 
situé  dans  le  plan  de  l'équateur  et  faire  ainsi  que  tj  =  o.  Les  trois  équa- 

P^ 

tions  (59)  s*écrivent  alors,  en  posant  ~  =  c, 

dp  dq  ^  dr  , 

Multipliant  la  deuxième  par  i  et  ajoutant  à  la  première,  on  a 

rf 

2  —  (/?  -f-  iq)  =  —  ri{p  -h  iq)-^ci'L 

De  môme,  multipliant  la  deuxième  des  équations  (60)  par  i  et  ajoutant  à 
la  première,  on  a 

L'élimination  de  y"  entre  ces  deux  équations  donne 
d 


dt 


[(/?-+-  iqy  —  c{^(^i^')]  ^—ri[{p-\-  /^  )î  —  c(y -f- «Y)] , 


ou  encore 

d\o^\ip  -4-  iqy—c(-(  -4-  i-(')\  _  ^      . 

dt  --ri. 

En  changeant  l  en  —  /,  on  a  une  deuxième  relation  de  même  forme;  cette 
nouvelle  relation,  ajoutée  à  la  précédente,  donne 

d\o^\( p  -h  iqY  —  c(y  -^  n"^]  __  d\n^\(p  —  iq)^  —  c(^  —  iy'^]  _ 

di  '  df  =^' 

d'où,  en  intégrant  et  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

[(/?4-t^)«  — c(y-4-  «Y)]  [(/?—  iq)i  —  c(y  —  «'y')J  =  const. 

On   a  ainsi   une  nouvelle  intégrale  algébrique.   Le  problème  peut  alors 
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s*achever  par  des  quadratures,  comme  on  le  verra  dans  le  Mémoire  de 
M"*  Kowaleski. 

Peu  de  temps  après  la  publication  de  son  Mémoire,  M"*  Kowaleski 
annonçait  à  plusieurs  savants  qu'elle  avait  trouvé  une  infinité  d'autres  cas 
intégrables;  mais  elle  mourut  sans  avoir  publié  ses  recherches  et  Ton  ne 
retrouva  rien  à  ce  sujet  dans  ses  papiers.  M.  Roger  Liouville  s'est  pro- 
posé de  retrouver  ces  résultats,  et  dans  un  Mémoire  présenté  au  concours 
du  prix  Bordin,  en  1894,  il  a  pu  énoncer  ce  résultat  élégant  que,  pour  que 
le  problème  admette  une  quatrième  intégrale  algébrique,  il  faut  et  il 
suffît  que 

Ç  =  o,         A  =  B  =  — , 

où  n  est  un  entier  quelconque.  Dans  le  cas  de  M™'  Kowaleski  n  =  i  ;  dans 
le  cas  où  l'ellipsoïde  d'inertie  est  une  sphère,  cas  qui  rentre  dans  celui  de 
Lagrange,  n  =  2. 

i07.  Exemple  de  l'emploi  d'axes  mobiles  dans  le  corps  et  dans  l'es- 
pace» —  Nous  avons  indiqué,  dans  le  n°  393,  une  méthode  générale  pour 
former  les  équations  du  mouvement  quand  on  emploie  des  axes  mobiles 
dans  le  corps  et  dans  l'espace.  Nous  en  donnerons  ici  un  exemple  simple 
pour  le  cas  où  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  fixe  est  de  révolution  ; 
les  équations  que  nous  obtiendrons  ainsi  ont  été  obtenues  par  Puiseux 
dans  la  théorie  du  mouvement  de  la  Terre,  par  M.  Resal  et  par  M.  Slesser 
{Q  uar  ter  ly  Journal  y  1861). 

Les  axes  fixes  étant  appelés  Ox\yxZx  et  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au 
point  O  étant  de  révolution,  appelons,  comme  plus  haut,  Oz  l'axe  de  ré- 
volution, Oxj  Oy  deux  axes  perpendiculaires  liés  au  corps,  puis  prenons 
un  axe  Oa^j  dirigé  suivant  la  droite  01  normale  au  plan  ZiOz  {Jig»  223), 
et  un  axe  Oyt  dirigé  suivant  la  droite  OJ  normale  au  plan  zOl.  Ces  axes 
Oxty^z  sont  mobiles  dans  le  eorps  et  dans  l'espace.  Appelant  0,  o,  ^  les 
trois  angles  d'Euler  qui  définissent  la  position  du  trièdre  Oxyz  lié  au 
corps  par  rapport  à  O^xy^Zx^  la  rotation  instantanée  w  du  corps  a 
pour  composantes  :  suivant  Oa^j,  0';  suivant  O^i,  ^' \  suivant  O5,  ©';  on  a 
donc,  en   appelant  p^,  Çf,  r  les  projections  de  cette  rotation    sur  Ox}, 

Oyt,  Oz, 

j9j  =  6',        ^2  =  ^'  sin 6,        r  =  cp' -h  ^'  cos 6. 

Comme  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  à  O  est  de  révolution  autour  de  Oz, 
les  moments  d'inertie  par  rapport  à  Ox^  et  Oy^  sont  égaux  à  une  con- 
tante A,  quoique  ces  axes  se  déplacent  dans  le  corps. 

L'extrémité  a  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  a  pour 
coordonnées,  par  rapport  aux  axes  mobiles  Ox^y^z, 

X=A/>j,        ji  =  A^,,        v  =  Cr; 

d'autre  part,  le  moment  résultant  OS  des  forces  a  pour  projection  sur  ces 
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mêmes  a\es  des  quantités  que  nous  appellerons  L2,  Mf,  N.  Il  faut  écrire 
que  la  vitesse  absolue  du  point  7  a  pour  projections  sur  les  axes  Oxty^z 
ces  quantités  Lf,  M],  N.  Or  les  angles  d'Ëuler  des  axes  Ox^y^z  par  rap- 
port aux  axes  flxes  Ox^y^z^  sont  6,  o,  ^,  car  Oxj  coïncidant  avec  01,  ç 
est  nul  pour  ces  axes.  Les  axes  Oxfy^z  sont  donc  animés  d'une  rotation 
instantanée  u)'  dont  les  projections  sur  ces  axes  sont 

jo'=e',         q'=^'%\n^,         r'=fcose, 

comme  on  le  voit  en  faisant  tp  =  o  dans  les  formules  générales.  Les  équa- 
tions du  mouvement  sont  alors 

-^_^yv-rfx  =  L„ 

car  la  vitesse  absolue  de  <j  est  la  résultante  de  sa  vitesse  relative  par  rap- 
port à  Oxiy^z  et  de  sa  vitesse  d'entraînement  dans  le  mouvement  de  ces 
axes. 

En  remplaçant  X,  fx,  v,  pi,  yj,  r,  et/>',  q\  r  par  leurs  valeurs  ci-dessus 
et  réduisant,  on  a 

Ae*- Af«  sine  cos6-+-Crf  sine  =  L„ 

A  Y  sinO  -+-  2  A^^'O'  cosO  -  CrO'  =  M,, 

ç^dr  ^^  ^(o--4-ycosQ)  ^  ^ 
dt  dt 

Ces  équations  sont  surtout  utiles  dans  le  cas  où,  N  étant  nul,  les  mo- 
ments Lj  et  M2  sont  indépendants  de  o,  c'est-à-dire  de  l'angle  dont  le 
corps  a  tourné  autour  de  son  axe.  Alors  r  est  constant  et  les  deux  pre- 
mières équations  définissent  0  et  <j^  en  fonction  de  t.  C'est  ce  qui  se  pré- 
sente dans  la  méthode  donnée  par  Puiseux  pour  le  mouvement  de  la  Terre 
autour  de  son  centre  de  gravité. 

IV.  -  EXEMPLES    DE   FROTTEMENT  ET    DE  RÉSISTANCE 

DE  MILIEU. 

408.  Frottement.  —  Nous  traiterons  comme  exemple  du  mouvement 
d'un  solide  avec  frottement  le  problème  suivant  : 

Une  plaque  homogène  pesante  infiniment  mince,  ayant  la  forme  d'un 
triangle  équilatéral  A1A2A3,  de  côté  a,  repose  par  le  sommet  A|  sur  un 
plan  horizontal  P  sur  lequel  elle  glisse  avec  frottement,  tandis  que  le 
côté  AjAa  glisse  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  P'  placé  au-des- 
sus du  premier  {Jig*  234).  Le  triangle  est  percé  en  son  centre  de  gravité  G 
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«l'une  ouverture  inûniment  petite,  dans  laquelle  passe  une  tige  verticale 
fixe  00'  parfaitement  polie  :  la  réaction  de  cette  tige  00'  sur  le  triangle 
est  donc  une  force  horizontale  appliquée  en  G.  Enfin,  on  suppose  le  plan 
du  triangle  incliné  de  4^**  sur  la  verticale. 

Fig.  a34. 


A  rinstant  t  =  o,  on  imprime  au  triangle,  autour  de  00',  une  vitesse 
angulaire  uq,  dans  le  sens  positif  des  rotations.  On  demande  d'étudier  le 
mouvement  du  système  et  de  calculer  les  réactions  normales  des  plans  P 
et  P'  sur  le  triangle. 

i^  Montrer  que,  si  la  vitesse  angulaire  initiale  oio  a  une  certaine  valeur  fx, 
la  réaction  du  plan  P  sur  le  sommet  Ai  est  nulle. 

2®  Indiquer  ce  qui  arrive  suivant  que  too  est  inférieur  ou  supérieur  à  fx, 
et  suivant  que  le  sommet  Ai  peut  ou  non  s'élever  au-dessus  du  plan  P 
{Agrégatioriy  1894). 

Appelons  Ni  la  réaction  normale  du  plan  P  sur  le  sommet  Ai  et  remar- 
quons que  les  réactions  normales  du  plan  P'  sur  le  côté  AjAa  peuvent  se 
réduire  à  deux  forces  verticales  Nj  et  N3  appliquées  aux  sommets  Aj  et  K%  : 
ces  réactions  seront  comptées  positivement  vers  le  haut.  Prenons  pour 
axes  liés  au  corps  solide  mobile  un  axe  Gx  dirigé  suivant  GAi,  un  axe  Gy 
parallèle  à  A^As,  et  un  axe  G;;  normal  au  plan  du  triangle  et  dirigé  vers 
le  haut;  alors  l'équation  de  rellipsoïdc  d'inertie  relatif  au  point  G  est  de 

la  forme 

k{x^  -^y^)-\-  2A-3*  =  I. 

En  effet,  tout  d'abord,  par  raison  de  symétrie,  le  plan  du  triangle  est 
un  plan  principal  d'inertie  relatif  au  point  fixe  G.  Ensuite  chacun  des  plans 
menés  par  l'axe  Oz  et  une  des  hauteurs  du  triangle  est  un  plan  de  symé- 
trie du  corps  solide,  c'est-à-dire  un  plan  principal  relatif  au  point  G;  il  y 
a  donc  trois  plans  principaux  d'inertie  passant  par  l'axe  principal  G^  : 
cela  ne  peut  arriver  que  si  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  G  est  de 
révolution  autour  de  Gz\  ainsi  les  moments  d'inertie  A  et  B  sont  égaux; 
de  plus  le  moment  G  par  rapport  à  G^  est  égal  à  A  +  B  ou  à  a  A,  carier 
de  tous  les  points  du  corps  étant  nul, 
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On  vérifiera  d'ailleurs  facilement  qu'en  appelant  M  la  masse  du  triangle; 
on  a 

Ma» 


A  = 


24 


Le  point  Ai  décrit  une  circonférence  de  centre  O  dans  le  sens  des  rota- 
tions positives  autour  de  00';  le  frottement  est  alors  une  force  appliquée 
en  Al,  égale  à /Ni  et  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse  de  Ai,  c'est- 
à-dire  parallèlement  à  la  direction  négative  de  l'axe  Gy, 

Soit  /  le  tiers  de  la  longueur  de  la  médiane  /  =     ^    •  Les  coordonnées 

des  différents  points  AiAjAs  par  rapport  à  Gar,  G^,  G-set  les  projections 
des  forces  Ni,  Nj,  N3,  /Ni  sur  ces  axes  sont 


Ni 


X  = 

2/ 

X  = 

l 

j?  =  — 

/ 

A, 

7  =  0    , 

A, 

y  = 

^                 A 

2 

a 

^=1 

9 

-5  =  0 

A9      — 

0                          z  —  0 

1 

X  = 

n/^ 

'2 

2 

X.  =  o 

Y=  0 

N, 

Y- 

0                    » 

N, 

Y  =  o 

/N. 

Y— y 

z=     n/^ 

2. 

Z  = 

Nt 

9. 

Z  = 

2 

Z=:o 

L'ellipsoïde  d'inertie  ayant  pour  équation 

A  (0^2  _|_  ^2  )  _^  -2  A  3'  =  I , 

le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  faisant  avec  les  axes  Gxyz  des 
angles  de  cosinus  a,  p,  y»  est 

A(aî-^-  ps)-+-2AY». 


Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  00'  (»  = ' ,    P  =  o,   y=~) 


est 


donc 


- ,  ,  „       3  A 
2 


D'ailleurs,  comme  le  corps  tourne  autour  de  00'  avec  une  vitesse  angu 
laire  w,  les  composantes  de  cette  rotation  5ui>ant  les  axes  sont 


/^ 


^  2 


0 


10  i/'2 

r  =  — Î-— 
2 
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Le  centre  de  gravité  G  étant  fixe,  on  a  d'abord,  en  projetant  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  sur  00', 

(i)  o  =  Ni-4-N,-4-N3-M^. 

Écrivons  ensuite  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
par  rapport  à  00'  :  comme  le  corps  tourne  autour  de  00'  avec  la  vitesse 
co,  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  cet 

axe  est  MAr'co  =  — w;  d'autre  part,  le  frottement  seul  a  un  moment  non 

•2 

nul  égal  à  —  (/"Ni  v/*2.  On  a  donc 
(.)  ___=_//N,»/I. 

Enfin,  réquation  d'Euler,  relative  à  Taxe  Gy, 

B  ^?-h(A  — G)/?r=  I,(zX  —  xZ) 
donne,  d'après  les  valeurs  de  /?,  ç,  r. 

En  éliminant  Nj-h  N3  entre  (i)  et  (3),>  on  a 

où  ;ji'  désigne  la  quantité  —  r^^  <ï"^  d'après  les  valeurs  de  /  et  A,  se 

réduit  à  4  ~/6.  Remplaçant  dans  (2)  /N|  par  sa  valeur  (4),  on  a  pour 
l'équation  du  mouvement 

C.)  ^=_X(,x.-o.«), 

en  appelant  X  la  constante  -^*  Cette  équation  donne  immédiatement  eu 
en  fonction  de  t  par  des  exponentielles.  La  discussion  comporte  trois  cas  : 
I*  Soit  too  <  fi.  La  réaction  Ni  est  bien  positive;  -7-  étant  négatif,  o)  va 
en  décroissant  constamment  et  s'annule  au  bout  du  temps 

dhi 
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A  ce  moment  le  triangle  s'arrête  et  se  trouve  dans  les  mêmes  conditions 
que  s'il  était  abandonné  à  lui-même  sans  vitesse;  il  reste  donc  immobile. 

2*  Soit  a>o  =  fx;  alors  Ni  =  o,  -^  =  o;  fo  =  too  :  le  mouvement  de  rota- 
tion est  uniforme,  le  triangle  ne  pèse  pas  sur  le  plan  inférieur. 

3**  Soit  (1)0  >  fx.  Alors  Nt  est  négatif  au  début  :  cela  veut  dire  que  le 
sommet  Ai  tend  à  se  soulever.  Si  ce  sommet  est  simplement  posé  sur  le 
plan,  il  se  soulève  eiïectivement  et  devient  libre;  on  a  alors  un  autre  pro- 
blème. Mais  on  peut  imaginer  qu'on  empêche  le  sommet  Ai  de  se  sou- 
lever, par  exemple  en  perçant  le  plan  d'un  trou  circulaire  et  recourbant 
4in  peu  la  pointe  Ai  de  façon  qu'elle  appuie  sous  le  plan;  la  réaction  Ni 
est  alors  dirigée  vers  le  bas  et  sa  valeur  absolue  est  — Ni.  La  force  de 
frottement  a  pour  valeur  absolue 

-/Ni, 

■et  l'équation  (2)  des  moments  donne 

d'où 

dbi 

Gomme  too  >  [jl,  -t-  commence  par  être  négatif,  w  diminue,  ef ,  quand  co 

tend  vers  fx,  t  augmente  indéfiniment.  Le  mouvement  tend  donc  à  devenir 
une  rotation  de  vitesse  angulaire  [i. 

En  ce  qui  concerne  les  réactions  Ni  et  Nj,  nous  avons  déjà  obtenu  la 
somme  Ni-+-  Nj  :  on  calculera  Ni  —  Nj  en  écrivant  l'équation  d'Euler  rela- 
tive à  l'axe  Gx. 

Remarque.  —  On  peut  obtenir  le  moment  d'inertie  G  sans  intégration, 
en  remarquant  que  l'Iiomogénéité  donne,  pour  le  moment  d'inertie  d'un 
triangle  équilatcral  de  côté  c  et  de  niasse  M  par  rapport  à  son  centre,  une 
expression  de  la  forme  A:Mc',  où  k  est  un  nombre  à  déterminer.  Décom- 
posons le  triangle  donné  de  côté  a  et  de  masse  M  en  quatre  triangles  de 

masse  —  et  de  côté  -  obtenus  en  joii^nant  les  milieux  des  côtés.  Trois  de 
42''^ 

ces  triangles  ont  leurs  centres  de  gravité  à  la  même  distance  — - —  de  G. 

Écrivant  que  le  moment  d'inertie  total  par  rapport  à  G  est  la  somme  des 
moments  d'inertie  des  quatre  triangles,  on  a 

<l'où 
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-409.  Résistance  de  milieu.  —  Imaginons  une  sphère  homogène  mobile 
autour  de  son  centre  O.  Une  ailette  plane,  de  forme  quelconque,  mais  de 
masse  négligeable,  dont  le  plan  passe  par  le  centre,  est  invariablement  liée 
à  la  sphère;  trouver  le  mouvement  de  la  sphère,  dans  l'air,  en  admettant 
que  la  résistance  de  l'air  sur  chaque  élément  de  Tailette  est  une  force  nor- 
male proportionnelle  à  la  composante  de  la  vitesse  de  cet  élément  suivant 
la  normale  à  Télément. 

Prenons  le  plan  de  Tailette  pour  plan  des  yz  et  le  diamètre  perpendi- 
culaire pour  axe  Ox,  les  axes  Oxyz  sont  entraînés  avec  la  sphère  :  ce 
sont  des  axes  principaux  d'inertie.  En  appelant  />,  ç,  r  les  composantes 
delà  rotation  instantanée,  un  élément  d'ailette  d^  ayant  pour  coordonnées 
o,  y,  «  a  une  vitesse  v  de  projections 

La  composante  de  cette  vitesse  normale  à  l'élément  da,  c'est-à-dire  au 
plan^Ox?,  est  Vx\  la  résistance  de  l'air  sur  cet  élément  a  donc  pour  pro- 
jections 

X=  —  kvxdfjj        Y  =  o,        Z  =  o, 

A-^désignant  une  constante  positive. 

On  peut  toujours  supposer  qu'on  a  pris  pour  axes  0^  et  Oy  les  axes 
principaux  d'inertie  de  la  surface  de  l'ailette  par  rapport  au  point  0,  de 
sorte  que,  da  désignant  un  élément  superficiel  de  l'ailette,  on  ait 

/  yz  d<j  =  o. 

Cela  posé,  la  somme  des  moments  L  des  forces  de  résistance  X,  Y,  Z  par 
rapport  à  Ox  est  nulle.  Par  rapport  à  Oyy  cette  somme  est 

M  =  2(.sX  —  xZ)  =— k  I  (qz  —  ry)zd7  =  —  aq j 

où  a  est  une  constante  positive 

a  =  k  I  z^d<j. 

De  même,  en  prenant  les  moments  par  rapport  à  Oj, 

N  =  2(07 Y  -  j^X)  =  k  l^iqz  -  ry)yd^  =-  br, 

où  b  est  positif.  Les  équations  d'Euler  sont  alors,  puisque  A  =  B  =  C, 
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a  ^         n 

on  en  tire,  en  posant  t-  ~  *»  F  ~  "» 

Gomme  a  et  p  sont  positifs,  ç  et  r  tendent  vers  zéro  quand  t  augmen 
et  le  mouvement  tend  vers  une  rotation  autour  de  l'axe  Ox  perpendic? 
laire  au  plan  de  i'ailette. 

EXERCICES. 

1.  La  force  vive  d'un  corps  mobile  autour  d'un  point  fixe  est  égale  au  produ 
géométrique  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  par  la  rotatic 

instantanée,  (1)9 cosb), 9.  (Resal.) 

?.  Démontrer  que  les  projections /?,,  7,,  r,  de  la  rotation  instantanées  surt- 
axes fixes  Ox^,  jK,»  -5,.  ont  pour  expressions 

p^  =  6'  cos4'  +  ç'sinô  sin<j/, 
7,  =  6'  sintj'  —  ?'  sinô  cos']/, 
r^  =  ^'  -h  9^  cos8. 

3.  Stabilité  de  la  rotation  autour  des  axes  principaux  d'inertie.  — 
équations  d'Euler  sont  satisfaites  pour  7  =  0,  r  =  0.  Pour  savoir  si  la  rotatid 
correspondante  est  stable,  on  peut  opérer  comme  il  suit  :  supposons  q  tl  r  X.r~ 
petits  au  début,  et  voyons  s'ils  restent  très  petits. 

Dans  cette  hypothèse,  le  produit  qr  peut  ùtre  néglige,  et  l'on  a,  pour  la  pr< 

mière  équation  d'Euler  ~-  —  Oy  p  — /?,.Les  deux  autres  deviennent 
(■)  B^J=(C-A)p.r,  C^'  =  (A-B)/).ç, 


rl'où 


d^q          (A-C)(A-B)    ,  , 

'-  Plq  =  -'n'q, 


dt'  BC 

n  étant  une  constante.  On  en  tire 


(  G  —  A  )  /?„  /•„    .      , 
q=  q^  cos nt  -h   '^'      sin  nt, 

'       "^  na 


'q^q' 


1  /-«  » 

car  pour  t  =  o,  q  ^  q^  et,  d'après  (i),  ^J  =  — ^  p. 

On  trouve  de  môme  r,  et  l'on  voit  que  q  tl  r  restent  très  petits.  La  rotation 

est  stable.  On  trouverait  le  même  résultat  autour  du  grand  axe  O^:. 

Mais  pour  l'axe  moyen,  en  supposant  p  et  r  très  petits  au  début  et  négligeant 

d^p 
pr,  on  trouve  q  =  7^,  puis  une  équation  de  la  forme  -^  =-f-  n'^p  ;  en  intégrant, 

on  voit  que  p  est  une  fonction  de  la  forme  ae"*-t-  be-"^  qui  augmente  indéfini- 
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ment  aiec  t  :  l'hypothèse  que  Ton  a  faite  que  p  et  r  restent  petits  est  donc 
inadmissible;  la  rotation  autour  de  l'axe  moyen  est  instable. 

k.  Autre  méthode  pour  obtenir  l'équation  de  t*herpolhodie.  —  Comme  le 
pôle  m  et  l'extrémité  u  de  la  rotation  instantanée  sont  en  ligne  droite  avec  O  et 

qu'on  a  u  =  O m  v/^,  le  lieu  du  point  m  est  homothétique  du  lieu  du  point  ta. 

Les  coordonnées  relatives  du  point  ta  par  rapport  aux  axes  mobiles  sont  py 
q^r.  Dans  l'espace  absolu  le  point  tù  décrit  une  courbe  plane  dans  un  plan  pa- 
rallèle aa  plan  D,  c'est-à-dire  au  plan  x^  Oy^^  puisque  Oz,  est  dirigé  suivant 
Off.  La  courbe  lieu  du  point  tù  se  projette  donc  en  vraie  grandeur  sur  le  plan 
'fiyf  ^^  ^  est  la  résultante  des  trois  rotations  6',  9',  '^'  dirigées  comme  on  l'a 
Tn(n»3d7). 

La  projection  &>,  de  u)  sur  le  plan  x^  Oy^  a  des  coordonnées  absolues  p^  et  q^ 
qnel'on  calcule  aisément  en  remarquant  que/?,,  par  exemple,  est  la  somme  des 
projections  de  6',  9',  ^'  sur  Ox^.  On  a  ainsi  les  valeurs  de  l'exercice  2.  Le  point 
^(/^i)  7i)i  ainsi  déterminé  dans  le  plan  x  O^,,  décrit  une  courbe  homothé- 
tique à  l'herpolhodie.  Si  l'on  appelle  p,  et  /,  ses  coordonnées  polaires,  on  a 

p^  +iq^  =  p,c'Z,  =  (6'—  £9' sine )«•'}'. 

I)'aprés  les  formules  (20)  de  la  page  302  qui  donnent  0  et  9,  et  la  formule  (21) 
donnant  \|/,  on  aura  p^  et  q^  en  fonction  uniforme  du  temps. 

5.  Démonstration  de  M,  de  Saint-Germain  de  la  non-existence  des  points 
d'inflexion  de  l'herpolhodie.  —  Soient  R,  R,  les  rayons  de  courbure  des  cônes 
<ini  ont  pour  bases  la  polhodie  et  l'herpolhodie,  en  un  point  de  la  génératrice 
commane  :  la  Cinématique  donne  une  relation  de  forme  connue, 


b) 


d,=d,(j.  +  i.j 


°û  rf«  est  l'élément  d'arc  de  la  courbe  lieu  du  point  w;  s'il  y  avait  inflexion, 
^1  serait  infini  et  ^iùdt  =  ds.,  or  les  équations  du  mouvement  de  Poinsot  montrent 
qne c'est  impossible  quel  que  soit  le  signe  de  D  — -  B.  (  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
^nie  des  Sciences,  26  avril  i885.) 

6.  On  donne  un  tétraèdre  non  pesant  OABC  dans  lequel  l'angle  trièdrc  O  est 
^"tctangle,  et  dont  les  arêtes  OA,  OB,  OC  ont  respectivement  pour  longueurs 
a,  b,  c. 

**  Déterminer  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  central  d'inertie,  c'est-à-dire 
<*c  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  G  du  tétraèdre,  dans  l'hypo- 
ihése  suivante 

a  =  ^,        6  --  I,        c  =  ^3; 

3*  On  imprime  au  tétraèdre  une  rotation  initiale  autour  d'un  diamètre  GD  de 
1  ellipsoïde  central,  et  l'on  propose  d'étudier  le  mouvement  de  ce  tétraèdre  autour 
àt  son  centre  de  gravité  G.  On  déterminera  sa  position  dans  l'espace  à  une 
époque  quelconque. 

Les  composantes /?,,  q^  r,  de  la  rotation  initiale  par  rapport  au  grand  axe,  ù 
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]'axe  moyen  et  au  petit  axe  de  relIipsoTde  central  d'inertie  ont  respectivement 
pour  valeurs 

/?•  =  v/e -i- v^S,        ç„  =  o,        r„  =  V^6-v/^- 

(Agrégation,  1890.) 

Réponse,  —  Le  centre  de  gravité  étant  immobile  au  début  reste  immobile.  Le 
corps  tourne  donc  autour  d'un  point  fixe  sans  qu'aucune  force  agisse  sur  lui.  Il 
prend  un  mouvement  à  la  Poinsot.  Il  faut  calculer  numériquement  A,  B,  G,  htt 
/  ou  |i  et  D.  On  trouve 

A  =  6-*-v^,        B  =  6,        C  =  6— v^5. 

Les  données  initiales  correspondent  au  cas  singulier  où  la  polhodie  est  une 
ellipse  passant  par  Taxe  moyen  de  l'ellipsoïde  d'inertie. 

(De  Saint-Germain,  Nouvelles  Annales,  t.  IX,  x8go.) 

7.  Toute  ligne  géodésique  tracée  sur  un  ellipsoïde  de  révolution  allongé  se 
projette  sur  le  plan  de  l'équateur,  suivant  une  herpolhodie  qui  peut  être  engen- 
drée par  une  ellipse  à  centre  fixe  et  roulant  sur  ce  plan.  (Halphen,  Comptes 
rendus,  5  octobre  1887,  et  Traité  des  fonctions  elliptiques^  t.  II,  p.  ^49.) 

8.  Toute  ligne  de  thalweg  tracée  sur  un  parabolo'ide  de  révolution,  à  axe 
vertical,  et  concave  vers  le  haut,  se  projette  horizontalement  suivant  l 'herpol- 
hodie due  au  roulement  d'une  ellipse  déterminée.  (Floquet,  Bulletin  des 
séances  de  la  Société  des  Sciences  de  Nancy,  séance  du  !•'  juillet  1889.) 

9.  L'herpolhodic  est  une  courbe  parcourue  par  un  point  dont  la  vitesse  aréo- 

dy 
laire  p'  — ,-  est  une  fonction  linéaire  de  p',  la  vitesse  totale  étant  une  fonction  du 
at 

second  degré  de  p^  dans  laquelle  le  coefficient  de  p*  est  négatif. 

(  Darboux,  Noie  à  la  Mécanique  de  Despeyrous.  ) 

10.  Si  l'on  fait  rouler  et  pivoter,  sans  glisser,  une  quadrique  quelconque  de 
rentre  fixe  O,  sur  un  plan  fixe  II,  le  lieu  des  points  de  contact  m  sur  le  plan  est 
une  herpolhodie  généralisée.  Le  rayon  vecteur  de  l'herpolbodie  issu  du  pied  P  de 
la  perpendiculaire  OP  au  plan  II  et  la  tangente  à  cette  courbe  en  m  sont  deua: 
tangentes  conjuguées  de  la  quadrique  qui  roule.  Pour  que  le  rayon  vecteur  Pm 
ne  tourne  pas  toujours  dans  le  même  sens,  ou  pour  que  la  courbe  présente  des 
rohroussements,  il  faut  que  le  rayon  vecteur  puisse  se  confondre  avec  la  tan- 
î^entc.  Ces  deux  directions  conjuguées  ne  peuvent  se  confondre  que  si  la  qua- 
drique est  à  courbures  opposées,  c'est-à-dire  est  un  byperboloïde  à  une  nappe. 

(  Darboux,  ibid.  ) 

tl.  Dans  la  seconde  représentation  du  mouvement,  d'après  Poinsot,  page  226, 
<léterminer  la  trace  laissée  par  le  point  m' sur  le  plan  tournant  II'. 

Réponse.  —  Le  rayon  vecteur  Om'  est  égal  au  rayon  vecteur  Pm  =  p  de  l'her- 
polhodic  {fig'  23i).  Si  l'on  appelle  y'  l'angle   formé   par  le  rayon  vecteur  Om' 

avec  une  droite  OU  située  dans  le  plan  II'  et  entraînée  avec  lui,  on  a  a?,  OU  =  ji^, 
car  n'  tourne  avec  la  vitesse  jx;  y'  —  y  —  jx/,  car  Om'  et  Pm  sont  parallèles. 
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Remplaçant  dx  par  la  valeur  dx'  +  |jl  c/<  dans  les  équations  de  l'herpolbodie,  on 
a  les  équations  qui  définissent,  en  fonction  de  t^  les  coordonnées  p  et  x'  ^^  point 
m*  dans  le  plan  D', 


rfp 
(O 


P  ^=^v^Dv/-(p'--a)(p»--^)(p'~c), 


L'aire  décrite  parle  rayon  0/n'  sur  le  plan  n'  est  donc  proportionnelle  au 
temps. 

Le  mouvement  défini  par  les  équations  (i)  est  celui  d'un  point  matériel  solli- 
cité par  une  force  centrale,  issue  de  O,  ayant  une  expression  de  la  forme 
ap-h^p'.  (Darboux,  Mécanique  de  Despeyrous,  Note  17.  —  Pinczon,  Comptes 
rendusj  avril  1887.) 

12.  Théorème  de  Siacci. —  Le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point 
fixe  O,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  peut  être  obtenu  en  fai- 
sant rouler  et  pivoter  une  quadrique  de  centre  O  ayant  les  mêmes  sections  cir- 
culaires que  l'ellipsoïde  d'inertie  sur  une  quadrique  de  révolution  autour  de  Oa. 
(Siacci,  Jn  memoriam  Dominici  Cheliniy  Collectanea  mathematica^  1881  ; 
voir  aussi  Grbbnhill,  Fonctions  elliptiques^  Chapitre  VII.) 

13.  Théorème  de  Mac-Cullagh,  —  Si    l'on    transforme    les    théorèmes  de 

Poinsot  par  polaires  réciproques,  par  rapport  à  une  sphère  de  centre  O,  on  voit 

37'        v'       -S* 
que  Tcllipsoîde  (appelé  ellipsoïde  de giration)  t"  "*"  ^  "^  F  ~  '  étant  entraîné 

par  le  corps  passe  constamment  par  deux  points  fixes  situés  sur  le  moment  ré- 
sultant, O9,  des  quantités  de  mouvement,  symétriques  par  rapport  à  O. 

14.  Théorème  de  Gebbia.  —  En  transformant  de  même  le  théorème  de 
Siacci  (12),  on  voit  que  les  surfaces  homofocales  de  l'ellipsoïde  de  giration  glis- 
sent sur  des  quadriques  fixes  de  révolution. 

15.  Dans  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution  suspendu  par  un  point 
de  son  axe,  on  a  vu  que  u  =  cosO  varie  entre  deux  valeurs  u^  et  i/,.  Indiquer 
quelles  doivent  être  les  conditions  initiales  pour  que  ces  deux  valeurs  soient 
égales.  Alors  l'axe  du  cône  décrit  rigoureusement  un  cône  de  révolution  autour 
<ie  O2,  et  la  valeur  commune  de  u^  et  iz,  est  nécessairement  u^. 

Réponse,  —  Il  suffit  de  déterminer  a  et  ^  de  façon  que  le  polynôme  f{u)  ait 
uDe  racine  double  u^  donnée  à  l'avance. 

16.  Dans  le  problème  de  Lagrange  et  Poisson,  démontrer  : 

I*  Que  l'extrémité  m  de  l'axe  instantané  reste  constamment  dans  un  plan  fixe 
dans  le  corps,  perpendiculaire  à  l'axe  de  figure  0«,  et  décrit  dans  ce  plan  une 
lierpolhodie  H; 

a*  Que,  dans  l'espace,  le  même  point  m  décrit  une  courbe  située  sur  une 
sphère  S; 

3*  Que  le  mouvement  peut  être  obtenu  en  faisant  rouler  l'herpolhodie  H  re- 
gardée comme  attachée  au  corps  sur  la  sphère  fixe  S.  (Jagobi,  Œuvres,  t.  II. 
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—  Halphen,  Comptes  rendus,  t.  C.  — -  Darboux,  Journal  de  Mathématiques^ 
i885;  Noie  XIX  à  la  Mécanique  de  Despeyrous.  —  Db  Saint-Germain,  Résumé 
de  la  théorie  du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe.  Gauthier- 
Villars,  1887.) 

Indications  sur  la  solution  : 

I**  Le  lieu  de  l'extrémité  w  de  l'axe  instantané  de  rotation  dans  le  corps 
est  une  herpolhodie.  Les  coordonnées  du  point  tùy  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles, sont/7,  q,  r.  Comme  r  =  r^,  le  point  (i>  se  trouve  dans  un  plan  n  perpen- 
diculaire à  l'axe  O2  et  invariablement  lié  au  corps.  Dans  ce  plan  le  point  w 
décrit  une  courbe  H  qui  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  des  xy.  Les  coor- 
données cartésiennes  d'un  point  tù  de  cette  courbe  rapportée  aux  axes  O^  et  O^ 

étant  p  et  q, 

/?=<);'  sin9  sincp  -+-Ô'  cos^, 

q  =  '^'  sinô  coso  —  6'  sinç, 

nous  appellerons  p  et  x  ses  coordonnées  polaires.  D'abord 

p»  =  /?»  +  ^»  =  a  —  a  cos8  =  a  —  au. 

1  —  p' 
Nous  tirons  de  là  u  —  ■-  et,  en  portant  dans  la  relation 


^1  =  :^  V'/ÔÔ. 


il  vient 


qui  est  bien  de  la  forme  indiquée  pour  rherpolhodie,'car  le  polynôme  sous  le  ra- 
dical commence  par  —  p«. 
D'autre  part, 

4/' sine 

-ô^-ta«g?  .^^ 

lang/ =  —  = ,>   .    a >         /  ~  arc  tang -ï— , , p. 

»+-^-p — tang? 

Comme  nous  avons  posé  cos8  =  w,  nous  avons 

sin  9  _  _  I—  u"^  _  _  I  —  u^  , ,  _  '^  —  br^u 

dt 

àr„  u  —  3 
/  =  arc  tang  —  —  'j; 

dérivant  par  rapport  à  /,  remplaçant  —  par  yj/jû),  f  par  sa  valeur  antcricu- 

3  —  br.it  .  ,    . 

rcmcnl  trouvée  /„  —  u  ■ ^>  et  réduisant,  on  trouve 

,               .dy       rJb—2).               ^       br^x  —  n'^ 
i^-au)  ^^  ■=  -^—^ -'  (  a  -  au)  -\-  -^ ^, 
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on  encore,  puisque  a  —  au=  0% 

^   '  ^   dt  2  ^  2 

Les  équations  (i)  et  (2)  ont  la  forme  caractéristique  des  équations  d^une  herpol- 
hodie,  car  le  terme  constant  dans  la  deuxième  équation  -  (6r„a —  ap)  est  égal  à 

•±1-  v' —  F(o).  Le  théorème  est  donc  démontré.  Le  cône  (C),  lieu  des  axes  instan- 

tanées  Oo»  dans  le  torps,  est  un  cône  ayant  pour  base  cette  hcrpolhodie  H. 

2"  Le  lieu  du  point  w  dans  l'espace  absolu  est  une  courbe  sphérique  H,.  Si 
Ton  appelle  y?^,  ç,,  r,  les  composantes  de  la  rotation  instantrnée  (o  suivant  les 
axes  fixes  Ox^^  ^„  ^,,  on  obtient  ces  trois  quantités  par  la  méthode  employée 
pour  trouver /7,  ^,  r. 

La  rotation  u  étant  la  résultante  des  trois  rotations  6',  9',  ^'  dirigées  suivant 
01,  0-z,  0-5,  {fig-  223),  /?,  est  égal  à  la  somme  des  projections  de  ces  trois  der- 
nières rotations  sur  l'axe  Oj:,  ;  q^  et  r,  sont  égaux  respectivement  à  la  somme  de 
leurs  projections  sur  O^,  et  O5,.  On  trouve  ainsi 

'  /?,  —  6'  cos^'  -f-  9'  sinO  sin<J^, 

(3)  ^,  —  6' sin^}*  —  9'sin6cos4'- 

;.  —  t^'  ^  q'  cos6. 

Telles  sont  les  coordonnées  du  point  w  par  rapport  aux  axes  fixes.  On  en  dé- 
duit, d'après  les  valeurs  de  1^'  et  o',  en  fonction  de  cos6  ou  m, 

/*,  =  p  H-(i  —  6)  i\u. 
Puis,  comme  on  a  l'égalité  évidente 

p\-^q\-^r\  =p^-^q^-^r\ 
on  a,  d'après  l'expression  de  p^  n-  q-  en  fonction  de  1/, 

p\  -\-q\-\   r\  =a_att-f-/J. 
L'élimination  de  u  entre  les  deux  relations  précédentes  donne 
(  S  J  (  I  -  6  )  r,  (/>}  -t-  Af  -H  rf  )  -+-  ar^  .-(i_6)(a--r5)-i-a?. 

Celte  équation,  dans  laquelle  on  regarde  y?,,  </,,  r,  comme  des  coordonnées 
courantes  montre  que  le  point  w  est  constamment  situé  sur  une  sphère  S,  dont 
le  centre  est  sur  O^,.  Le  point  w  décrit  donc  dans  l'espace  absolu  une  courbe 
sphérique  H,  :  pour  déterminer  celle  courbe  il  faudrait  se  reporter  aux  équa- 
tions (3),  et*n  déduire  l'équation  différentielle  de  la  projection  de  H  sur  un 
des  plans  coordonnés.  Mais  on  peut  alors  représenter  le  mouvement  de  la  façon 
suivante. 

Le  mouvement  s'obtient  en  faisant  rouler  V herpolhodie  H  invariablement 
liée  au  corps  sur  la  sphère  fixe  S,.  En  effet,  le  mouvement  s'obtient  en  faisant 
rouler  le  cône  C  lié  au  corps  ayant  pour  base  la  polhodie  H,  sur  un  cône  fixe  C 

II.  ,; 
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ayant  pour  base  la  courbe  sphérique  H,.  Dans  ce  mouvement  la  courbe  H  rou^^^ 
Dans  le  cas  particulier  où  6  —  i,  on  a  A    -  B  —  C,  l*eIlipsoïde  d'inertie  relat-w 

sur  H,,  c'est-à-dire  sur  la  sphère  S,  qui  contient  H,. 

au  point  O  est  une  sphère;   la  sphère  S^  se  réduit  alors  à  un  plan  fixe  D,  p^"*' 

pendiculaire  à   0«,,  et  le  mouvement  s'obtient  en  faisant  rouler  Therpolbodie        ^ 

sur  le  plan  fixe  II,. 
Alors  la  courbe  H,,  lieu  du  point  u  dans  l'espace,  est  située  dans  le  plan  n,  :    -^■bo 

formant  son  équation  différentielle  en   coordonnées   polaires,  on    vérifiera  q    ^   uc 

c'est  aussi  une  herpolhodie  parcourue  par  (i>  suivant  la  loi  de  Poinsot. 

17.  Démontrer  que  la  courbe  sphérique  H,  de  l'exercice  précédent,  décrite  p  --^ar 
l'extrémité  u  de  la  rotation  instantanée  dans  l'espace  absolu,  peut  être  engendr^=:i^vée 
comme  il  suit  : 

Si  trois  points  d'une  droite  invariable  sont  assujettis,  les  deux  premier, 
demeurer  sur  deux  sphères  différentes^   le  troisième  à  rester  dans  un  pi 
perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  des  deux  splières^  si  de  plus  la  dro, 
se  déplace  de  manière  à  demeurer  normale  à  la  trajectoire  de  l'un  de  i- 
points,  ce  qui  définit  complètement  son  mouvement  à  partir  d'une  posit 
donnée,  le  point  de  la  droite  assujetti  à  rester  dans  le  plan  décrira  une  A»- 
polhodie,  tous  les  autres  décriront  des  courbes  sphériques  qui  sont  les  cour 
H,  décrites  dans  l'espace  par  l'extrémité  w   de  l'axe  instantané.  (Darbo 
Journal  de  Mathématiques ^  4"  série,  t.  I,  Fasc.  IV,  i885.) 

18.  Intégrales  pseudo-elliptiques  de  M.  Greenhill^  pour  le  mouvement  d^^      'un 
corps  pesant  de   révolution  suspendu  par   un  point  de  son  axe.  —  Vérifi^^Sîer, 
comme  à  la  page  241,  que,  pour  des  conditions  initiales  convenables,  on  a  une  ''>- 
légrale  de  la  forme 

siii»0  e-  V  "':'  :-  (  w  —  D  )  v^( u'  —  u){u^  —  u) 

-r-  /  (  E  w  —  F  «/  )  \/u  —  w, , 

/i,  D,  F,  F,  étant  des  conslaiiles  réelles  convenablement  choisies. 

On  peut  même  faire  disparaître  le  terme  séculaire  n^  par  une  particularisatio" 
encore  plus  grande  des  constantes  du  prohlème.  .\lors  la  courbe  sphérique,  li^*' 
(lu  point  z,  est  fermée.  Dans  le  cas  particulier  du  pendule  sphérique,  il  est  im- 
possible de  faire  disparaître  le  terme  nt. 

Pour  un  autre  choix  de  constantes  du  problème,  on  a  de  môme   une  intégrale 
de  la  forme 


sin^Oe^î'-"'^*  -{u'~V>u       W)  \j{u'  —  u){u  —  uj 


-4   i  (  F  «'  —  F  u  -+-  F'  )  V  u^  —  w, 

D,  D',  E,  F,  F'  étant  des  constantes  réelles.  On  peut  encore  ici  faire  disparaître 
le  terme  séculaire  nt. 

En  général,  a  désignant  un  entier,  on  peut  trouver  des  cas  particuliers  où 
sinî^ôe:*^!'-"'^'  est  donne  par  une  formule  rentrant  dans  le  premier  ou  le  second 
type  suivant  que  u  est  pair  ou  impair,  dans  laquelle  figurent  devant  les  radicaux 
des  polynômes  de  degré  [x  —  i.  (  GnrENiiii.i.,  Procecdings  of  tlie  London  Mathe- 
matical  Society,  Vol.  XXV,  et  Fonctions  elliptiques,  traduction  de  Griess.) 
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19.  Un  corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  est  solicité  par  un  couple 
dont  Taxe  est  toujours  parallèle  au  moment  résultant  des  quantités  de  mouve- 
ment et  dont  le  moment  est  toujours  égal  à  ce  moment  résultant  multiplié  par 
une  constante  >k.  Mouvement  du  corps. 

Réponse,  —  Les  équations  du  mouvement  sont 

A -^-H  (C  —  B)  <7/-hXA/?  =  o 

at 

Kn  posant  p  —  e"^^  p' ,   ...  y\t'  —  \  —  e~^',  ces  équations  se  réduisent  à 

A^'-+-(C-B)i7'r'  =  o, 

«le  sorte  que/?',  p' ,  r'  sont  les  mêmes  fonctions  de  t'  que/?,  q,  r  le  sont  de  / 
quand  il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures.  (  Voyez  Greknhill,  Fonctions  ellipti- 
f/ues,  traduction  de  Griess,  p.  i55,  et  Padova,  AUi  deW  Accademia  di  Torino, 
i.  XVI,  i885-i8S6.) 

20.  Mouvement  d'une  sphère  iiomogène  mobile  autour  de  son  centre  dans  un 
milieu  résistant.  Cette  sphère  est  munie  à  sa  surface  d'ailettes  planes  de  nombre 
et  de  formes  quelconques,  dont  les  plans  passent  par  le  centre.  Trouver  le  mou- 
vement en  négligeant  les  masses  des  ailettes  el  supposant  que  la  loi  de  la  résis- 
tance est  la  même  que  dans  l'exercice  du  n*»  iOO. 

Réponse.  —  Les  équations  d'EuIer  sont  alors  des  équations  linéaires  simulta- 
nées à  coefficients  constants. 

21.  Un  corps  non  pesant  peut  se  mouvoir  autour  d'un  point  fixe  et  n'est  sou- 
mis à  aucune  force;  en  outre  ce  corps  est  immobile.  A  l'instant  t,  on  fait  agir 
snr  lui  une  force  F  donnée  en  grandeur  et  position.  Quelles  sont,  à  l'instant 
f-hdty  la  position  de  l'axe  instantané  de  rotation  et  la  vitesse  angulaire  de  ro- 
tation. 

Même  question  si  l'on  fait  agir  plusieurs  forces. 

(SxKiciiKN,  CreilCy  t.  43,  p.  i6i.) 

22.  Une  tige  pesante  d'épaisseur  infiniment  petite  est  mobile  autour  d'un  de 
ses  points  qui  est  fixe.  Trouver  son  mouvement. 

(Il  existe  sur  la  tige  un  point  qui  se  meut  comme  un  pendule  conique.) 

[TissoT,  Thèse  {Journal  de  Liouville,  t,  XVII,  i852)]. 

23.  Lorsqu'un  corps  tourne  autour  d'un  point  fixe  sous  l'action  de  forces  dont 
le  moment  par  rapport  à  l'axe  instantané  est  constamment  nul,  la  vitesse  de  ro- 
tation est  proportionnelle  au  rayon  vecteur  de  rellipsoïde  d'inertie  dirigé  dans 
le  sens  de  cet  axe.  La  réciproque  est  vraie. 

La  proposition  directe  s'applique  en  particulier  au  mouvement  d'un  corps 
tournant  autour  d'un  point  fixe  et  assujetti  à  rester  en  contact  avec  une  surface 
fixe,  sans  être  soumis  à  d'autres  forces  que  les  réactions  normales  de  la  surface. 

(Flye  Sainte-Maiue,  Journal  de  Liouville,  t.  III,  1877.) 

24.  Mouvement  d'un  solide  homogène,  pesant  de  révolution,  fixé  par  un  point 
«le  son  axe  et  assujetti  à  s'appuyer  sur  un  cercle  fixe  dont  l'axe  passe  par  le 
point  de  suspension. 
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1**  En  négligeant  les  résistances  passives; 

2*  En  tenant  compte  du  frottement  de  glissement  de  la  surface  da  corps  sur  le 
cercle  fixe  et  supposant  la  composante  normale  de  la  réaction  du  cercle  dirigée 
perpendiculairement  à  la  droite  qui  joint  le  point  fixe  au  point  d'appui. 

(AsTOft,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  y  1894;  p.  4^2.) 

^D.  Afouvement  d'un  solide  de  révolution  pesant  autour  d'un  point  de  sort 
axe  de  figure  sous  l'action  d'une  force  appliquée  en  un  point  de  l'axe.  — 
Soient  Q,  R,  S  les  composantes  suivant  01,  OJ,  Oz  de  la  force  appliquée  au 
point  P  de  Taxe  de  révolution  O^  à  une  distance  /  de  O  :  on  a,  pour  les  moments 
des  forces  appliquées  par  rapport  à  ces  axes, 

L,=rr  M^^sinO  — R/,         M,=  Q/,         N  r^  o, 

en  posant  OG  =  ^.  La  troisième  des  équations  d'EuIer  donne  r  —  r„. 

En  employant  les  équations  de  Rcsal  n"  407,  on  a  ainsi,  pour  déterminer  les 
trois  angles  9,  0,  ^,  les  trois  équations 

■A  "■  dt  '""'  =  '•»' 

\  dr  dt    dt  J  dt        ^  ' 

A  [^  -(^^ysinOcosoJ  ^-Cr.^^sinerzM^'Csine-R/. 

Cherchons,  par  exemple,  l'cfforl  nécessaire  pour  faire  décrire  à  Oz  un  cône  d«' 
révolution  autour  de  0-c,,  alors  6  reste  constant;  et  les  deux  dernières  équations 

sont 

A-T^sinO  -^  O/, 
dt' 

-A  f-'^^'sinOcosOH-Cr  -''^sinB  -^  yXgl^'mh  -  R/. 
\  dt  /  dt  ' 

La  première  de  ces  équations  donne  Q,  lu  deuxième  R.  Supposons  qu'il  s'agisse 

d'un  solide  de   révolution  auquel  on  a  ronimuniquè  une  très  grande  vitesse  de 

rotation  r^,  autour  de  son  axe  de  figure  O  r,  tandis  qu'on  rhon  hc  à  faire  tourner  Oz 

d'^b 
très   lentement  autour  de  Oz^.  La  ({uanlitè  -—^  étant  très  petite,  on  voit  que  la 

dl 
valeur  de  R/  qui  contient  le  ternie  —  Cr^        sin[0  est  très  grande  par  rapport  à 

la  valeur  de  Q/.  Or  R,  parallèle  à  OJ,  est  dans  le  plan  cO  c,,  c'csl-à-dirc  perpen- 
diculaire au  chemin  décrit  par  le  point  V  dans  le  niouvernent  qu'on  cherche  à 
obtenir  tandis  que  Q,  parrallèle  à  OF,  est  perpendiculaire  au  plan  ^O^,,  c'est-à-dire 
dirigée  suivant  ce  chemin.  On  voit  ainsi,  ce  qui  constitue  un  résultat  paradoxal 
en  apparence,  que  pour  faire  décrire  à  l'axe  de  figure  Oz  un  cône  de  révolution 
autour  de  Oc,,  il  faut  exercer  sur  lui  une  force  perpendiculaire  sensiblement  au 
chemin  qu'il  doit  parcourir;  eu  un  mot,  il  faut  appuyer  suivant  le  rayon  pour 
faire  partir  l'axe  suivant  la  tangente. 
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CORPS  SOLIDE  LIBRE. 


I.  -  GENERAUTES. 

410.  Équations  du  mouvement.  —  Pour  connaître  le  mouve- 
ment d'un  corps  solide  libre,  il  faut  connaître  le  mouvement  d'un 
point  du  corps,  par  exemple  du  centre  de  gravité,  puis  le  mouve- 
ment du  corps  autour  de  ce  point. 

Imaginons  trois  axes  rectangulaires  fixes  0$,  Oy),  OJJ  {J^g*  235) 

Fig.  235. 


et  appelons  Ç,  y),  ÎJ  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  par 
rapport  à  ces  axes.  Les  équations  du  mouvement  du  centre  de 
{gravité  donnent,  en  appelant  M  la  masse  du  solide, 


<') 


M  --^  —  V  Y 


M 


rf* 


dt 


±  V  Y 

2 ^  *' 


•■$,1-". 


OÙ  les  seconds  membres  sont  les  sommes  des  projections  des 
forces  appliquées  au  corps  sur  les  trois  axes  Oç,  rj,  Ç. 

Menons  ensuite  par  le  centre  de  gravité  G  trois  axes  de  direc- 
tions fixes  ÇfXx^yK-i  ^i,  par  exemple  trois  axes  parallèles  aux  axes 
fixes  O S,  7^,  X^. 

Le  mouvement  du  corps  par  rapport  aux  axes  G^c» ,  y\ ,  z^  est  le 
mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe  :  si  Ton  considère 


a6l  DEUXIÈME    PARTIE.    —    DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES. 

trois  axes  G^,  r,  z  invariablement  liés  au  corps,  la  position  du 
corps  autour  de  G  sera  définie  par  les  trois  angles  d'EuIer,  ô,  o,  J/ 
des  axes  Gx,  y^  z  avec  Gjc«,j>',,  z^.  Nous  avons  obtenu  les  équa- 
tions du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe  en  appli- 
quant le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement.  Or  ce 
théorème  s'applique  au  mouvement  relatif  autour  du  centre  de 
gravité  (n**  33S)  :  nous  pourrons  donc  appliquer  à  ce  mouvement 
les  équations  établies  précédemment  pour  un  solide  mobile  autour 
d'un  point  fixe. 

Prenons  pour  axes  Gx^  y,  5,  liés  au  corps,  les  axes  principaux 
d'inertie  relatifs  à  G,  et  appelons  A,  B,  C  les  trois  moments  prin- 
cipaux d'inertie.  A  chaque  instant,  les  vitesses  des  points,  par 
rapport  aux  axes  Gx^  j  y\j  ^«  ?  sont  les  mêmes  que  si  le  corps  était 
animé  d'une  rotation  instantanée  to  de  composantes/?,  y,  r  sui- 
vant les  axes  Gx,y,  z.  Le  moment  résultant,  par  rapport  à  G,  des 
quantités  de  mouvement  relatives  est  un  segment  Gt^  ayant 
pour  projections  A/?,  B^,  Gr  sur  les  3i\esGx,  y^  z.  On  a  alors, 
en  appelant  L,  M,  N  les  sommes  des  moments  des  forces  appli- 
quées au  solide  par  rapport  à  ces  mêmes  axes,  les  trois  équations 
d'Euler 

A^  -f-(C-n)7r-.L, 
(2)  '   B^|-,-(A-C)/7^-M, 

On  a  ainsi  six  équations  (i)  et  (9.)  déterminant  les  six  paramè- 
tres Ç,  •/!,  tj,  0,  cp,  'l  en  fonction  de  t.  En  général,  les  seconds 
membres  de  ces  équations  dépendront  des  six  paramf'tres,  et 
même  de  leurs  dérivées  premières,  si  les  forces  dépendent  des 
vitesses;  de  sorte  qu'il  faudra  considérer  simultanément  les  six 
équations. 

Dans  le  cas  011  le  corps  solide  n'est  pas  entièrement  libre,  les 
six  paramètres  sont  assujettis  à  certaines  relations;  mais  alors  des 
réactions  inconnues  s'introduisent. 

liemarque.  —  Les  axes  Gx,  y,  z  étant  les  axes  principaux,  la 
force  vive  du  corps  dans  son  mouvement  relatif  autour  du  centre 
de  gravité  est  A/?^  -}-  By^  _{_  Cr^. 
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411.  Exemples  simples.  —  Dans  les  trois  exemples  suivants,  on  peut 
intégrer  séparément  les  équations  (i),  puis  les  équations  (2). 

i**  Solide  pesant  dans  le  vide.  —  D'abord  le  centre  de  gravité  décrit 
une  parabole  comme  un  point  pesant  dans  le  vide.  Ensuite,  les  forces 
extérieures,  les  poids,  ayant  une  résultante  unique  appliquée  au  centre  de 
«çravité  G,  les  quantités  L,  M,  N  sont  nulles  :  le  mouvement  du  corps  au- 
tour de  G  est  identique  au  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe,  dans  le  cas  où  les  forces  ont  une  résultante  unique  passant  par 
ce  point  :  c'est  donc  un  mouvement  de  Poinsot. 

a**  Corps  solide  dont  les  éléments  sont  attire's  par  un  centre  fixe  O 
proportionnellement  à  la  distance.  —  Les  attractions  ont  une  résultante 
unique  appliquée  au  centre  de  gravité  G  et  égale  à  l'attraction  qu'exerce- 
rait le  point  O  sur  la  masse  totale  concentrée  en  G.  Donc  le  point  G  dé- 
crit une  ellipse  de  centre  O  (n**  223),  et  le  mouvement  autour  de  G  est  un 
mouvement  de  Poinsot. 

3**  Planète  supposée  formée  de  couches  sphériques  concentriques  et 
homogènes.  —  On  démontre,  dans  la  théorie  de  l'attraction,  que,  si  une 
planète  était  un  solide  formé  de  couches  sphériques  concentriques  et  ho- 
mogènes, l'attraction  newtoniennc  d'un  point  extérieur  (jl  sur  les  points  de 
la  planète,  admettrait  une  résultante  unique  appliquée  au  centre  de  gra- 
vité G  et  égale  à  Taltraction  du  point  |x  sur  la  masse  totale  de  la  planète 
supposée  concentrée  en  G.  Alors,  quel  que  soit  le  nombre  des  points  atti- 
rants ^,  la  résultante  de  leurs  attractions  sur  la  planète  serait  appliquée 
en  G  et  égale  à  celle  de  tous  les  points  sur  la  masse  de  la  planète  concen- 
trée en  G.  Le  mouvement  de  la  planète  autour  de  son  centre  de  gravité 
serait  alors  celui  d'un  corps  mobile  autour  d'un  point  fixe  G  quand  les 
forces  ont  une  résultante  passant  par  le  point;  mais  actuellement  l'ellip- 
soïde d'inertie  relatif  au  point  G  est  évidemment  une  sphère  et  tout  axe 
passant  par  G  est  principal;  le  mouvement  autour  de  G  consisterait  donc 
en  une  rotation  autour  d'un  axe  de  direction  fixe  dans  le  corps  et  dans 
l'espace.  Les  phénomènes  de  précession  et  de  nutation  n'existeraient  pas. 

412.  Mouvement  d'un  ensemble  de  solides.  —  Quand  il  s'agit 
il'iin  ensemble  de  solides,  leurs  réactions  mutuelles  sont  des 
forces  intérieures  au  système.  Dans  certains  cas,  il  y  a  avantage  à 
considérer  un  des  corps  comme  isole;  alors  il  faut  regarder 
comme  extérieures  à  ce  corps  toutes  les  forces  données  et  les  ac- 
tions exercées  sur  lui  par  les  autres  corps  du  système. 

n.  —  CORPS  PESANT  EN  CONTACT  AVEC  UN  PLAN 

HORIZONTAL. 

4i3.  Historique.  —  Le  mouvement  d'un  corps  pesant  en  contact  avec  un 
plan  îxTi^  a  été  étudié  pour  la  première  fois  par  Poisson.  Dans  les  Tomes  .*> 
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et  8  du  Journal  de  Crelle,  Gournot  reprit  les  équations  de  Poisson  et  les 
appliqua  aux  cas  où  l'on  tient  compte  du  frottement.  Le  cas  particulier 
du  mouvement  d'une  sphère  avec  frottement  sur  un  plan  horizontal  (bil- 
lard) a  été  traité  par  Goriolis  dans  un  Ouvrage  publié  en  i835.  Puiseux 
{Journal  de  Liouville,  t.  XIII  et  XVII;  1848  et  i852i)  applique  les  équa- 
tions de  Poisson  au  mouvement  d'un  solide  pesant  de  révolution  sur  un 
plan  horizontal  parfaitement  poli,  en  étudiant  principalement  les  varia- 
lions  de  l'angle  que  fait  l'axe  de  révolution  avec  la  verticale.  Dans  le  qua- 
trième Volume  du  Quarterly  Journal  of  Mathematics,  1861,  M.  Slesser 
forme  les  équations  du  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution  assu- 
jetti à  rouler  et  pivoter  sans  glisser  sur  un  plan  horizontal,  ce  qui  revient 
à  supposer  que  le  coefficient  du  frottement  de  glissement  est  infini,  de 
façon  à  rendre  tout  glissement  impossible;  il  emploie,  pour  traiter  le 
problème,  des  axes  mobiles  dans  le  corps:  cette  même  méthode  est  suivie 
par  Kowûx  (Rigid Dynamics j  t.  II).  Le  problème  du  roulement  avec  pivo- 
tement d*un  corps  pesant  sur  un  plan  a  été  traité  aussi  par  Neuraann 
{Mat hematischc  Annalen^  i.  XXVir,  1886)  et  par  Lindelof  {Acta  Socle- 
tatis  FennicŒy  t.  XXI,  1894)  à  l'aide  des  équations  de  Lagrange.  Citons 
enfin  un  Mémoire  de  Schouten  :  Propriétés  générales  du  roulement 
exact  d'un  corps  de  révolution  sur  un  plan  horizontal  appliquées  au 
mouvement  d* un  corps  de  révolution  autour  d^ un  point  fixe  de  son 
axe  (  Verslagcn  der  Koninklijke  Akademie  von  Wetenschappen  te 
Amsterdam,  t.  V,  1889).  Nous  reviendrons  sur  ces  questions  comme 
application  des  équations  de  Lagrange. 

41i.  Corps  pesant  de  révolution  glissant  sans  frottement  sur  un 
plan  horizontal  fixe.  —  Imaginons  un  corps  solide  ])esant  assujetti  aux 
conditions  suivantes  :  i**  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  G 
est  de  révolution   autour  d'un  axe  G-s;  2'^  le  corps  louche  un   plan    liori- 

V\VL.    23() 


zontal  fixe  par  une  surface  de  révolution  autour  du  même  axe.  Ges  con- 
ditions sont  remplies,  en  particulier,  pour  un  solide  homogène  pesant  de 
révolution. 
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Hepré^entons  la  méridienne  de  la  surface  de  révolution  par  laquelle  le 
corps  doit  toucher  le  plan  fixe  {Jig-  236).  Le  plan  tancent  en  un  point  P 
de  cette  méridienne  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  ^GP  sur  lequel 
il  a  pour  trace  PT.  Soit  Ç  la  distance  GQ  du  centre  de  gravité  au  plan 
tangent  et  0  l'angle  de  cette  perpendiculaire  avec  G^;  ^  est  une  fonction 
de  6 

?=/(0) 

qui  est  déterminée  dés  que  la  méridienne  est  donnée.  Inversement,  on 
peut  se  donner  a  priori  une  relation  de  cette  forme  :  la  surface  corres- 
pondante a  pour  méridienne  une  courbe  enveloppe  des  droites  PT  vérifiant 
cette  condition.  Il  est  évident,  en  outre,  que,  la  méridienne  étant  donnée,  la 
distance  QP,  que  nous  appellerons  p,  est  aussi  une  fonction  connue  de  6. 
Pour  déterminer  cette  fonction,  remarquons  que,  par  rapport  aux  axes 
Gar  et  Gz  situes  dans  le  plan  de  la  méridienne,  la  tangente  PT  a  pour 
équation 

a^sinO  —  z  cosO  =f{^). 

La  méridienne  étant  Tenveloppe  de  cette  droite  quand  0  varie,  on  obtient 
les  coordonnées  du  point  de  contact  P  en  associant  à  l'équation  précédente 
sa  dérivée  par  rapport  à  8 

arcosô  -t--3  sin0=/'(6;. 

Cette  dernière  équation  représente  donc  une  droite  passant  par  P  :  c'est 
la  normale  PR;  sa  distance  au  point  G  est  égale  à  QP.  On  a  donc 

Ceci  posé,  plaçons  le  solide  sur  un   plan  horizontal  fixe  ^Or^,  et  soit  P 


Pi  <" 


.3:. 


le   point  de  contact  de   la  surface  de  révolution  considérée   avec  le  plan 
(Jig*  237).  Choisissons  dans  le  plan  fixe  deux  axes  rectangulaires  fixes  0{, 


y^A         DcrxiÉxE  pjàiTie.  —  dt^amioce  des  ststêbes. 

Ot,  *x  prenoD«  an  a\«  vertical  O^  Tcrs  le  haut.  Soieol  J,  t.,  \  les  coordon- 
niez du  «rentre  de  ^ra^ité  G.  ^.  c.  <6  le«  angle*  d'Eoler  définissant  la  posi- 
tion d^z  aies  princîpau\  d'inertie  Gx,  v,  ^  liés  an  cor]>s  par  rapporta  des 
a\e«  Gjti.^i.  5|  parallèles  aoi.  axes  fixes  0\,  t,  ÎJ;  Taxe  G-s  est  dirigé 
suivant  l'axe  de  révolation  :  les  moments  d'inertie  principaux  autour  de 
(sx  et  (jy  sont  alors  é^aux,  A  =  B. 

On  roit  que  \  est  la  distanee  GQ  du  centre  de  grarité  G  au  plan  tan- 
gent JOr.,  et  celte  tangente  GQ  fait  précisément  avec  Taxe  G^  de  la  sur- 
face l'angle  0:  on  a  donc  la  relation 

y^iO;  étant  une  fonction  connue.  C'est  cette  relation  (  i  )qui  exprime  que  le 
corps  touche  le  plan  horizontal. 

I^s  forcer  agissant  sur  le  corps  sont,  n  appelant  M  sa  masse,  le  poids 
Si  g  appliqué  en  G  et  la  réaction  normale  R  du  plan  appliquée  en  P. 

Ces  AeAw  forces  étant  verticales,  on  a,  en  écrivant  deux  des  équations 
du  mouvement  du  centre  de  gravité, 

M  -7-^  —  o,  M  -j-~  —  o. 

Le  point  Q,  projection  horizontale  du  centre  de  gravité,  est  donc  animé 
d'un  mouvement  rectillgne  uniforme. 

I"  L(i  projection  horizontale  de  G  est  fixe.  Nons  supposerons  d'abord, 
pour  «^iiiiplificr,  que  la  vitesse  initiale  imprimée  au  centre  de  gravité  est  nulle 
ou  verticale.  Sa  projection  horizontale  est  alors  nulle  au  début  et,  comme 
cette  projection  reste  constante,  elle  est  toujours  nulle.  Dans  ce  cas,  le 
point  Q  e<t  fixe  et  le  centre  de  gravité  ne  fait  qu'osciller  sur  la  verticale 
de  ce  point. 

Appliquons  le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  absolu.  La  force 

/^/-    - 
vive  totale  est  égale  à  la  force  vive  M  (  -^  )    de  la  masse  totale  concentrée 

en  G,  plus  la  force  vive  A  (/)2  _f-  ^2^  _+.  c,r-  dans  le  mouvement  relatif  au- 
tour «le  G.  D'autre  part,  le  travail  de  la  réaction  normale  du  plan  est  nul 
le  travail  éléiiuînlaire  du  poids  est  — y\  f:  d'Z.  On  a  donc  l'intégrale  des 
forces  \ives 


(3; 


M  /^^]^-i- A(/?2-4-^2^-^Cr2  =  _•>.  M^Ç-f-/i. 


Hcmarquoiis  ensuite  (jue  les  forces  appliquées  au  corps,  réaction  du 
plan  et  [)oids,  ont  leurs  moments  nuls  par  rapport  à  G^i  ;  comme  le  théo- 
rème des  moment**  s'applique  au  mouvement  relatif  autour  du  centre  de 
gravité,  on  voit  que,  dans  ce  mouvement  relatif,  la  somme  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Gsi  est  constante.  La  pro- 
jection sur  G^i  du  moment  résultant  G^j   des  quantités  de  mouvement 
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relatives  est  donc  constante.  Or  les  projections  de  Gji  sur  les  axes  Gx^y, 
js  étant  A/>,  Ay,  Gr,  on  a 

(4)  A/?  sinO  sin  o  —  A^  sin  0  cos  o  -+-  Crcos  0  =  K. 

Enfin,  les  deux  forces  appliquées  au  corps,  réaction  et  poids,  rencon- 
trent Taxe  de  révolution  Gz,  donc  N  =  o,  et  la  troisième  équation  d'Euler 
est,  puisque  A  =  B, 

Dans  les  équations  (3)  et  (4)  remplaçons  /•  par  r», />  et  g  par  leurs  va- 

leurs   en  fonction  des  dérivées  0',  çp',  ^'  (n**  387),  Ç  par/(0)   et -r^  par 
J''i^)^''  Ces  équations  prennent  la  forme 

\  [i-f-c/'«(0)10'2--i{;'îsin2  0.-a-«/(0), 
(  ^5^' sin'O  —  p  —  ^ro  cos  6, 

où  Œ  et  P  sont  des  constantes  arbitraires,  tandis  que  a,  b,  c  sont  des  con- 
stantes positives  déterminées 

M  ,       G  M 

Ces  deux  équations  (G)  donnent  0  et  <{/  en  fonction  du  temps;  o  est  en- 
suite déterminé  par  la  relation 

(7)  To  =  o'-H  «y  cos  0. 
I/éliminalion  de  'Y  entre  les  deux  équations  (6)  donne 

(8)  (^^y[i-+-c/'2(6)]sin«0  =  [a  — a/(0)]sin«0-(p-^^rocos0)«, 

d'où  /  en  fonction  de  0  par  une  qua<lrature.  Siy(O)  est  une   fonction  ra- 
tionnelle de  sin  6  et  cos  6,  cette  quadrature  sera  hyperclliptiquc  en  prenant 

comme  variable  tang-»  L'angle  0  partant  de  Oo  ne  pourra  prendre  que 

(les  valeurs  rendant  positive  la  fonction  du  second  membre 

*(e)  =  [a  —  «/(ô)l  sinîft  —  ([i  —  ^>ro  cosO)». 

Remarquons  que  f{^)  désignant  la  distance  du  centre  de  gravité  au 
plan  flxe  est  toujours  fini,  et  substituons  à  la  place  de  0  le<î  valeurs  o,  Oo,  i:  : 
nous  aurons  pour  *(6)  les  signes  — ,  -+-,  — ,  car  la  valeur  initiale  Oo  donne 
évidemment  pour  0'  une  valeur  réelle.  La  valeur  Oo  est  donc  comprise 
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entre  deux  racines  réelles  61  et  9j  de  *(6)  et  9  ne  pourra  qu'osciller  entre 
ces  racines.  La  discussion  est  donc  analogue  à  celle  que  nous  avons  faite 
en  détail  dans  le  Chapitre  précédent  pour  le  mouvement  d'un  corps 
pesant  de  révolution,  mobile  autour  d'un  point  de  son  axe.  L'élimination 
de  dt  permettra  d'exprimer  également  tj;  et  îp  en  fonction  de  G  par  des 
quadratures. 

Courbe  décrite  sur  le  plan  par  le  point  de  contact.  —  Le  point  Q 
étant  supposé  fixe,  nous  le  prendrons  comme  origine  d'un  système  de  coor- 
données polaires,  dont  l'axe  polaire  QX  .sera  parallèle  à  Gx|.  Le  rayon 
vecteur  QP  =  p  est  une  fonction  connue  de  6, 

p  =  ±/'(6), 

déterminée  par  la  forme  de  la  surface  de  révolution  par  laquelle  le  corps 
touche   le   plan.  L'angle  polaire  )r  =  XQP  est  égal  à  <5^  =  -.  En  effet,  le 

plan  GQP  coïncide  avec  le  plan  projetant  horizontalement  l'axe  de  révolu- 
tion, c'est-à-dire  avec  le  plan  Zx^z\  or  la  normale  Gl  à  ce  plan  fait  avec 
(jXx  l'angle  d/;  la  normale  QH  au  rayon  vecteur  QP,  dans  le  plan  hori- 
zontal, fait  donc  avec  QX  un   angle  égal   ^^  et  l'angle   XQP  =  )r  est  bien 

égal  à  ^  -\ On  a  donc 

1 

^^  'dt  ~  dt   ^        TinM) 

L'élimination  de  dt  entre  cette  équation  et  l'équation  (8)  donne  y  en 
fonction  de  0  par  une  quadrature,  et  comme  0  est  lié  à  p  par  une  équa- 
tion connue  p  —  zîzy*'(0),  on  aura  y  en  fonction  de  p  par  une  quadrature. 

•1°  Cas  général.  Nous  avons  supposé  le  point  Q  immobile.  En  général, 
ce  point  est  animé  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme.  On  étudiera 
alors  le  mouvement  du  cor[)s  par  rapport  à  des  axes  Q,  X,  Y,Zi,  de  direc- 
tions fixes,  ayant  pour  origine  le  point  Q.  Comme  ces  axes  sont  animés 
«l'un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme,  le  mouvement  re- 
latif du  corps  est  donné  par  les  mêmes  équations  que  le  mouvement  ab- 
solu (n"  334);  comme  dans  ce  mouvement  relatif,  la  projection  horizon- 
tale Q,  du  centre  de  gravite,  se  fait  constamment  à  l'origine,  on  est  ramené 
au  cas  que  nous  venons  de  traiter. 

4-15.  Exemples.  —  i"*  Toupie.  La  toupie  est  un  corps  pesant  de  révolu- 
lion  reposant  par  une  pointe  P  sur  un  plan  horizontal  fixe.  On  peut  re- 
garder cette  pointe  comme  une  sphère  de  rayon  infiniment  petit  ayant  son 
centre  en  P  {fig.  '238,  a).  Le  corps  pesant  louche  alors  le  plan  horizontal 
par  cette  sphère.  La  distance  Ç  =  GQ  est  ici  donnée  par  la  formule 

;=  /cosO, 
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OÙ  /  désigne  la  longueur  GP,  puis  p  =  QP  —  /sin  6.  Il  faudra  donc,  dans 
les  équations  précédentes,  faire /(O)  = /cosO,  p  =  /sinO.  Le  deuxième 
membre  de  Téquation  (8)  devient  un  polynôme  de  troisième  dej^ré  en 
cosO,  identique  à  celui  qui  se  rencontre  dans  le  problème  de  Lagrange  et 
de  Poisson. 

a"*  Pièce  de  monnaie.  Une  pièce  de  monnaie  de  rayon  /,  glissant  sans 
frottement  sur  un  plan  horizontal  fixe,  est  un  solide  de  révolution  en  con- 


Fig.  238. 


tact  avec  le  plan  par  une  surface  réduite  à  une  circouférenci*  {Jiff-  '238,  b). 
L'axe  de  la  surface  est  la  normale  Oz  au  plan  de  la  pièce,  la  méridienne 
un  point  de  la  circonférence.  On  a  actuellement 

GQ  =  Ç  =  /sinO,         PQ  -^  p  =r  /cosO. 

Il  faudra  donc  prendre 

/(0)  =  /sinO,         p  --  /cosO. 

3*  Remarque  de  Puiscux  {Journal  de  Liousrille,  l.  XIII  ).  On  peut, 
quelle  que  soit  la  forme  de  la  surface  de  révolution,  prendre  r^  assez 
^rand  pour  que  0  reste  aussi  voisin  qu'on  le  veut  de  sa  valeur  initiale  Oo. 
En  effet,  d'après  l'équation  (8),  il  faut  que,  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement, la  fonction 

4>(0)  =  [a— rt/(0)]sin20  — (  3  — ^rocos0)2 

soit  positive. 

Plaçons-nous  dans  les  conditions  initiales  suivantes  :  animons  le  corps 
d'une  rotation  r^  très  grande  autour  <le  son  axe  de  figure  G 3,  puis  po- 
sons-le sur  le  plan  sans  donner  de  >ilesse  au  centre  de  gravité.  Alors  />,  q, 

-  -,     J,  __>  sont  nuls  à  l'instant  initial  :  on  en  conclut,  d'après  les  expres- 
///    dt     dt 

•fions  dey?  et  gr  en  fonction  de  6'  et  0',  que  ^'  et  0'  sont  nuls  aussi  à  l'in- 
stant initial,  c'est-à-dire  pour  0  ~  Oq.  D'après  les  formules  (('»),  on  a  donc 

a  =  a/{,0o),         p  =  br^i  cosOo, 
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et  la  fonctioD  4>(6)  devient 

*{e)  =  (i[/ceo)— /{9)]  sin'B  —  6VÎ  (cosfl,  —  eose)', 

où  U  racine  Qi>  est  en  évidence.  Supposons  que  0  aille  d'abord  en  crois- 
■■ant,  il  ne  pourra  pas  aller  jusqu'à  t,  car  0  =  t;  rendrait  4>  (0)  négatif; 
ilonc  0  oscillera  entre  la  valeur  0,  et  une  valeur  O,  qui  est  ta  |>rcmière 
racine  de  *{9)  rencontriie  entre  %  cl  r.  Nous  voulons  montrer  que  l'on 
peut  prendre  r«  assex  grand  pour  que  Oj  soit  aussi  près  qu'on  le  veut  de  Og. 
Écrivant  que  6,  annule  *(0),  on  a 


Soit  D  le  maximum  de  la  distance  du  centre  de  gravité  du  corps  au  plan 
qu'il  touclie,  dans  toutes  les  positions  possibles, /(Oo)  — /(6|)  «l  moindre 
que  aD,  sin'Oi  est  moindre  que  i,  et  l'on  a 

Un  peut  donc  prendre  ro  assez  ^raud  pour  que  0,  et,  par  suite,  6  dif- 
fèrent de  Od  d'aussi  peu  qu'on  te  veut. 

•i"  Théorie  du  pietf  cquilihrisle  ou  gyrounpe  Gervat.  Les  calculs 
précédents  s'appliquent  au  mouvement  d'un  solide  de  révolution  assujetti 
il  des  liaisons  quelconques,  sans  frottement,  qui  s'expriment  analytiquc- 
lucnt  |>ar  une  équation  de  la  formel  =/(0).  où  ^  est  la  hauteur  <lu  centre 
de  {gravité  au-di-ssus  d'un  plan  fi\e  et  '1  l'angle  do  l'axe  de  révolution  avec 
la  verticale;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  dans  l'appareil  suitant  qui. 
au  premier  abord,  parait  assujelli  ii  des  liaisons  d'une  tout  autre  nature 
que  i-elles  que  nous  venons  d'étudier. 

l.e  pied  équilibriste  AUCDIi!  (yi>.  iî^je^t  formé  d'un  (il  métallique  de 


■  """(S  de  diamètre  environ.  Il  se  eoiiipo^o  à  peu  prés  cl'un  demi-cercle 
vertical  AUC  muni,  au  bas,  d'un  appemlice  IIDI':  qui  a  pour  but  de  le  faire 
reposer,  sur  le  plan  borizontal,  par  la  partie  DK  qui  est  reclilii-nc  cl  pcr- 
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pendiculaire  au  plan  du  cercle  ABC.  En  A  et  C,  le  fil  est  doublement  re- 
courbé de  façon  à  former  deux  coussinets  qui  reçoivent  les  extrémités  do 
Taxe  de  la  toupie  gyroscopique.  Dans  cette  position,  le  plan   moyen  du 
tore  de  la  toupie  passe  par  DE  :  le  centre  de  gravité  de  la  toupie  est  sur 
son  axe  dans  le  plan  mené  par  DE  perpendiculairement  à  l'axe  AG. 

Si  la  toupie  ne  tourne  pas,  l'équilibre  est  instable,  le  tout  bascule  au- 
tour de  DE.  Mais  si  la  toupie  tourne  sur  elle-même  avec  une  grande 
vitesse  (environ  cinquante  tours  par  seconde),  le  système  semble  être  en 
équilibre  stable  quand  le  plan  DBE  est  vertical.  De  là  le  nom  de  pied 
équilibriste  donné  par  l'inventeur  à  ce  jouet.  En  réalité,  le  pied  exécute 
autour  delà  position  apparente  d'équilibre  des  oscillations  manifestées  par 
un  son. 

La  masse  de  la  toupie  étant  très  grande  par  rapport  à  celle  de  la  mon- 
ture et  du  pied,  négligeons  complètement  ces  dernières  :  la  monture  et  le 
pied,  ayant  alors  une  masse  nulle,  ne  servent  qu'à  établir  entre  la  toupie 
et  le  plan  une  liaison  géométrique  qui  s'exprime  comme  il  suit.  Appelons 
î  la  distance  du  centre  de  gravité  G  de  la  toupie  au  plan  horizontal,  /  la 
longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  G  sur  DE;  quand 
l'appareil  s'incline  autour  de  DE,  l'axe  de  la  toupie  fait  avec  la  verticale 
ascendante  un  angle  0  et  l'on  a  Ç=  /sinO.  Cette  relation  étant  identique 
à  celle  qui  se  présente  dans  le  cas  d'une  pièce  de  monnaie  mobile  ï^ur  un 
plan  horizontal,  les  équations  du  mouvement  dans  le  cas  actuel  se  dédui- 
sent des  équations  générales  précédentes  en  supposant /(O)  — /sinO.  La 
remarque  de  Puiseux  s'applique  :  en  supposant  r^  suffisamment  grand,  0 
reste  aussi  voisin  qu'on  le  veut  de  0,,.  (Pour  les  détails  de  la  discussion, 
voir  un  article  de  M.  Carvallo,  Bulletin  de  la  Société  mathématique ^ 
l.  XXI;  1893.) 

416.  Remarque  de  Thomsoii.  —  Nous  venons  de  voir  que  si  le  corps 
est  animé  d'une  rotation  ra])ide  autour  de  son  axe,  puis  posé  sur  le  plan 
sans  vitesse  imprimée  au  centre  de  gravité,  le  mouvement  est  stable,  en 
ce  sens  que  l'angle  de  l'axe  <le  rotation  avec  la  verticale  est  sensiblement 
constant.  Il  est  très  remarquable  que,  si  l'on  impose  de  nouvelles  liaisons 
au  corps,  ces  liaisons,  au  lieu  de  renforcer  la  stabilité,  peuvent  la  faire 
disparaître 

Prenons,  par  exemple,  une  toupie  dont  la  surface  latérale  est  en  partie 
un  cylindre  de  révolution,  et  plaçons-la  entre  deux  plans  verticaux  fixes, 
II  et  ir,  parfaitement  polis,  parallèles  au  plan  JOÇ,  dételle  façon  que  l'axe 
G^  de  la  toupie  soit  assujetti  à  rester  dans  un  plan  ^wk^.  parallèle  au  plan 

çOÇ.  Dans  ces  conditions,  l'angle  ^  est  constant  et  égal  à  -;  «y—  o.  La 

mise  en  équation   est  la  même  que   précédemment,  à  condition  de   tenir 

compte  de  cette  condition  ^  =■  ->  de  faire  y(0)=  /cosO,  puisqu'il  s'agit 

d'une  toupie,  et  d'ajouter  aux  forces  extérieures   les   réactions  normales 
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(les  deux  plans  n  ei  Q',  réactions  qui  soni  horizontales  et  rencontrent 

l'axe  G:  du  corps. 

La  vitesse  initiale  dj  centre  de  gravité  G  étant  nulle,  la  projection  ho- 


Fig.  340. 


Le  théorème  des  forces 
[première  équation  (6)  où  f 


)n  suppose  la  toupie  a 
e  de   ligure  supposé  î 


■née   au  début  d'une 
mobile,  0'  doit  être 


To  autour  de 
pour  0  =  e».  On  a 


'i(,  j-c/'sin'O)  =n/(c< 


■•%-cosO). 


Comme  le  second  membre  doit  ùlrc  positif,  0  partant  do  %  ne  peut  que 
croître,  et  la  toupie  se  renveisc.  On  a  on  outre  'i'  =  /■„. 

La  même  remarque  s'ap|iliquo  au  pied  rr/iiclibrisfr  {  p,  ^70)  :  si  l'on 
empêche  la  base  Dlî  détourner,  en  lu  jjlaçani  dans  une  fente  du  parquet. 


417.  Corps  pesant  touchant,  par  une  surface  cylindrique,  un  plan  ho- 
rizontal poli.  —  l.e  corps  va  loucher  le  |jlan  horizontal  tout  le  long  d'une 
génératrire  l'I".  Prenons  les  mêmes  axes  fixes  05,  r,,  ;  et  les  mômes  axes 
mobiles  G.ri,^],  S|  que  dans  la  question  précédente;  puis  clioisissons 
jiour  axes  liés  au  corps  la  parallèle  Oar  aux.  génératrices  du  cylindre  menée 
par  le  centre  de  gravifo,  et  doux  axes  rectangulaires  G/ et  G:  dans  le 
plan  de  la  section  drotLe.  La  perpendiculaire  ^  =  GQ  abaissée  du  point  G 
sur  le  plan  lioriïonlal  fait  avec  Gi  l'angle  appelé  0  :  la  forme  de  lu  sec- 
tion droite  étant  donnée,  on  aura  encore  une  relation  géométrique  de  la 
forme  ;=/(0).  De  plus,  l'ave  Gx  étant  par.illcle  au  plan  horizontal 
est  dans  le   plan  J-|G_f-|,  ran^çle  d'Euler  ç  est   nul.   Les  expressions  de  p. 


(10) 


9  =  f  sinO, 
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On  voit  que  la  projection  horizontale  Q  du  centre  de  gravité  est  encore 
aaimée  d'un  mouvement  rectilignc  et  uniforme,  car  les  seules  forces  exté- 

Fig.  241. 


Heures,  poids  et  réactions  normales  du  plan,  sont  verticales.  Le  cas  gé- 
néral peut  se  ramener  au  cas  où  Q  est  immobile. 

Actuellement,  les  axes  Gj?,^,  z  n'étant  pas  principaux,  la  force  vive  du 
corps  dans  son  mouvement  autour  du  centre  de  gravité  est 

2T—  \p^  -v  Bq^    -  Gr2—  iD  qr     -  lErp  —  xF pq, 

et  les  projections  du  moment  résultant  Gti  des  quantités  de  mouvement 
relatives  sur  les  axes  Gx^y,  z  sont 

dT       dT       ^rr 
Op        i)q        Or 

Le  théorème  des  forces  vives  appliqué  au  mouvement  absolu  donne  donc, 
d*aprè5  le  th*^orème  de  Kœnig  et  les  valeurs  dey?,  </,  r, 


(lO 


\ 


[A~M/'*(0)|0'* 

-   fBsin«0    -  Ccos*0--2DsinOcosO)6'ï 

—  7.(EsinO-f-  Fco>0)0''y 


-2M^/(0)-/r 


D*autre  part,  la  somme  des  moments  des  forces,  par  rapport  à  l'axe 
G-Si,  est  nulle.  La  projection  sur  G-3i  du  moment  résultant  G^x  des  quan- 
tités de  mouvement  relatives  esl  donc  constante.  Ce  qui  donne 


ôp 


Oq 


Or 


Actuellement,  comme  ^  est  nul,  les  trois  cosinus  y»  v'»  Y*  ^^"^  Y  -' "' 
y'  =  sin  0,  y'  =  cosO.  On  a  <lonc 


sinO(B<7  -  ?p       Dr)  -i-cosO(C/-  Dy  —  Ep)  ^-  K 


ou,  enfin, 


(12)  (B5in»0-4-Ccos«0  -  2D  sinO  cosO) <{;' —  (F  sinO -t-  KcosO)0'  =  K, 
IL  iB 
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Ces  deux   équations  donnent  0  et  <^  en  fonction  de  t.  L'élimination  de 
6'  donne  une  équation  de  la  forme 


( 


S)* --<•>- 


rfe 


d'où  l'on  tire  -r-  en  fonction  de  0,  puis  t  en  fonction  de  6  par  une  quadra- 
ture. On  a  ensuite  ^  en  fonction  de  0  par  une  autre  quadrature.  L'angle  0 
ne  peut  prendre  que  des  valeurs  rendant  positive  la  quantité  V(6).  Nous 
laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  cette  discussion  et  de  chercher,  comme 
précédemment,  le  lieu  du  point  P  projection  du  centre  de  gravité  sur  la 
génératrice  de  contact. 

Si  le  corps  est  un  prisme  reposant  par  une  arête  PP'  sur  le  plan,  on 
pourra  prendre  le  plan  GPP'  pour  plan  des  xz  :  alors  GQ  =  Ç  =  /cos6, 
/  désignant  GP. 

Reniargue.  —  Le  corps  étant  abandonné  à  lui-même  sans  vitesse,  cher- 
chons s'il  peut  arriver  que  la  génératrice  de  contact  PP'  se  déplace  paral- 
lèlement à  elle-même.  (Agrégation,  i8g3.)  Dans  cette  hypothèse,  les  va- 
leurs initiales  de  0'  et  <{/'  sont  nulles,  et  il  faut  voir  si  ^'  peut  rester  nul 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  On  a  donc  K  =  o;  comme  6'  n'est 
pas  nul,  l'équation  (12)  montre  que,  pour  que  ^'  reste  constamment  nul, 
il  faut  et  il  suffit  que  E  =  o,  F  =  o  :  cela  veut  dire  que  le  plan  de  la  section 
droite  j^Gz  mené  par  G  est  un  plan  principal  d'inertie  relatif  au  point  G. 

418.  Mouvement  avec  frottement  d'une  sphère  homogène  pesante 
sur  un  plan  horizontal  (bille  de  billard).  —  Prenons  dans  le  plan  hori- 
zontal, sur  lequel  se  meut  la  sphère,  deux  axes  fixes  OJ,  Ot)]  nous  pren- 

Fig.    7^\J!. 


(Irons  pour  a\c  des  Ç  une  verticale  dirigée  vers  le  haut.  La  bille  est  sou- 
mise à  deux  forces  :  son  poids  M^  appliqué  en  son  centre  G  et  la  réaction 
du  plan  appliquée  au  point  de  contact  A;  cette  dernière  force  a  une  com- 
posante verticale  N  et  une  composante  horizontale  F,  dont  les  projections 
sur  les  axes  OJ  et  Or,  sont  X  et  Y. 
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Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  sont  ainsi 
Z^  étant  constant,  la  dernière  donne 

N  =  M^; 

la  composante  normale  de  la  réaction  est  donc  toujours  é<^a1e  au  poids  de 
la  bille.  Les  lois  du  frottement  de  glissement  montrent  alors  que  la  com- 
posante tangèntielle  F  a  une  intensité  constante 

F=/M^. 

Pour  un  observateur  entraîné  par  le  centre  de  gravité,  la  sphère  semble 
tourner  autour  de  ce  point;  soit  o)  la  vitesse  instantanée  à  Tépoque  /, 
nous  désignerons  par  y?,  q^  r  ses  composantes  suivant  trois  axes  Gx^y^  z 
parallèles  aux  axes  fixes  menés  par  le  rentre  de  la  sphère.  Nous  appli- 
querons dans  ce  mouvement  relatif  le  théorème  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  par  rapport  aux  axes  z^  x  et  y.  La  vitesse  relative  d'un 
point  quelconque  mi^x^y^  z)  ayant  pour  projections 

\j^=zqz  —  ry,         \y=r.  rx—pz,         \.=py  —  qx, 

le  moment  de  la'  quantité  de  mouvement  de  ce  point,  par  rapport  k  Gs, 
a  pour  expression 

m{x\y — y^x)  =  rm(.r^  -^y^)  —  pnixz  —  qmyz. 

Faisons  la  somme  de  toutes  les  quantités  analogues   pour  les  divers 
points  de  la  sphère,  nous  aurons 

Sm(a:V^.— ^Vx)  =  MKV, 

puisque  les  sommes  "Lnixz^  ^myz  sont  nulles  et  que  I,m(x^  "+-^')  est  le 
moment  d'inertie  MK'  de  la  sphère  par  rapport  à  un  diamètre.  Les  forces 
appliquées  à  la  bille  rencontrent  toutes  deux  0^,  par  conséquent  on  a 
réquation 

^-(MKV)  =  o 

qui  montre  que  la  composante  verticale  de  la  rotation  reste  constante. 
Par  un  calcul  semblable,  nous  aurons,  pour  les  axes  G.r  et  G^, 

(a)  MK»  ^f  r-   KY,  MK«  "^  =  -  U\, 

^    '  at  ai 
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OÙ  les  seconds  membres  sont  les  moments  de  F  par  rapport  aux  axe: 
et  Gy. 

Appliquons  maintenant  la  deuxième  loi  du  frottement,  savoir  que  ! 
en  sens  inverse  de  la  vitesse  du  point  de  la  sphère  qui  est  en  A.  La  vi 
absolue    de    ce    point  est   la    résultante    de    sa    vitesse    d*entraine 

{ -r  y  -^p- f  -T  )  et  de  sa  vitesse  relative  V^  =  —  ^R,  ^r—  -^P^y  ^2 

si  donc  nous  désignons  par  u  et  p  les  projections  de  la  vitesse  chei 
sur  0$  et  Ott),  nous  aurons 

il  nous  faut  exprimer  que  X  et  Y  sont  proportionnels  à  u  et  v^ 

u  _  X 
ç  ~  Y' 

Nous  allons  en  déduire  que  la  vitesse  (uv)  du  point  qui  est  en  A  î 
direction  fixe.  Nous  avons,  en  efTct,  en  différcntiant  les  dernières  < 
lions 

du  _^  d^^        r^  dq  dv  _  d^T]  dp 

ITt  "'dûi  ~      ~dt  '         di  ~  Ht^  '^      dt  ' 

,  .  .  ,  d*^     d^Ti     dp     dq  .  , 

dans  ces  équations,  remplaçons  --r-r  1  -7-,  >  -r-'  —r-  V^^  leurs  valeur! 
^  ^     ^         dt'      dt'     dt      dt  * 

duites  de  (i)ct  (2)  nous  aurons 

(ht  _  X        ^2  1'^  _  1  _^    '^1_  Y 

^^  dt'    M  ~^  ÂIRi     '  iii    ~  M        ÂIK^     ' 

d'où  nous  tirons,  par  division, 

du        X 


et,  par  conséquent, 


ou,  en  intégrant. 


d^ 

Y 

du 
dv 

u 

—  y 

u 

consl 

La  force  de  frottement  est  ainsi  constante  on  grandeur  et  dircctio 
mouvement  du  point  G  se  faisant  sous  Taclion  de  cette  seule  force,  1; 
jecloire  de  ce  point  est  une  parabole. 

Les  composantes  X,  Y  de  la  force  de  frottement  étant  constante 
projections  a,  v  de  la  vitesse  du  point  qui  est  en  A  sont,  d'après  les 
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lions  (3),  des  fonctions  linéaires  du  temps.  Ces  quantités  w,  ç  décroissent 
eo  valeurs  absolues.  Si  nous  supposons,  par  exemple,  u  positif,  X  est  né- 
gatif d'après  les  lois  du  frottement;  il  en  est  de  même  de  -j-,  et  la  com- 

/>osante  u  décroît  :  elle  arrivera  nécessairement  à  zéro  au  bout  d'un  temps 

fini  T,  puisqu'elle  dépend  linéairement  du   temps;  si  u  était  négatif,  X 

serait  positif  et  ce  serait  en  croissant  que    u  s'approcherait    de  zéro. 

'*Misc|ue  le   rapport-  est  constant,    les  deux  composantes  de  la  vitesse 

San  Emulent  au  même  instant.  A  partir  de  ce  moment  T  il  n'y  a  plus  de  glis- 

^^'ïï^nl,  et  le  roulement,  accompagné  de  pivotement,  qui  se  produit  alors, 

*-*^^    stable;  car  si  en  dérangeant  la  bille  on  produisait  un  petit  glissement, 

^'  ^^^m^ès  ce  qui  précède,  le  glissement  disparaîtrait  dans   un  temps  très 

-«'^  partir  de  l'instant  T  le  mouvement  est  donc  un  roulement  avec  pivo- 
|^*^**^<int.  La  réaction  tangenticlle  du  plan  est  alors  une  force  F,  de  direction 
"^^^^^^mnue,  assujettie  à  la  condition  F  </N.  Nous  allons  voir  que,  si  l'on 
"^S"^  ige  le  frottement  de  roulement  et  pivotement,  le  mouvement  du 
^^*^  ^re  de  gravité  devient,  à  partir  de  l'instant  T,  rectiligne  et  uni- 
J^^^^^^\e  et  F  devient  nu/.  En  effet,  si  nous  continuons  à  appeler  X  et  Y  les 
*  ^**^-^j  «étions  de  F  dans  cette  deuxième  phase,  les  équations  (i)  et  (2)  sub- 

^^^nt  sous  la  même  forme.  Si  entre  ces  équations  nous  éliminons  X  et  Y, 

^^^^s  aurons 


dt^  "^  R   'di  ~  ^'  dii~  lî"  dt 


=  o. 


omme,  dans  cette  nouvelle  phase,  il  y  a  roulement  et  pivotement,  les 
*^  ^  ntités  a  et  i'  sont  nulles  et  l'on  a 

irant  de  là  />  et  ^  pour  les  porter  dans  ( 4  ),  on  trouve 


d^\  _  d^ 

dt^  ""  ^'  dt^ 


=  o. 


IjC  mouvement  de  G  est  donc  rectiligne  et  uniforme,  et  les  équations  (1) 
**^Ontrent  que  X  et  Y  et,  par  suite,  F  sont  nuls. 

Suivant  une  remarque  de  Coriolis,  les  équations  (4)  étant  obtenues  par 

élimination  de  X  et  Y  ont  lieu  quelle  que  soit  la  réaction  tangenticlle  du 

l^tan  :  elles  s'appliquent  donc  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  aussi 

^îcD  à  la  première  qu'à  la  deuxième  phase.  Or  ces  équations  s'intègrent 

*^médiatement  et  donnent 

iK^  rf?        K«  dr,        K«  , 
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Pour  interpréter  ces  formules,  prenons  un  point  H  situé  au-dessus  du 
centre  à  une  distance  GH  =  — -  =  -  R,  ses  coordonnées  relatives  à  Ga?,^,  z 

seront  o,  o,  -^  ;  il  en  résulte  que  les  premiers  membres  des  équations 

précédentes  sont  les  projections  sur  O^  et  Ot)  de  la  vitesse  absolue  du 
point  de  la  bille  qui  à  l'instant  considéré  est  en  H;  on  voit  que  la  vitesse 
de  ce  point  est  constante  en  grandeur  et  en  direction  :  elle  peut  être  con- 
sidérée comme  donnée  par  Télat  initial  du  mouvement  et  est  indépendante 
de  toute  hypothèse  sur  la  loi  de  la  force  tangentielle  F.  En  particulier, 
dans  le  mouvement  final  (deuxième  phase),  u^tv  sont  nuls  et  Ton  a 

en  portant  ces  valeurs  de /?  et  gr  dans  les  équations  (5),  il  vient 

/         V^\d\  ,        /         K^\dri 

et, comme  ît^  =  ?>  ^^s  composantes  de  la  vitesse  finale  du  centre  de  gra- 
vité sont 

d\       5  dr^        ^  , 

—  -  —   -  n.  — -   —   —h' 

dt~  -'''         dt        7     ' 

ces  composantes  sont  ainsi  connues  en  fonction  des  conditions  initiales 
qui,  d'après  (5),  servent  à  calculer  a  et  b. 

Par  exemple,    il   peut   arriver  que,  dans  les   équations  (5),   les  valeurs 

initiales  de  -^  >  -,  •  soient  positives,  mais  que  les  valeurs  initiales  de />  et  <7 

soient  choisies  de  toile  façon  (juc  a  et  ^  soient  négatifs.  Alors,  au  début, 
le  centre  de  gravité,  supposé  situé  dans  l'angle  positif  jOr^,  s'éloigne  du 

point  0;  mais  dans  la  phase  finale  -^  >  -y'  sont  négatifs  et  la  bille  revient 

enroulant  et  pivotant  de  façon  à  se  rapprocher  de  O. 


EXERCICES. 

1.  Dans  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution  assujetti  à  glisser 
sans  frottement  sur  un  plan  iiorizontal,  l'axe  de  révolution  peut-il  passer  par  la 
verticale?  Quelles  doivent  être  les  conditions  initiales  pour  qu'il  en  soit  ainsi? 

2.  i"  Une  plaque  pesante  ABC  dont  le  périmètre  contient  un  segment  recti- 
ligne  AU  s'appuie  par  ce  côté  AB  sur  un  plan  fixe  qui  est  horizontal  et  sur 
lequel  AB  glisse  sans  frottement. 

Cette  plaque,  qui  est  immobile  à  l'origine  du  temps,  est  abandonnée  à  l'action 
de  la  pesanteur. 
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On  demande  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que,  pendant  le  mou- 
vement, le  côté  rectiligne  AB  se  déplace  parallèlement  à  sa  position  initiale. 

a*  La  condition  demandée  est,  en  particulier,  satisfaite  pour  une  plaque  homo- 
gène dont  le  périmètre  est  une  demi-circonférence  de  cercle. 

On  considère  une  plaque  homogène,  demi-circulaire,  dont  le  rayon  est  égal  à 
i~;  on  suppose,  en  outre,  qu'à  Torigine  du  temps  la  plaque  est  immobile  et  fait 
aTCC  le  plan  horizontal  un  angle  de  So". 

On  demande  de  trouver,  dans  ces  hypothèses  particulières,  une  limite  supé- 
rieure et  une  limite  inférieure  du  temps  qui  s'écoule  depuis  l'origine  jusqu'à 
rînstant  où  la  plaque  semi-circulaire  vient  coïncider  avec  le  plan  horizontal. 

{Agrégation,  1893). 

3.  Équations  du  mouvement  d'un^corps  pesant  sur  un  plan  horizontal  par- 
yctiieFnent  poli,  —  On  suppose  le  corps  terminé  par  une  surface  convexe  quel- 
conque S,  définie  comme  il  suit.  Soient  Gxyz  les  axes  principaux  d'inertie  re- 
latifs au  centre  de  gravité  :  menons  un  plan  tangent?  à  la  surface  S  et  appelons 
y,  y',  y"  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  normale  G^,  au  plan  P  avec  les 
axes  Gxyz)  la  distance  ^  du  plan  tangent  P  au  point  G  est  une  fonction  connue 
^^  T»  y'»  T*»  c^  'es  coordonnées  a:,  y,  z  du  point  de  contact  sont  également  des 
fonctions  connues  de  y,  y',  y"  :  par  exemple,  si  S  est  un  ellipsoïde  ayant  des 
axes  a,  6,  c  dirigés  suivant  Gxyz,  on  a  pour  ^  la  valeur  y/a^y^-f-  6* y'» H-  c'y"». 

Supposons  alors  le  corps  placé  sur  un  plan  horizontal  iixe  P  et  prenons  les 
mêmes  axes  fixes  G\r^^  que  dans  le  cas  où  la  surface  S  est  de  révolution  (n**  414). 

Appelons  0,  9,  ^  les  angles  d'Euler  du  trièdre  Gxyz  avec  le  trièdre  Gx^y^z^ 
parallèle  aux  axes  fixes.  Le  corps  étant  langent  au  plan  horizontal,  la  verti- 
cale Gz,  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  et  le  s  du  centre  de  gravité  est  une 
fonction  connue  des  cosinus  y,  y',  y"  qui  ont  pour  valeurs  sinO  sin»,  sinO  coscp, 
cos6.  On  a  donc 

^  =  /(0,?); 

de  plus  les  coordonnées  j?,  y,  z  du  point  de  contact  par  rapport  aux  axes  Gxyz 
sont  aussi  des  fonctions  connues  de  0  et  9. 

D'après  cela  la  position  du  corps  dépend  de  cinq  paramètres  ^,  -n,  0,  9,  ^. 

Les  seules  forces  extérieures  étant  le  poids  et  la  réaction  normale  U  dirigée 
parallèlement  à  Gz^,  on  a  d'abord  (mouvement  de  G) 


^.d*\ 

M   —r  -    =:  0, 

M  ^\^  =z  H       Ml". 

M     ,  ^    r 

-  0, 

dt* 

7 

dt^ 

dl'                     ^ 

On  appliquera  ensuite  les  équations  d'Kulcr  au  mouvement  relatif  autour  de  G. 
Les  seconds  membres  L,  M,  N  de  ces  équations  sont  les  moments  de  la  réaction  H 
par  rapport  aux  axes  Gx,  Gy^  Gz.  Or  H  a  pour  projections  sur  ces  axes  Uy, 
Ry',  Ry'  et  est  appliqué  au  point  de  conlact  de  coordonnées  x,  v,  z. 

Donc  L,  M,  N  ont  pour  valeurs  R(^y''  —  z^),  H(5y  —  xy"),  H  (-cy'— vy),  où 
les  trois  parenthèses  qui  multiplient  U  sont  des  fonctions  connues  de  0  et  9.  On 
a  ainsi  six  équations  pour  définir  ^,  r,,  0,  9,  ^  et  H  en  fonction  du  temps.  La 
projection  horizontale  de  G  est  animée  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme. 
On  a,  en  outre,  deux  intégrales  premières  fournies  par  les  théorèmes  généraux  : 
!•  forces  vives 

M  ;''-4-  A/;'H-  B7M-  €/•»  =  —  2Mg%  -X-  h. 
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Dans  le  mouvement  autour  de  G  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement par  rapport  à  Gz,  est  constante 

A/?  sin6  sinç  -h  Bq  sinô  cosç  -^  Crcosô  —  k. 

4.  Comment  faut-il  modifier  les  formules  de  rexercice  précédent  quand  le 
corps  pesant  est  limité  par  une  portion  de  surface  développable  et  touche  alors 
le  pian  horizontal  tout  le  long  d'une  génératrice  de  cette  surface? 

5.  Mouvement  d'un  cône  droit  de  révolution  homogène  et  pesant  glissant  sans 
frottement  sur  un  plan  horizontal. 

Le  cône  va  toucher  le  plan  suivant  une  génératrice  :  le  centre  de  gravité  étant 
sur  Taxe  du  cône  on  pourra  prendre  cet  axe  pour  axe  Gz.  La  Géométrie  montre 
que  ^  et  0  sont  constants  :  d'ailleurs  A  =  B.  Les  réactions  du  plan  rencontrant 
toutes  l'axe  du  cône  G 5,  on  a  /•  =  r^;  les  théorèmes  des  forces  vives  et  des  mo- 
ments montrent  alors  que  9'  et  ^'  sont  constants.  Les  angles  9  et  ^  varient  donc 
proportionnellement  à  t. 

6.  Trouver  le  mouvement  du  cône  de  l'exercice  précédent  en  supposant  qu'on 
ait  fixé  sur  la  base  du  cône  deux  points  matériels  égaux  diamétralement  op- 
posés. 

Alors  A  et  n  ne  sont  plus  égaux.  On  obtient  quatre  intégrales  premières  en 
appliquant  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité  G,  le  théorème  des 
forces  vives  et  celui  des  moments  par  rapport  à  G 5,. 

7.  Une  sphère  creuse,  pesante  et  homogène,  glisse  sans  frottement  sur  un  plan 
horizontal.  Un  point  M  pesant  glisse  sans  frottement  à  l'intérieur  de  la  sphère. 
Mouvement  du  svslème. 

Jiéponsc.  —  Le  mouvement  du  syslcmo  dépend  de  7  paramètres  :  2  pour  fixer 
la  position  du  centre  de  la  sphère;  3  pour  fixer  la  position  de  la  sphère  autour 
de  son  centre,  et  2  pour  fixer  la  position  du  point  mobile  sur  la  sphère. 

Hemarqu()ns  d'abord  que  le  mouvement  de  la  sphère  autour  de  son  centre  C 
(qui  est  son  centre  de  gravite)  est  immédiatement  connu.  Les  forces  qui  sollici- 
tent la  sphère,  considérée  comme  un  système  isolé,  sont,  en  effet,  son  poids,  la 
réaction  du  plan  et  la  réaction  du  point  mobile,  toutes  passant  par  le  centre  C. 
D'après  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  généralisé,  le 
moment  total  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  au  point  C  est  donc  con- 
stant, et  le  mouvement  de  la  sphère  autour  de  son  centre  est  une  rotation  uni- 
forme autour  d'un  axe  passant  par  C  et  fixe  dans  la  sphère  et  l'espace. 

Dés  lors  il  suffira  de  quatre  intégrales  pour  achever  de  déterminer  le  mouve- 
ment. Deux  intégrales  sont  données  par  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  qui  montre  que  la  projection  horizontale  du  centre  de  gravite  du  système 
est  animée  d'une  translation  rectiligne  et  uniforme. 

Happortons  alors  le  système  ù  trois  axes  de  directions  fixes  ayant  pour  origine 
la  projection  g  du  centre  de  gravité  G  sur  le  plan  horizontal  qui  contient  le  centre 
de  la  sphère,  soit  {.g^^y  gy^  g^^)i  g'^,  étant  vertical.  Pour  étudier  le  mouvement 
par  rapport  à  ces  nouveaux  axes,  il  n'y  aura  pas  à  changer  les  forces  extérieures 
appliquées  au  système,  parce  que  le  nouveau  trièdre  est  animé  par  rapport  à 
l'ancien  d'un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme. 

Soient  ni'  la  masse  de  la  sphère,  m  celle  du  point.  On  a,  en  désignant  par  K 
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le  rayon  de  la  sphère, 

CG  =  X  =  —7^—  R,  MG  =  [X  =      !^'      R. 

ni  -r  m  m  -+-  m 

La  position  des  deux  points  M  et  G  est  définie  par  l'angle  0  de  la  projection 
horizontale  de  CG  avec  gx^  et  l'angle  9  de  CG  avec  gz^.  Le  mouvement  du  point  C 
est  le  même  que  si  ce  point  était  un  point  niaiériei  de  masse  m'  auquel  seraient 
appliquées  toutes  les  forces  extérieures  appliquées  à  la  sphère  (pesanteur,  réac- 
tion normale  du  plan  horizontal,  réaction  du  point  M  sur  la  sph(>rc  dirigée  selon 
MC).  Si  Ton  applique  au  système  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  à  gz^  et  le  théorème  des  forces  vives,  on  obtient  deux 
intégrales  premières  qui  définissent  6  et  cp  en  fonction  de  t 

sin'9Ô'=  const., 

(m' V-+-  m[x*)  sin'96''-T-  [(  m'V-i-  m[x')  cos'ç  ^^-  m  R»  sin'cp]^'» 
=  —  2  mg  R  cos  9  --  const. 

Si  Ton  élimine  0'  entre  ces  deux  équations,  on  a  /  en  9  par  une  quadrature. 

[Painlevé,  Leçons  sur  l'intégration 
des  équations  de  la  Mécanique  (Hermann).] 

8.  Mouvement  d'une  sphère  pesante  et  homogène  glissant  sans  frottement 
sur  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  O  z. 

Réponse,  —  Les  forces  extérieures  appliquées  à  la  sphère  sont  la  pesanteur  et 
la  réaction  de  l'ellipsoïde  (normale  à  la  surface)  :  ces  forces  passant  par  le 
centre  C  de  la  sphère,  le  mouvement  de  la  sphère  autour  de  ce  point  est  un 
mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  fixe  dans  l'espace  et  dans  la 
sphère. 

Quant  au  mouvement  du  centre  de  gravité  C,  c^csl  celui  d'un  point  pesant 
mobile  sur  une  surface  de  révolution  parallèle  à  l'ellipsoVdc  donné  (n*^  276).  Le 
théorème  des  forces  vives  et  le  théorème  des  moments  appliqué  à  Oz  donnent 
deax  intégrales  premières  qui  déterminent  le  mouvement. 

(Painlevé,  ibid.^  p.  3i.) 

9.  Un  corps  solide  pesant  et  homogène  admet  un  axe  de  symétrie.  Cet  axe  a 
un  point  fixe  O,  et  il  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  un  cercle  fixe 
horizontal  dont  le  centre  est  sur  la  verticale  de  O.  Mouvement  du  système. 

L'axe  de  symétrie  O^  est  un  axe  principal  d'inertie  relativement  au  point  O. 

Soient  Ox  et  Oy  les  deux  autres  axes  principaux  d'inertie  relatifs  à  O,  O5, 
la  Terticale  du  point  O,  Oj?,  et  Oy^  deux  horizontales  rectangulaires  fixes,  01  la 
trace  du  plan  yOx  sur  le  plan  y^Ox^. 

L'angle  z^Oz  est  constant  par  suite  des  liaisons.  La  position  du  solide  dépend 
donc  de  deux  paramètres 

j7,  OI  =  ^j/        et        lOa:  =  9. 

Le  centre  de  gravité  G  du  solide  est  sur  Oz\  son  z,  est  constant,  et,  par  suite, 
le  travail  de  la  pesanteur  est  nul. 

Le  théorème  des  forces  vives  et  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
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mouvement  appliqué  à  Oc,,  que  la  réaction  de  O  rencontre  et  à  laquelle  la  pe- 
santeur est  parallclei  donnent  deux  intégrales  premières  du  mouvement 

A/>'-f-Bçr«-+-Cr«=  A, 

Apsin9,  sincp  •+■  Bq  sinô^  cosç  -4-  Crcos6^=  K. 

D'ailleurs  on  a 

/?  —  <{;' si  nô<,  SI  no,        ^  =  tj;' sinO^,  cosîp,        r  —  <J/' cosôj,-h  ç'. 

Remplaçant  et  éliminant  ^',  on  a  ^  en  9  par  une  quadrature. 

(Painlevé,  ibid.,  p.  Sa.) 

10.  Un  solide  de  révolution  pesant  et  homogène  est  traversé  suivant  son  axe 
par  une  aiguille  qui  lui  est  invariablement  liée  et  dont  les  extrémités  glissent 
sans  frottement  sur  deux  règles  L  et  L'  non  parallèles.  Mouvement  de  ce  corps. 

Réponse.  —  La  position  du  système  dépend  de  deux  paramètres  :  un  pour  dé- 
terminer la  position  de  Taiguillc  de  longueur  constante  AB,  et  un  pour  fixer 
l'orientation  du  solide  autour  de  cette  droite. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  une  intégrale  première  du  mouvement. 

D'autre  pari,  les  forces  extérieures,  à  savoir  la  pesanteur  et  les  réactions  des 
règles,  ont  un  moment  nul  par  rapport  à  Taxe  de  révolution  AB;  si  donc  on 
étudie  le  mouvement  du  solide  autour  de  son  centre  de  gravité  G,  point  pour 
lequel  AB  est  axe  principal  d'inertie,  l'une  des  équations  d'Euler  montre  que  la 
composante  r  suivant  AB  de  la  rotation  instantanée  du  solide  dans  ce  mouve- 
ment est  constante.  D'où  encore  une  intégrale  première  du  mouvement. 

Ainsi  le  mouvement  dépend  de  deux  paramètres,  et  l'on  en  a  deux  intégrales 
premières. 

Four  faire  le  calcul,  on  prendra  pour  axe  des  z  la  perpendiculaire  commune 
aux  deux  droites  L  et  L' ;  pour  origine  le  milieu  de  leur  plus  courte  distance; 
pour  plan  dos  xy  un  plan  perpendiculaire  ù  O-c;  pour  axes  deb  x  et  dos  y  les 
bissectrices  des  projections  de  L  et  L'  sur  ce  plan. 

En  apfielarit  0  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  projection  de  l'aiguille  sur  le  plan 
des  xy,  et  ^  l'angle  que  fait  un  plan  passant  par  Taiguilic  el  lie  au  s<^»li<le  avec 
le  plan  projetant  l'aiguille  sur  le  plan  des  xy^  on  arrive  à  des  expressions  de  la 
forme 


r    /a  cos .1» 0  -4-  />  si n  .> b  -^  C    ,« 

'     J  V"'  TTôJsb^lî/'sinb-r-G"       ' 

<{/  H-  0  COS  a  =  X  ^  -i-  |i, 

X  et  IL  étant  des  constantes,  et  a  désignant  l'angle  constant  de  l'aiguille  avec  Oi;. 
Ce  qui  précède  s'ap[)li(ine  au  cas  où  les  droites  L  et  L'  se  renconlrenl.   Il  faut 
examiner  à  part  le  cas  particulier  où  les  deux  droites  sont  parallèles. 

[Painlevk,  Leçons  sur  rintégration 
des  équations  de  la  Mécanique  (Hermann),  p.  30;  iSy5.] 

11.  Un    corps    solide  pesant   a  deux   de  ses  points  A  et  B  qui  glissent   sans 
frottement  sur  deux  droites  fixes  parallèles  L  et  L'.  Mouvement  du  système. 
Le  centre  de  gravité  G  du  solide  n'est  plus  en  général  sur  la  droite  AB.  Soit  P 
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*«pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  G  sur  AB.  Le  point  P  décrit  une  droite 
P^i^Ilèle  à  L,  L'  et  que  nous  prenons  pour  axe  des  z.  L'axe  Ox  est  une  perpen- 
diculaire à  L  et  L'  menée  dans  le  plan  de  ces  droites. 

Les  deux  paramètres  par  lesquels  on  peut  définir  la  position  du  système  sont  Ç, 

'C z  de  G,  et  ^  l'angle  du  demi-plan  ABG  avec  le  demi-plan  AB2,  compté  posi- 

''Vement  de  gauche  à  droite  autour  de  la  direction  AB. 

Le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité  appliqué  kOz  nous  donne  une 

première  intégrale  du  mouvement  :  en  effet,  les  réactions  en  A  et  B  étant  nor- 

nniics  à  L  et  à  L',  on  a 

M  ^  =  M  r 

^'ï    désignant  par  a,  p,  y  les  composantes  suivant  Oa:,  Oy,  O 5  de  la  pesanteur 
f"*    s*oxerce  sur  l'unité  de  masse);  donc 

^      ^^     théorème  des  forces  vives  nous  fournit  une  autre  intégrale  où  figurent  <J/, 
'    ^     «t  Ç'.  Si  l'on  y  remplace  ^  et  Ç  en  fonction  de  /,  on  trouve  que  t  s'élimine 
^^^«  ^  dépend  de  t  par  une  quadrature. 
^-^  ï^    trouve 


<j;'»  [  A  -4-  cos'  <{^  ]  —  B  cos  <];-hCsin<{/-J-A, 
*^  ^^signant  par  A,  B,  C  des  constantes  (Painlevé,  ibid.,  p.  38). 

*^.    Les  extrémités  A  et  A'  d'une  barre  homogène  pesante  de  longueur  2/   et 

**^  Osasse  M  sont  assujetties  à  glisser  sans  frotlemeni  sur  deux  plans  horizontaux 

*^*es  ayant  pour  équations  z=±a  :  cha(iue  point  de  cette  barre  est  attiré  par 

*  origine  O  proportionnellement  à  sa  masse  et  à  sa  distance.  Trouver  le  mouve- 

Oient  de  la  barre  et  les  réactions  des  plans. 

On  appellera  ^  et  tj  les  coordonnées  du  centre  de  graviié  G  de  la  barre  dans  le 
plan  xOy,  6  l'angle  constant  que  fait  la  barre  avec  la  verticale.  9  l'angle  que 
fait  la  projection  de  la  barre  sur  le  plan  jrOy  avec  l'axe  Oxet  {x  l'attraction  du 

point  O  sur  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  distance. 

do 
Chercher  la  surface  décrite  par  la   barre  quand  la  valeur  initiale  de  -7^  est 

*  dt 

égale  à  {i  (Dans  certains  cas  particuliers  cette  surface  est  un  hyperboloïde). 

(  Licence.  ) 

13.  On  considère  un  corps  solide  S  pesant,  ayant  la  forme  d'un  rAne  droit  dont 
le  rayon  de  base  est  B.  Le  centre  de  gravité  de  ce  corps  est  situé  en  un  point  O 
de  l'axe  de  révolution  du  cAne,  à  une  distance  H  de  sa  base.  L'ellipsoY<lc  d'inertie 
du  corps  S  relatif  au  centre  de  gravité  O  est  une  sphère. 

Le  cône  S  est  mobile  autour  de  son  centre  de  gravité  O,  sup[iosé  fixe,  et  la 
circonférence  de  sa  base  est  tangente  à  un  plan  horizontal  fixe  II  situé  au- 
dessons  du  point  O  à  une  distance  B  de  ce  point. 

Étudier  le  mouvement  du  corps  S  en  supposant  que  la  circonférence  de  base 
du  c6ne  glisse  avec  frottement  sur  le  plan  IL 

Calculer  la  réaction  du  plan  II  et  celle  du  point  fixe  O. 
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Conditions  initiales.  —-  Soient  00'  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur 
le  plan  II  et  OC  la  position  initiale  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O 
sur  la  base  du  cône  : 

A  l'époque  £  =  o,  Taxe  instantané  de  rotation  est  situé  dans  l'angle  CGC,  et  le 
sens  de  la  rotation  initiale  est  choisi  de  telle  sorte  que  le  corps  S  appuie  sur  le 
plan  II.  {Agrégation,  iSgS.) 

14.  Dans  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution  autour  d'un  point  de 
son  axe,  la  variation  de  <{/,  correspondant  à  une  périodQ  d'oscillation  de  6,  est  de 
même  signe  que  la  variation  élémentaire  de  <{/  au  moment  où  0  atteint  son  maxi- 
mum. (Halphen;  voir  Hadamard,  Bulletin  de  M.  DarbouXy  i8g5.) 
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CHAPITRE  XXII. 


MOUVEMENT   RELATIF. 


I.  -  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX. 

419.  Équations  du  mouvement  relatif  d'un  point.  —  Les  équa- 
tions de  Lagrange  permettent,  comme  on  l'a  vu,  de  trouver  le 
mouvement  relatif  d'un  point  par  rapport  à  un  système  animé 
d'un  mouvement  connu  (n"*  258,  263,  278)  et  nous  verrons  plus 
loin  que  ces  mêmes  équations  s'appliquent  au  mouvement  relatif 
des  systèmes.  Une  théorie  particulière  du  mouvement  relatif  n'est 
donc  pas  indispensable^  néanmoins,  à  cause  de  l'importance  de  la 
question,  nous  la  traiterons  directement. 

Le  problème  se  pose  comme  il  suit  :  soit  un  système  de  forme 
invariable,  S,  animé  d'un  mouvement  connu  et  un  point  matériel  m 
sollicité  par  certaines  forces,  trouver  le  mouvement  relatif  de  ce 
point  par  rapport  au  système  S  qu'on  appelle  système  de  compa- 
raison. Pour  définir  le  mouvement  du  système  de  comparaison  S, 
il  suffit,  comme  nous  l'avons  fait  en  Cinématique  (n°  4-3)  de  dé- 
6nir  le  mouvement  de  trois  axes  Oxyz  invariablement  liés  à  ce 
système.  Le  point  m  possède,  à  chaque  instant,  une  vitesse  ab- 
solue \a  une  vitesse  relative  Vr  par  rapport  au  système  de  com- 
paraison et  une  vitesse  d'entraînement  V<.;  entre  ces  trois  vecteurs 
a  lieu  la  relation  géométrique 

(Va)  =  (\V) -+-(¥,). 

Pour  les  accélérations  on  a  une  formule  analogue  avec  un  terme 
de  plus  :  soient  J^  Taccélération  absolue,  J^  l'accélération  rela- 
tive, ie  l'accélération  d'entraînement  et  J'  un  certain  vecteur 
appelé  accélération  complémentaire,  on  a  l'égalité  géométrique 
(n-  57) 

(I)  (Ja)  =  (Jr)4-(Je)-H(J'). 
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Ces  résultats  étant  rappelés,  venons  au  problème  qui  nous 
occupe  actuellement.  La  résultante  F  des  forces  agissant  sur  le 
point  m  est  égale  à  Taccélération  absolue  J^  du  point  multiplié 
par  la  masse  m.  On  a  donc  diaprés  (i)  la  nouvelle  égalité  géomé- 
trique 

(a)  (F)  =  (/nJr)  -+-(mJe)-+-(mJ'), 

d'où 

(3)  (mJr)  =  (F)-(mJe)  — (mJ^. 

Cette  égalité  géométrique  se  traduit  algébriquement  par  trois 
équations  obtenues  en  projetant  les  vecteurs  considérés  sur  les 
axes  mobiles;  on  obtient  ainsi  ce  qu'on  appelle  les  équations  du 
mouvement  relatif.  Les  projections  de  Jr  sur  les  axes  mobiles 

Oxyz  sont  ^-^>  -j-^-,  ^^;  nous  appellerons  X,  Y,  Z  celles  de  la 

force  F,  (J<.):r,  (Je)/,  i}e)z  cellcs  de  l'accélération  d'entraînement  J^, 
J^,  J'    J^  celles  de  J'.  On  a  alors  les  trois  équations 

(4)  {^~dtS  =  Y— /?i(JcV— ^Ji» 

d^  z 

Les  projections  de  J<-et  J'  sont  connues,  car  on  connaît  le  mou- 
vement du  système  de  comparaison  S  ou  mouvement  d'entraîne- 
ment. 

Par  l'intégration  des  équations  différentielles  (4)  on  obtiendra 
x^  y,  z  en  fonclion  de  /,  c'esL-à-dire  les  équations  du  mouvement 
relatif  cherché  sous  forme  finie. 

Pour  rappeler  la  forme  des  équations  différentielles  (4)  on 
donne  des  noms  aux  deux  vecteurs  —  {mie)  et  —  ('^'J')  dont  les 
projections  figurent  dans  ces  équations. 

On  appelle ybrce  centrifugée  le  vecteur  —  {mie)  égal  et  opposé 
au  produit  de  l'accélération  d'entraînement  par  la  masse,  el  force 
centrifuge  composée  le  vecteur  —  {mi')  égal  et  opposé  au  pro- 
duit de  l'accélération  complémentaire  par  la  masse. 

En  résumé  :  Les  équations  du  mouvement  relatif  dUin  point 
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par  rapport  aux  axes  mobiles  Oxyz  sont  les  mêmes  que  si  ces 
axes  étaient  fixes  et  si  Von  ajoutait  aux  forces  qui  agissent 
réellement  sur  le  mobile  deux  forces  fictives^  la  force  centri- 
fuge et  la  force  centrifuge  composée. 

La  définition  géométrique   de  la  force    centrifuge    composée 

—  {mV)  résulte  immédiatement  de  celle  de  J'.  Les  projections 

—  /wJ^,  —  mJ^,  —  mJl  de  cette  force  sont,  d'après  les  valeurs 
données  pour  les  projections  J^,  J^.,  J^  (n°  57), 

,..  I    dz         dr\  r    dx         dz\  I    dy         dx\ 

(5)        _,;n(^y__^__j,         _a,„(^;.__^_j,       _,„,(^p^_y_j, 

où  />,  q^  r  sont  les  projections  sur  Oxyz  de  la  rotation  instan- 
tanée iù  du  système  de  comparaison. 

419  bis.  Force  vive  relative.  —  On  peut  évidemment  fiiire  sur 
les  équations  (4)  toutes  les  combinaisons  analytiques  employées 
dans  l'étude  du  mouvement  absolu. 

Par  exemple,  on  formera  une  combinaison  analogue  à  celle  qui 
conduit  au  théorème  des  forces  vives,  en  multipliant  ces  équa- 
tions (4)  respectivement  par  dx^  dy^  dz  et  ajoutant.  Dans  cette 
combinaison  les  termes  provenant  de  la  force  centrifuge  dispa- 
raissent, comme  il  résulte  des  expressions  (5)  et  l'on  obtient 
Téquation 


'1 


=  X  dx  -{-  Y  dy  -r-  Z  dz  —  m{3c)xdx  —  m{Je)y'dy  —  /w(Je)z  dz. 


La  différentielle  de  la  demi-force  vii^e  relative  est  donc 
égale  au  travail  élémentaire  des  forces  appliquées  au  point  et 
de  la  force  centrifuge.  Le  fait  que  le  travail  de  la  force  centrifuge 
composée  est  nul  résulte  géométriquement  de  ce  que,  cette  force 
étant  normale  a  la  vitesse  relative  Vr,  est  normale  au  déplacement 
relatif  rfx,  dy^  dz. 

4S0.  Équilibre  relatif.  —  On  aura  les  équations  de  l'équilibre 
relatif  en  supposant  dans  les  équations  précédentes  —p^  >  'THi^  TTi 

dx     d  V     dx 

nuls,  ainsi  q"e-^>  -^y  -j--,  en  conséquence  (J'j  sera  nul  et  l'on 

aura 

X  — m(Je).r=  o,        Y  —  m(JeV=o,        Z—  m(Je)c=o; 
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on  obtient  donc  les  équations  de  Téquilibre  relatif  en  écrivanl  que 
la  force  F  fait  équilibre  à  la  force  centrifuge. 

Un  point  j:,  y,  z  satisfaisant  à  ces  trois  relations  est  toujours 
une  position  d'équilibre  relatif,  car  si  Ton  y  place  le  mobile,  sans 
vitesse  initiale  relative,  des  trois  forces,  dont  deux  fictives,  qu^on 
peut  considérer  comme  produisant  le  mouvement  relatif,  Tune, 
la  force  centrifuge  composée,  est  nulle  puisque  la  vitesse  relative 
est  nulle,  et  les  deux  autres  se  font  équilibre;  le  point  restera 
donc  au  repos  relatif. 

Application.  —  Position  d'équilibre  relatif  d*un  point  pesant  pouvant 
$;lisser  sans  frottement  sur  une  courbe  plane  C  tournant  autour  d*un  axe 
vertical  O^  de  son  plan  avec  une  vitesse  angulaire  constante  co. 

rii:.  a  13. 


Nous  coinplcroiis  poMitivcnienl  les  z  de  bas  en  haut. 

L<;s  forces  a<^issant  réellement  sur  le  point  considéré  m  sont  .  son  poids 
nif;  et  la  réaction  normale  N.  Pour  avoir  les  conditions  d'équilibre  relatif, 
nous  pouvons  rej^arder  la  courbe  G  comme  fixe  et  écrire  qu'il  y  a  équilibre 
entre  ces  deux  fr)rces  et  la  force  centrifuj^e  <I>. 

Pour  calculer  cette  dernière,  nous  considérerons  le  point  géométrique 
du  système  de  comparaison,  c'est-à-dire  de  la  courbe  C,  coïncidant  avec  m  : 
dans  le  mouvement  d'entraînement  ce  point  décrit  le  parallèle  de  rayon 
p  —  P/n;  son  accélération  est,  par  suite,  a>'p  et  dirigée  de  m  vers  P;  la 
force  centrifuge  <ï>  aura  donc  pour  valeur  rmo^p  et  sera  dirigée  suivant  le 
prolongement  de  Vm.  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
forces  <P  cl  ni^''  aient  une  résultante  K  normale  à  la  courbe.  Les  triangles 
semblables  /// P(^),  ///*!»  H  donnent 


a>J 


Les  positions  d'équilibre  sont  donc  les  points  de  la  courbe  où  la  sous* 
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a89 


normale  est  éeale  à  -^)  le  pied  de  la  normale  étant  situé  au-dessus  du 

**  CD»  '^ 

point  P.  Si  an  point  A,  où  p  est  nul,  la  tangente  est  horizontale,  ce  point 
est  aae  position  d'équilibre  quelle  que  soit  la  vitesse  de  rotation. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  donnée  soit  une  parabole  d'axe 
vertical  tournant  autour  de  cet  axe  ;  le  sommet  est  la  seule  position 

d'équilibre  relatif,  à  moins  que  le  paramètre  de  la  parabole  soit  égal  à  -^ 

auquel  cas  tous  les  points  de  la  parabole  répondent  à  la  question.  De  là 
résulte  que  la  surface  libre  d'un  liquide  animé  d'un  mouvement  de  rotation 
aoiforme  autour  d'un  axe  vertical  est  un  paraboloïde  de  révolution,  puis- 
qu'on peut  assimiler  une  molécule  liquide  de  la  surface  à  un  point  matériel 
pesant  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  la  méridienne. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  circonférence  de  rayon  R  ayant  {fig*  24^  II  ) 


my 


son  centre  Q  sur  l'axe  de  rotation,  la  condition  d'équilibre  devient 


QP  =  Rcosa  =  -^, 


cosa  = 


a>îK 


Pour  qu'il  existe  une  position  d'équilibre  différente  de  A,  il  faut  donc 
que  a>  soit  supérieur  à  4/^*  Lorsque  co  croit,  a  augmente  constamment 

et  tend  vers  -  •  Ces  résultats  donnent  la  théorie  du  régrulateur  de  Watt 
2  ° 

dans  les  machines  à  vapeur. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  circonférence  de  rayon  R  dont  le  centre  C 

n'est  plus  sur  l'axe  de  rotation,  il  peut  y  avoir  deux  ou  quatre  positions 

d'équilibre.  Proposant  la  solution  analytique  comme  exercice,  nous  nous 

bornerons  à  la  remarque  suivante  {fig,  244)*  Soient  m  une  position  d'équi- 

libre,  QP  la  sous-normale  correspondante  égale  à  -^)  O  la  projection  du 

centre  G  sur  Taxe  de  rotation  O^.  Menons  la  droite  OE  égale  et  parallèle 

II.  19 
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à  Q/n  et  prenons  OD  =  QC,  DE  =  Cw  =  R.  L'axe  EF,  mené  par  E  perpen- 
diculairement à  O5,  occupe  une  position  connue  car  OF  =  QP=  ^; 

l'axe  CDH  occupe  également  une  position  connue,  car  il  est  parallèle  à  Os; 
d'ailleurs  DE  =  R.  La  droite  DE  est  donc  une  droite  de  longueur  R  passant 
par  un  point  donné  0  et  dont  les  extrémités  E  et  D  s'appuient  sur  deux 
axes  rectangulaires  donnés  CH  et  FE.  Pour  trouver  la  position  d'équilibre 
on  est  donc  ramené  à  ce  problème  de  Géométrie  :  par  un  point  O  mener 
une  droite  sur  laquelle  les  deux  axes  fixes  GH  et  FE  interceptent  une  lon- 
gueur égale  à  R;  le  rayon  Cm  est  parallèle  à  cette  droite.  On  sait  que  ce 


Fig.  244. 
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problème  de  Géométrie  admet  deux  ou  quatre  solutions,  suivani  que  le 
point  0  est  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  de  Tépicycloïde  obtenue  en  prenant 
l'enveloppe  des  droites  de  longueur  R  dont  les  extrémités  glissent  sur 
les  deux  axes  GH  et  FE.  Gette  remarque  a  été  tirée  par  M.  Gilbert  des 
équations  d'équilibre  [Application  des  équations  de  La  grange  au  mou- 
vement  relatif  {Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  i883)]. 

Remarque.  —  Si  l'on  voulait  chercher  le  mouvement  du  point  sur  la 
courbe  mobile,  il  suffirait  d'appliquer  le  théorème  des  forces  vives  au 
mouvement  relatif,  en  remarquant  que  le  travail  élémentaire  du  poids  est 
—  mg  dzy  celui  de  la  force  centrifuge  4>,  mto^p  c/p  et  celui  de  la  force  cen- 
trifuge composée,  o.  On  aurait  alors  l'intégrale  des  forces  vives 

nn-f.  =  —  2  mgz  -h  m  to'  p'  -h  h. 

Les  positions  d'équilibre  relatif  s'obtiennent  en  cherchant  les  positions 
du  mobile  pour  lesquelles  la  fonction  des  forces  du  second  membre  est 
maximum  ou  minimum;  à  un  maximum  de  cette  fonction  correspond  une 
position  d'équilibre  stable.  On  vérifiera  ainsi  que,  dans  le  cas  d'un  cercle 
tournant  autour  d'un  axe  passant  par  son  centre,  la  position  d'équilibre  A 
{fig.  9.43,  II)  est  stable  quand  elle  existe  seule;  elle  est  instable  quand  la 
position  Om  existe;  cette  dernière  est  alors  stable. 


42 1 .  Mouvement  relatif  par  rapport  à  des  axes  animés  d'un  mou- 
vement de  translation.  —  Lorsque  le  système  des  axes  mobiles 
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Oxyz  est  animé  d'un  mouvement  de  translation,  la  rotation  instan- 
tanée Cl)  de  ce  système  est  nulle,  la  force  centrifuge  composée  est 
donc  nulle,  et  il  suffit,  pour  écrire  les  équations  du  mouvement 
relatif,  d'ajouter  aux  forces  agissant  réellement  sur  le  point  la 
force  centrifuge.  Pour  déterminer  cette  dernière,  remarquons  que 
tous  les  points  du  système  de  comparaison  ont  la  même  accéléra- 
tion; l'accélération  d'entraînement  est  donc,  quelle  que  soit  la 
position  du  mobile,  égale  à  l'accélération  J  de  l'origine  mobile. 
Si  le  mouvement  de  translation  des  axes  mobiles  est  rectiligne  et 
unijorme,  la  force  centrifuge  est  nulle  aussi,  car  J  est  nul. 

Ezemi^le  :  Mouvement  d'une  planète  autour  du  Soleil.  —  Soient  S 
et  P  le  Soleil  et  une  planète,  M  et  m  leurs  masses,  rieur  distance;  l'attrac- 

lion  des  deux  corps  est  F  =  F'=  ^^-—^ — •  Cherchons  le  mouvement  de  la 

planète  par  rapport  à  des  axes  Sxyz  de  directions  fixes  menés  par  S.  Ces 
axes  étant  animés  d'un  mouvement  de  translation,  Taccéiération  d'entraîné- 


ment  Je  de  P  est,  à  chaque  instant,  égale  à  l'accélération  de  l'origine  mo- 
bile  S  :  la  grandeur  de  J^  est  donc  ^  =  ^^  et  sa  direction  le  prolonge- 
ment de  SP.  La  force  centrifuge  4>  qu'il  faut  ajouter  à  l'attraction  F'  de  S 

m* 
sur  P  est  donc  dirigée  suivant  PS  et  égale  à  /nJ<.  =  /— y  Cette  force  com- 
posée avec  F'  donne  la  résultante 

/Mm        fm>       fntiM-i-m) 

-^  ___   r=    '■ • 

pt  pt  pt 

Le  mouvement  relatif  est  donc  le  même  que  si  le  Soleil  S  était  fixe,  mais 
avait  une  masse  M  +  m  (n"*  235). 

•422.  Exercice.  Mouvement  relatif  d'un  point  pesant  assuj  etti  à  rester  sur 
on  plan  incliné  P  parfaitement  poli  qui  tourne  avec  une  vitesse  angu- 
laire constante  6>  autour  d'une  verticale. —  Prenons  pour  axe  des  z  l'axe  de 
rotatioo  vers  le  haut,  pour  origine  O  le  point  où  cette  droite  perce  le  plan, 
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pour  axe  Ox  l'horizontale  du  plan  et  pour  axe  Oy  une  perpendiculaire  au 
plan  xOz,  Le  trièdre  Oxyz  tourne  donc  autour  de  Oz  avec  la  vitesse  o); 
les  valeurs  de  p,  q^  r  sont  u,  o,  co  :  p  désignant  la  distance  du  mobile  à 
l'axe  0-3,  la  force  centrifuge  est  /n(o'p,et  ses  projections  sur  les  axes  Oj^^^ 
sont  tntii^x^  moi^y,  o.  Soient  {'l'inclinaison  du  plan  sur  l'horizon,  mN  sa 


réaction  normale  comptée  positivement  au-dessus  du  plan;  les  équations 
du  mouvement  relatif  sont,  en  désignant  par  des  accents  les  dérivées  dex, 
y,  z  par  rapport  à  t  : 

^  =  ti)«^  4- N  sin  / — 2U)ar',        -z'=Ncosi  —  g. 

Eliminons  N  et  remplaçons  z  par  — yistn^i  (équation  du  plan  P),   il 
vient 


r^  rii2 


LÎ/ 


«/. 


y"  =  uj^y  COS^  l  -T-  g  S\ïll  COS  l  —  a  W  37  cos'  l 

Les  variables  x  et  y  sont  donc  données  en  fonction  de  t  par  deux  équa- 
tions linéaires  à  coefficients  constants  qu'on  intègre  en  faisant 


x  =  Xe^'',        V  =  \Xe^'— -^  tange, 


10' 


A  étant  une  constante  arbitraire,  A  et  X  vérifiant  les  conditions 


A2— tos 


)v  =  — ï ,         A^  — (i  —  3cos*/)A:*to'-i- 0)^  cos^t  =  o. 


Cette  équation  admet  quatre  racines  di  a,  d=  ^  deux  à  deux  égales  et  de 

signes  contraires  :  A*  sera  réel  quand  cos't  <  -•  Les  intégrales  sont  alors 
de  la  forme 


x  =  Ae«'-+- Aie-ai'-+-  Be?'-i- B,e-?', 


(O' 


V  =  —  -^  tang  i  H (  A  e«'  —  A i  e-»')  -h 


?'- 


O)' 


2^10 


(Be?'—  Bic-?'). 


Nous  renverrons  pour  une  discussion  détaillée  au  Recueil  d'Exercices 


CHAPITRE    XXII. 


MOUVEMENT    RELATIF. 


293 

sur  la  Mécanique  rationnelle^  par  M.  de  Saint-Germain  (Gauthier- 
Villars),  p.  362.  Le  point  â;  =  o,  în^y  cost= — g  sini  est  une  position  d'équi- 
libre relatif. 


n.  —  MOUVEMENT   ET   ÉQUILIBRE   RELATIFS 

DES  SYSTÈMES. 

423.  Généralités.  —  Pour  oblenir  les  équations  du  mouvement 
relatif  d'un  système  par  rapport  à  des  axes  Oxyz  animés  d'un 
mouvement  connu,  on  peut,  d'après  ce  qui  précède,  regarder 
les  axes  mobiles  comme  fixes,  à  condition  d'ajouter  aux  forces 
qui  agissent  sur  chaque  point  m  du  système  la  force  centri- 
fuge —  m{ie)  et  la  force  centrifuge  composée  — /w(J').  Lors- 
qu'on applique  le  théorème  des  forces  vives  à  ce  mouvement  re- 
latif, le  travail  des  forces  centrifuges  composées  est  nul. 

424.  Mouvement  d'un  système  autour  de  son  centre  de  gravité. 
Théorème  des  moments;  théorème  des  forces  vives.  —  Imaginons 
un  système  en  mouvement  dans  lequel  le  centre  de  gravité  G  a  une  ac- 

Fig.  247. 


nv 
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célération  J  :  étudions  le  mouvement  relatif  du  système  par  rapport  a 
des  axes  Gx\  G^',  Gz*  de  directions  fixes,  menés  par  G.  Tous  les 
points  invariablement  liés  aux  axes  mobiles  ont,  à  chaque  instant, 
la  même  accélération  d*cntrainemcnt,  égale  à  J  ;  nous  appellerons  a,  b,  c 
les  projections  de  J  sur  les  axes  mobiles.  Pour  étudier  le  mouvement 
relatif,  on  pourra  regarder  ces  axes  mobiles  comme  fixes,  à  condition 
d'ajouter  aux  forces  intérieures  et  extérieures  agissant  sur  chaque  point  m 
du  système  la  seule  force  centrifuge  — mJ  de  projections  —  ma,  —  mb, 
—  me  :  la  force  centrifuge  composée  est  nulle  (n°42i).  On  a  alors,  en 
appliquant  au  mouvement  relatif  le  théorème  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  et  employant  les  notations  du  n**  335, 
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le  centre  de  gravité  étant  à  l'origine  mobile,  la  dernière  somme  est  nulle, 
car  on  a,  par  exemple,  I,mbx'=  b^mx'  =  o.  Donc  le  théorème  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  s'applique  au  mouvement  relatif  d'an 
système  autour  du  centre  de  gravité,  comme  nous  l'avons  démontré  autre- 
ment (u^  335).  Appliquons  de  même  le  théorème  des  forces  vives  au  mou- 
vement relatif  par  rapport  au\  axes  Ga:'yz\  en  regardant  ces  axes 
comme  Gxes  et  introduisant  les  forces  centrifuges;  nous  aurons 

^Smç^  =  2v(X/rfx'-+-Y/dry-4-Z/e/5') 

-H  lZ(\e  dx'-\-  Y^  dy'-^  Z^  dz')  —  Zm(a  dx'-i-  b  d/ -\- c  dz'). 

La  dernière  somme  est  encore  nulle,  car  "Ltndx^  ^mdy',  I,mdz'  sont 
nuls.  On  voit  ainsi  que  Ton  peut  appliquer  le  théorème  des  forces  vives 
au  mouvement  relatif  autour  de  G,  sans  tenir  compte  des  forces  fictives; 
c'est  ce  que  nous  avons  déjà  démontré  (no  350). 

^25.  Exemple  de  mouvement  relatif.  —  Les  extrémités  d'une  barre 
homogène  pesante  de  longueur  9.1  sont  assujetties  à  glisser  sans  frotte - 


0^ 
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ment,  l'une  A  sur  un  axe  liorizontal  Or,  l'aulre  B  sur  un  axe  vertical  O^. 
Trouver  le  mouvement  de  la  barre  en  supposant  que  le  système  arOy 
tourne  autour  de  Oy  avec  une  vitesse  an«;ulaire  constante  lu.  (Routh. 
liigid  DynaniieSy  Elementary  Parf,  p.  3i  i.) 

Los  forces  appliquées  à  la  barre  sont  le  poids  y\g  appliqué  au  milieu  G 
et  les  réactions  normales  dos  axes  0  r  et  Oj.  Pour  trouver  le  mouvement 
relatif  de  la  barre  par  rapport  à  ces  axes,  on  peut  les  regarder  comme 
fixes,  à  condition  d'ap[)liqucr  à  chaque  point  m  la  force  centrifuge  <I>  et  la 
force  centrifuge  composée  *^^  Nous  appliquerons  ensuite  au  mouvement 
relatif  le  théorème  des  forces  vives,  en  nous  rappelant  que  le  travail  des 
forces  centrifuges  composées  est  nul,  et  en  remarquant  que,  dans  le  dé- 
|)lacemcnl  relatif,  les  travaux  des  réactions  sont  nuls.  Appelons  MA*  le 
moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport  au  point  G,  0  l'angle  qu'elle  fait 
avec  Ox,  de  sorte  que  les  coordonnées  \  ot  r^  du  centre  de  gravité  sont 
/cosO  et  /sinO.  D'après  le  théorème  de  Kœnig,  la  force  vive  relative  de  la 
barre  est  M/*0'*-f-  M/:*0'2,  O'  désignant  la  dérivée  de  0  par  rapporta  t.  Le 
travail  élémentaire  du  poids  est  M^r/r,,  c'est-à-dire  M^'/cosOc/O.   Enfin 
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la  force  centrifuge  4>,  appliquée  au  point  m  d'abscisse  x^  est  parallèle 
à  Ox  et  a  pour  valeur  ma)*j?;  son  travail  élémentaire  est  mtii^xdx', 
si  donc  on  désigne  par  p  la  distance  Bm,  on  a  a?  =  p  cos6,  et,  quand  la 
barre  glisse,  dx  =.  —  p  sinÔ  âTO  ;  d'où,  pour  nua^x  dx,  la  valeur 

—  mw'p'  sinO  cos6  dO, 

D'après  cela,  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  centrifuges  est 
—  2  mp'  (I)'  sin  6  cos  0  d^  ;  comme  S  m  p*  est  le  moment  d'inertie  de  la  barre 
par  rapport  au  point  B,  moment  égal  à  MX:>+  M/>,  on  a,  pour  la  somme 
des  travaux  des  forces  centrifuges,  — M(X:*-t-/')cD'  sinO  cos6  û?8.  L'équation 
des  forces  vives  est  donc,  en  remarquant  que,  pour  une  barre  homogène, 

A«=  -—,  et  divisant  par  M, 

(i)  û?î^  6'»  =  ^/  cosO  cfO  —  ^  a)S  sinO  cosO  dO, 

qui  donne  immédiatement  0'  en  fonction  de  0  par  une  quadrature.  En 
supposant,  pour  simplifier,  que  0'  soit  nul  pour  0  =  6o,  on  aura 

(2)  0'«=a)î(sine  — sinOo)/^-,"^  — sinO  — sinOoV 

d'où  Ton  tire  t  en  fonction  de  sinO  par  une  intégrale  elliptique  de  première 
espèce  et  sinÔ  en  fonction  elliptique  de  t.  Dans  la  discussion,  il  faut  re- 
marquer que  sinO  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  rendant  le  second 
membre  positif. 

Équilibre  relatif.  —•  En  divisant  par  dt  l'équation  du  mouvement  et 
effectuant,  on  a 

^6       3  o- 

(3)  -r— = -4- cos 6 —  w*  sine  cos 9. 
^    '                                dt*        4* 

On  obtient  les  positions  d'équilibre  relatif  en  égalant  le  second  membre  à 
zéro.  On  a  ainsi  cosO  =  o  qui  donne  la  position  verticale,  puis 

4/a)*  sin6  =  3^ 

qui  ne  donne  une  valeur  de  6  que  si  u)  est  suffisamment  grand.  Poumons 
rendre  compte  de  la  stabilité,  appelons  a  la  valeur  de  0  correspondant  à 
une  de  ces  deux  positions,  et  faisons  6  =  a  +  cp,  où  <p  est  très  petit.  Nous 
aurons  alors,  en  substituant  et  développant  le  second  membre  suivant  les 
puissances  de  cp  en  négligeant  les  puissances  supérieures, 

(4)  -^  =--«p(|^sina-i-ai«C0S2aj. 

Si  la  quantité  n  =  -y  sina  +  (o*  cos2qc  est  positive,  la  position  d'équilibre 


I 
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correspondant  à  0  =  a  est  stable,  et  la  durée  des  oscillations  infiniment 


air 


petites  autour  de  cette  position  est  --=.;  si  cette  quantité  est  négative, 

l'équilibre  est  instable.  On  vérifiera  que,  quand  la  position  d'équilibre 
verticale  |  a  =  -  j  existe  seule,  elle  est  stable  ;  quand  la  position  d'équi- 
libre oblique  existe  aussi,  c'est  elle  qui  est  stable,  et  la  verticale,  instable. 
Le  cas  intermédiaire,  où  -71 — :  serait  égal  à  i,  mérite  une  attention  par- 
ticulicre.  Alors  les  deux  positions  d'équilibre  se  confondent  avec  la  ver- 
ticale;  si  l'on  fait  encore  0  =  — ^  ?}  ?  étant  supposé  infiniment  petit,  les 

termes  en  9  disparaissent,   et  l'on   a,  en  ne  gardant  que  les   premiers 
termes, 


dt^ 


o*. 


L'équilibre  est  donc  stable,  car  9  tend  à  diminuer  en  valeur  absolue. 
L'angle  9  est  alors  donné  en  fonction  de  t  par  une  fonction  elliptique. 

La  barre  étant  abandonnée  sans  vitesse  dans  une  position  correspon- 
dant à  <p  =  ^0  (?o  infiniment  petit),  le  temps  qu'elle  met  à  revenir  dans  la 
verticale  est  en  raison  inverse  de  l'amplitude  cpo}  comme  on  le  vérifiera 
sans  peine. 

426.  Corps  solide.  —  Cas  particulier  dans  lequel  les  forces  centri- 
fuges ont  une  résultante  unique.  Quand  le  système  mobile  est  un  corps 
solide,  les  forces  centrifuges  se  composent  en  général  en  une  force  et  un 
couple;  les  forces  centrifuges  composées  également.  M.  Resal  {Annales  des 
Minesy  i853)  et  M.  Gilbert  {Annales  de  la  Société  scientifique  de 
Bruxelles,  1878)  ont  donné  divers  théorèmes  pour  la  réduction  de  ces 
forces.  Voici  un  cas  où  les  forces  centrifuges  ont  une  résultante 
unique, 

Fig.  249. 

B 


Supposons  que  le  mouvement  des  axes  mobiles  Oxyz^^dit  rapport  aux- 
quels on  cherche  le  mouvement  relatif  d'un  solide,  soit  une  rotation  de 
vitesse  angulaire  constante  o)  autour  d'un  axe  fixe  AB  et  supposons  en 
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outre  que  la  parallèle  Gz'  menée  par  le  centre  de  gravité  G  à  Taxe  de  ro- 
tation, soit  un  axe  principal  d'inerlie  pour  le  point  G.  Alors  les  forces 
centrifuges  ont  une  résultante  unique  égale  à  la  force  centrifuge  qu'aurait 
la  masse  totale  concentrée  en  G. 

En  effet,  prenons  Gz*  comme  axe  avec  deux  axes  perpendiculaires  Gr', 
Gj^,  et  soient  x'  =  a,  y  =  b  les  équations  de  Taxe  AB. 

L*a  force  centrifuge  4»  appliquée  à  un  point  m  est 

4>  =  mw^mp  j 


où  mp  est  la  distance  du  point  à  Taxe  AB;  ses  projections  sont 

/n(o'(ar' — a),     mui^(y — 6),     o. 

La  résultante  générale  de  toutes  ces  forces  a  donc  pour  projections 

2/na)«(a:'— a),     I,nnsi^(y—  b),     o, 
ou 

—  Mco'a,     — Mu)'6,     o, 

car  I,mx'f  ^my  sont  nuls.  Le  moment  résultant  de  toutes  ces  forces  a 
pour  projections 

—  2ma>«V(y— 6),     I.nnx)^z'(x'—a),     I,mb)^(ay^bx')y 

quantités  qui  sont  toutes  nulles  parce  que  l'axe  G^'  est  principal  pour  G. 
Les  forces  centrifuges  ont  donc  une  résultante  appliquée  en  G  ayant  pour 
projections 

—  M(i)*a,     —  Mw'è,    o; 


c'est  une  force  égale  à  Ma>*GG'  dirigée  suivant  G' G,  en  appelant  G'  la 
projection  de  G  sur  Taxe  AB. 

427.  Bicyclettes.  —  Nous  empruntons  à  l'intéressant  Ouvrage  de 
M.  Bourlct  (T'ratVe  des  bicycles  et  blcycletteSy  Gauthier- Villars)  l'appli- 
cation suivante  de  la  théorie  de  TéquiUhre  relatif.  La  pièce  principale 
d*une  bicyclette,  celle  à  laquelle  toutes  les  autres  sont  fixées  est  le  cadre, 
qui  affecte  généralement  la  forme  d'un  pentagone  rigide  RQEIS  i^fig*  25o). 
A  l'arrière  du  cadre  en  R  est  fixé  l'axe  de  la  roue  ^me,  F.  En  avant,  le 
cadre  est  muni  d'une  douille  El  dans  laquelle  passe  le  tube  de  direc- 
tion. Le  tube  de  direction  est  terminé  en  bas,  à  la  sortie  de  la  douille,  par 
une  fourche  EB'  dans  laquelle  passe  la  roue  directrice  D  dont  l'axe  est  fixé 
à  cette  fourche  en  B'.  A  la  sortie  supérieure  de  la  douille,  le  tube  de  di- 
rection porte  le  gouvernail  qui  est  un  tube  G,  sensiblement  horizontal, 
terminé  par  deux  poignées  que  le  cycliste  tient  dans  ses  mains.  Le 
cavalier  est  assis  sur  la  selle  S,  fixée  au  cadre  dans  la  partie  moyenne 
supérieure.  Le  cadre  de  la  machine  présente  un  plan  de  symétrie  qui 
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contient  l'axe  de  la  douille  El,  le  centre  de  la  selle  S  el  le  centre  R 
de  la  roue  fixe  F.  Ce  plan  est  appelé  plan  moyen.  Appelons  plan  d'une 
roue  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  roue  en  son  milieu;  le  plan 
de  la  roue  fîxe  coïncide  toujours  avec  le  plan  moyen;  le  plan  de  la  roue 
directrice  est  variable  par  rapport  au  plan  moyen,  et,  lorsqu'il  coïncide 

Fig.  aSo 


/X 


avec  lui,  les  deux  poignées  sont  ù  égale  distance  du  plan  moyen  qui  est 
alors  un  plan  de  symétrie  pour  Tappareil,  abstraction  faite  de  la  chaîne 
et  des  engrenages  dont  la  masse  est  négligeable  dans  une  première  ap- 
proximation. 

Appelons  A  et  B  les  points  de  contact  des  deux  roues  avec  le  sol;  nous 
supposons  que  l'axe  xy  du  tube  de  direction  passe  par  le  point  de  contact 
B  de  la  roue  directrice;  alors  le  point  B  est  un  point  fixe  du  plan  moyen, 
la  droite  AB  a  une  longueur  constante  indépendante  de  l'orientation  delà 
roue  directrice  :  celte  droite  AB,  tangente  à  la  roue  fixe,  est  l'intersection 
du  plan  moyen  avec  le  sol  sup|)osé  plan.  Nous  admettons  aussi  que  le  ca- 
valier ne  fait  aucun  mouvenienl  du  torse  et  reste  placé  de  façon  que  le 
plan  de  symétrie  do  son  corps  coïncide  avec  le  pian  moyen.  Dans  ces  con- 
ditions, le  centre  de  gravité  G  de  la  machine  et  de  son  cavalier  est  très  sen- 
siblement un  point  fixe  du  plan  moyen  {fii^-  l'ùi).  Le  pied  G  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  de  gra>ité  sur  la  base  AB  est  donc  un  point 
fixe  de  cette  base. 

Cherchons  d'abord  quelles  sont  les  traces  des  roues  sur  le  sol  en  suppo- 
sant que  le  plan  de  la  roue  directrice  fasse  un  angle  constant  avec  le  plan 
moyen.  Supposons-le  sol  plan  el  prenons  le  pour  plan  de  la  figure.  Soient 
A  cl  B  les  points  de  contact  de  la  roue  fixe  el  de  la  roue  directrice,  AR 
et  BK'  les  droites  d'intersection  des  plans  des  deux  roues  avec  le  sol;  AR 
coïncide  en  direction  avec  AB. 

L'angle  0  de  BR'  avec  AB   est   constant  si  l'inclinaison  du  plan  moyen 
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sur  la  verticale  reste  constante.  Les  droites  AR  et  BR'  sont  très  sensible- 
ment tangentes  aux  traces  T  et  T'  des  roues  sur  le  soi.  11  est  facile  de 
voir  que  ces  traces  sont  alors  deux  cercles  a^ant  pour  centre  commun  (u 


le  point  de  rencontre  lu  des  normales  en  A  et  B  aux  deux  traces.  En  ciïet, 
appelons  x,  y  les  coordonnées  de  A,  b  la  longueur  AB,  s  l'angle  de  la 


tangente  AB  à  T  avec  un  axe  fixe  Ox  et,  par  suite,  a  +  0  l'angle  de  la 
tangente  BR'  à  T'  avec  le  mâme  axe.  On  a,  pour  les  coordonnées  du  point 

x'  =  x  -^b  cosa,         y  =  y  -\-  b%\aa. 

Appelons  t  et  «'  les  arcs  des  deux  courbes  T  cl  T'  et  dilTéreiltions  les 
équations  précédentes  en  tenant  compte  des  relations  connues 


3oo 
et 

il  vient 
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dx^^=.  </j'cos(a  4-  6), 

ds^  cos(a  H-  6)  =  c^  cosa  —  h  sina  rfa, 
ds'  sin  (a  -+-  0)  =  <3?5  sin  a  -+-  6  cosa  e/a. 

Ces  équations  développées  et  résolues  donnent,  pour 

cf^'cosô     et    rf^'sinÔ, 

les  valeurs  ds  et  hdt.  Les  rayons  de  courbure  p  et  p'  des  deux  traces  qui 

ds       ds' 
ont  pour  valeurs  -r-  et  -j-  nous  sont  donc  donnés  par  les  formules 

aa        dd 

p'cosO  =  p,        p'sinO  =  6, 

et  sont  constants,  La  fîgure  montre  que,  dans  le  triangle  AcoB,  on  a 

p  =  Aa>,         p'=  Bu). 

Les  traces  sont  donc  des  cercles  de  centre  commun,  et  dans  le  mouve- 
ment, la  droite  AB  tourne  autour  de  la  verticale  coca'  avec  une  vitesse  an- 
gulaire qui  est  constante  si  la  vitesse  du  cycle  Test.  Prenons  alors  un  sys- 
tème de  trois  axes  rectangulaires  entraînés  par  AB  de  la  façon  suivante  : 
l'origine  G  est  la  projection  du  centre  de  gravité  sur  AB,  Taxe  Cz,  la 
droite  AB,  l'axe  Ç»y  la  verticale  du  point  G,  l'axe  Cx  la  perpendiculaire 
au  plan  j^C;;.  Le  plan  xCy  est  donc  perpendiculaire  au  plan  moyen  qu'il 
coupe  suivant  une  droite  CM  formant  avec  la  verticale  l'angle  p. 

Pour  que  le  cycle  ne  se  renverse  pas  et*  que  p  reste  constant,  il  faut  et 
il   suffit  qu'il  soit  en  équilibre   relatif  par  rapport  aux  axes  Qxyz,  Or,  le 

Fig.  253. 


u 


mouvement  de  ces  axes  est  une  rotation  de  vitesse  angulaire  constante  tu 
autour  de  la  verticale  tow'.  Regardons  comme  nulle  la  masse  des  roues  qui 
est  très  petite  par  rapport  à  la  masse  totale;  négligeons  aussi  le  mouve- 
ment d'oscillation  des  jambes  que  nous  regarderons  comme  immobiles 
dans   une  position  moyenne.  Pour  exprimer  qu'il  y  a  équilibre  relatif,  il 
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faut  écrire  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  réactions  du  sol,  la  pesanteur  et 
les  forces  centrifuges. 

La  pesanteur  a  pour  résultante  le  poids  GP  =  M^;  les  forces  centrifuges 
ont  approximativement  une  résultante  GF  appliquée  en  G,  dirigée  sui- 
vant la  perpendiculaire  G'G  à  l'axe  de  rotation  low'et  égale  à  Mw^GG'  ou 

p     y  V  désignant  la  vitesse  du  point  G  et  R  le  rayon  GG'  du  cercle  qu'il  dé- 
crit {Jig*  254).  M.  Bourlet  justifie  celte  approximation  d'après  la  remarque 

Fi  g.  254. 


du  n**  426  :  l'axe  GC  est  sensiblement,  par  raison  de  symétrie,  un  axe  prin- 
cipal d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité;  l'angle  ^  que  fait  la  verticale  du 
point  G  avec  l'axe  GC  étant  ordinairement  un  petit  angle,  la  verticale  du 
point  G  diffère  peu  d'un  axe  principal  d'inertie.  On  peut  donc  dire  que  la 
parallèle  menée  par  G  à  Taxe  de  rotation  uxd'  est  sensiblement  un  axe 
principal  pour  le  point  G,  ce  qui  permet  d'appliquer  la  remarque  du 
n*426. 

Cela  posé,  pour  éliminer  les  réactions  du  sol,  nous  exprimerons  que  la 
somme  des  moments  des  forces  F  et  P  par  rapport  à  l'axe  A6  est  nulle. 
D'après  la  définition  même  des  moments,  il  suffit  de  projeter  les  forces  P 
et  F  sur  le  plan  xQy  perpendiculaire  à  AB  et  de  prendre  les  moments  de 
projections  par  rapport  au  point  C.  Le  point  C  est  tout  projeté  :  la  force 
F  a  pour  projection  une  force  horizontale  Ft  égale  à  F  cosi];,  en  appelant  6 
l'angle  FGFi  que  fait  la  droite  FGG'  avec  sa  projection  FtGG'sur  le  plan 
yCtX,  La  condition  d'équilibre  est  alors 

F  cosi]/  cos  p  =  P  sin  p. 


Le  triangle  G  G' G'  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  horizontal 

en  DtoE;  Dco  est  égal  à  R  et  a>E  à  AC,  c'est-à-dire  à  une  longueur  con- 

c 
stante  connue  c.  On  a  alors  pour  sini]/  la  valeur  ït*  et  l'équation  d'équilibre 
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devient,  en  remplaçant  F  et  P  par  leurs  valeurs  — ^  et  M^, 


ta 


a 


En  général,  on  peut  supposer  R  assez  grand  par  rapport  aux  dimensions 

c      . 
de  la  machine  pour  que  ^  soit  négligeable.  Alors 

'*"^^=  r7' 

Si  l'on  suppose  que  R  soit  assez  grand  pour  que  ces  approximations 
puissent  être  admises,  l'équilibre  relatif  ainsi  réalisé  est  instable,  car,  si  le 
cycle  s'incline  vers  le  sol,  ^  augmente,  le  moment  du  poids  augmente, 
celui  de  F  diminue:  c'est  le  poids  qui  l'emporte,  et  p  tend  à  augmenter 
davantage.  Pour  éviter  une  chute,  il  faut  que  le  cycliste  tourne  la  roue 
directrice  du  côté  où  il  va  tomber,  de  façon  à  faire  croître  6;  alors  \c 

point  o)  se  déplace,  Aw,  Bio  et  R  diminuent,  la  force  centrifuge  F  =  — ^" 

augmente  et  peut  vaincre  l'effet  de  la  pesanteur.  L'inverse  a  lieu  si  ^    ^^' 
minue. 

La  condition  d'équilibre  trouvée  serait  suffisante  si  le  frottement  de  |^  ^^^ 
sèment  sur  le  sol  dans  le  sens  latéral  était  indéfini.  Mais,  soit/  le  coefficî     ^ 
de  ce  frottement  :  dans  l'équilibre  relatif,  la  résultante  de  P  et  F|  r^  '^ 
contre  l'axe  AB  en  faisant  un  angle  p  avec  la  verticale.  Pour  qu'il  n'y 
pas  glissement,  il  faut 

tangps/,        Vîl/ç-R. 

Cette  inégalité  montre  qu'avec  une  vitesse  donnée,  on  ne  peut  pas 

crirc  un  cercle  de  rayon  inférieur  à  — j»  Lorsque  le  sol  est  glissant,  il  fa 

dra,  pour  décrire  un  cercle  de  rayon  donné  R,  ralentir  suffisamment  po^^ 
que  rinégalilc  soit  satisfaite  (Bourlet,  ioc.cit.,  p.  26-27). 

in.  -  ÉQUILIBRE  ET  MOUVEBfENTS  RELATIFS  A  LA  SURFACE 

DE  LA  TERRE. 

-428.  Historique.  —  Newton  paraît  être  le  premier  qui  ait  signalé  l'in- 
fluence de  la  rotation  de  la  Terre  sur  le  mouvement  des  corps  à  sa  surface  : 
il  remarqua  qu'un  corps  abandonné  du  haut  d'une  tour  doit  conserver,  en 
tombant,  une  vitesse  normale  au  méridien,  égale  à  celle  du  sommet  de  la 
tour  dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  :  cette  vitesse  étant  un  peu 
plus  grande  que  celle  du  pied  de  la  tour,  le  corps  doit  tomber  un  peu  en 
avant  du  pied  dans  le  sens  de  la  rotation  de  la  Terre,  c'est  à-dire  être  dévié 
vers  l'Est.  Plusieurs  observateurs  cherchèrent  à  mettre  ce  fait  en  évidence, 
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ais  ce  n'est  qu'en  i83i  que  des  expériences  à  peu  près  concluantes  furent 
faites  par  Reich  dans  les  Mines  de  Frciberg;  mais,  dans  ces  expériences,  il 
subsiste  encore  des  points  douteux,  et  il  serait  à  désirer  qu'elles  fussent 
reprises.  Il  était  réservé  à  Foucault  de   fournir  une  démonstration   bien 
plus  nette  du  mouvement  diurne;  ce  physicien  reconnut  que  la  rotation  de 
la  Terre  devait  se  manifester  par  la  rotation  du  plan  de  l'oscillation  d'un 
pendule  simple  autour  de  la  verticale  du  lieu  dans  le  sens  du  mouvement 
diurne,  et  il  mit  ce  fait  en  évidence  dans  la  célèbre  expérience  du  Pan- 
théon. L'expérience  de  Foucault  présente  sur  celle  de  la  déviation  du  corps 
tombant  d'une  grande  hauteur  cet  avantage,  qu'elle  accumule,  pendant  un 
temps  assez  long  pour  les  rendre  sensibles,  les  effets  d'abord  très  petits 
<]ue  la  rotation  du  globe  cause  sur  le  mouvement  apparent  des  corps.  L'ex- 
périence de  Foucault  a  été  reprise  récemment  par  un  savant  hollandais 
M.  Kamerlingh  Onnes,  à  Groningue,  avec  un  pendule  mesurant  seulement 
i",a  de  longueur  et  oscillant  dans  le  vide. 

L'influence  perturbatrice  qu'exerce  la  rotation  du  globe  sur  les  corps  en 
mouvement  à  sa  surface  est  d'autant  plus  sensible  que  leur  vitesse  est  plus 
grande.  Mais  sur  ces  corps  en  mouvement  rapide,  sur  la  balle  d'un  fusil, 
par  exemple,  mille  autres  causes  perturbatrices  agissent  généralement,  et 
l'observation  était  à  peu  près  impossible.  Ce  fut  encore  le  génie  de  Fou- 
cault qui  triompha  de  cette  difficulté  :  il  eut  recours  pour  cela  aux  pro- 
priétés du  mouvement  d'un  corps  lourd  suspendu  par  son  centre  de  gravité 
et  tournant  rapidement  autour  d'un  axe  de  symétrie,  et  il  montra  que  l'axe 
de  ce  corps  doit  conserver  une  orientation  fixe  et,  par  conséquent,  s'il  est 
pointé  vers  une  étoile,  suivre  cette  étoile  dans  son  mouvement  diurne.  Cet 
appareil  de  Foucault  a  reçu  le  nom  de  gyroscope.  D'autres  appareils  du 
même  genre  ont  été  construits  par  M.  Sire  et  par  M.  Gilbert  :  nous  faisons 
plus  loin  la  théorie  d'un  de  ces  appareils,  le  barogyroscope,  comme  appli- 
cation des  équations  de  Lagrange. 

Nous  renverrons,  pour  plus  de  détails,  à  l'excellente  Notice  de  M.  Gil- 
bert :  Les  preuves  mécaniques  de  la  rotation  de  la  Terre  (Gauthier- 
Yillars,  i883;  Extrait  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1882). 
Dans  un  autre  ordre  d'idées,  Poinsot  proposa  de  mettre  en  évidence  la 
rotation  de  la  Terre  à  l'aide  d'un  système  subissant  des  changements  in- 
térieurs (Comptes  rendus,  i85i).  Cette  conception  a  été  réalisée  par  M.  An- 
drade  qui  a  réussi  à  construire  un  appareil  amplifiant  les  effets  de  la  dé- 
viation vers  l'est  dans  la  chute  d'un  corps  pesant,  de  façon  à  les  rendre 
visibles  dans  une  expérience  de  cours.  (Comptes  rendus,  10  juin  et 
14  octobre  1895.) 

•429.  équilibre  relatif  à  la  surface  de  la  Terre.  —  Nous  regarderons  la 
Terre  comme  un  solide  animé  d'un  mouvement  de  rotation  de  vitesse  an- 
gulaire constante  co  autour  de  la  ligne  des  pôles  PP';  nous  laissons  donc 
de  côté  l'influence  que  peut  avoir  sur  le  mouvement  ou  l'équilibre  des 
points  placés  sur  la  Terre  la  translation  de  la  Terre  autour  du  Soleil.  Si 
Too  prend  pour  unité  de  temps  la  seconde  de  temps  sidéral,  la  vitesse 
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angulaire  o)  a  pour  valeur 


2ir 


:  elle  est  donc  exprimée  par  un  nombre 


24 .  60* 
très  petit. 

Soient  P  le  pôle  nord,  EE'  le  plan  de  Téquateur.  Pour  traiter  un  problème 
précis,  cherchons  la  position  d'équilibre  relatif  d'un  fil  à  plomb  OM  sus- 
pendu en  un  point  0  invariablement  lié  à  la  Terre.  La  position  d'équilibre 
OM  que  prend  le  fil  est,  par  définition,  la  verticale  du  point  M;  Tangle  ). 
que  fait  ce  fil  avec  le  plan  de  Téquateur  est  la  latitude  du  point  M  ;  nous 
désignerons  par  p  la  distance  MQ  du  point  à  Taxe  de  la  Terre  PP';  ces 
éléments  sont  tous  fournis  par  l'observation  {fig^  255). 


Fig.  255. 


Les  forces  qui  agissent  sur  le  point  M  sont  l'attraction  de  la  terre  A  et 
la  tension  T  du  fil;  ces  deu\  forces  ne  se  font  pas  équilibre,  carie  point  M 
n'est  pas  animé  d'un  mouvement  absolu,  rcctilignc  et  uniforme.  La  force  T 
a  pour  intensité  ce  que  nous  appelons  le  poids  m  g  du  point  matériels 
elle  est  dirigée  en  sens  contraire  du  poids;  l'angle  a  que  fait  la  direction 
OM  du  fil  à  plomb  avec  l'attraction  A  est  ce  qu'on  nomme  la  dévia- 
tion de  la  verticale  due  à  la  rotation  de  la  Terre,  Si  la  Terre  ne  tour- 
nait pas,  les  forces  A  et  T=  mg  se  feraient  équilibre;  elles  seraient  égales 
et  directement  opposées,  et  l'on  aurait  a  =  o. 

Pour  trouver  les  conditions  d'équilibre  relatif,  nous  pouvons  regarder 
la  Terre  comme  ^\y^(t^  à  condition  d'ajouter  aux  forces  A  et  T  qui  agissent 
sur  le  mobile  la  force  centrifuge  *;  comme  le  mouvement  de  la  Terre  est 
une  rotation  uniforme  autour  de  PP',  cette  force  *  est  égale  à  /wcu*p  et 
dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  QM  du  parallèle  de  M.  Si  nous 
admettons  que  la  verticale  OM  est  dans  le  plan  PMP',  l'angle  de  *  avec 
OxM  est  la  latitude  X  du  point  M.  Les  trois  forces  A,  T,  <ï>  se  faisant  équi- 
libre sont  dans  un  même  plan,  le  plan  de  T  et  *  qui  est  connu  en  chaque 
point  M  de  la  Terre;  chacune  d'elles  est  égale  et  opposée  à  la  résultante 
des  deux  autres.  Le  poids  qui  est  égal  et  opposé  à  T  est  donc  la  résul- 
tante de  V  attraction  et  de  la  force  centrifuge. 

Dans  le  plan  des  trois  forces  A,T,  *,  la  somme  des  projections  des  forces 
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sur  deux  directions  est  nulle;  projetons  sur  la  verticale  MO  et  sur  l'iiori- 
zontale,  nous  aurons  les  deux  conditions 

(i)  Acosa  —  mg — m(o*pcosX  =  o, 

(•>.)  Asina  —  moj'psinX  =  o, 

qui  donnent  Acosa  et  Asina  et  permettent,  par  suite,  de  calculer  A  et  a 
en  chaque  point  de  la  Terre.  Ces  quantités  varient  avec  la  latitude  : 

A  réquateur  X  est  nul  et  par  suite  a  aussi.  En   appelant  Aq,  ^o>  po  ^^^ 
valeurs  correspondantes  de  A,  g^  p,  on  a,  d'après  (i), 

mgQ  =  A'o — /n(D«po  =  Aq  (  i ï~"^  j' 

Calculant  Aq   par  cette  relation,  on   trouve   que  le  rapport  qui  figure.' 
dans  la  parenthèse  est  sensiblement  éeal  à  —7-  ou  à  — rî  on  a  donc 


mgo=  Ao  (^i—^j 


Par  conséquent,  si  la  Terre  tournait  dix-sept  fois  plus  vile,  un  corps 
placé  à  réquateur  serait  dépourvu  de  poids.  Au  pôle,  on  a  p  =  o,  X  =  <jo", 
a  est  encore  nul  d'après  (2),  et  d'après  (i)  rng  devient  égal  à  A;  tout  se 
passe  donc  comme  si  la  Terre  ne  tournait  pas;  ce  qui  est  évident,  car  le 
lieu  de  l'observation  est  sur  l'axe  de  rotation. 

Dans  ce  qui  précède  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la 
forme  de  la  Terre;  nous  avons  seulement  supposé  la  verticale  OM 
située  dans  le  pian  PMP'.  Voyons  ce  que  deviennent  les  formules 
si  Ton  fait  les  hypothèses  suivantes  qui  ne  donnent  ([u'une  pre- 
mière approximation.  Supposons  la  terre  spliérique  et  admettons 
que  l'attraction  A  est  dirigée  vers  le  centre  C  et  a  la  même  inten- 
sité en  tous  les  points  de  la  Terre,  A  =  Aq.  On  a  alors,  dans  le 
triangle  CMQ,  en  appelant  Oq  le  rayon  delaTerre  :p  =  poeos(A — a), 
et  la  formule  (2)  donne 

sina  =  — T— i—  cos(A—  a)  sin/  =  -—  cos(A —  a)  siii  a. 
Aq  2oy 

L'angle  a  étant  très  petit,   développons  les  deux  membres  dt» 
celle  formule  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  a  et  né- 
gligeons les  termes  qui   contiennent  les   carrés  de  a  et  le  pro- 
II.  20 
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diiil  -r-  a  :  nous  aurons  la  formule  approchée 

a  =  -  -  cosX  sinX. 

Celte  formule  montre  que  la  déviation  de  la  verticale  est  maxi- 
mum à  la  latitude  de  /\5'\ 

En  nous  reportant  à  la  formule  (i)  nous  aurons,  en  tenant 
compte  de  l'expression  p  =  poCOs(X  —  a),  et  faisant  les  mêmes 
approximations, 

mg  =  Ao     cosût rr-  cos(X  —  a)cosX     =  Ao(i ^  cos*X  j  . 

430.  Mouvement  relatif  à  la  surface  de  la  Terre.  —  Soit 
O  un  point  fixe  au  Heu  de  l'observation,  prenons  pour  axe  des  z 
du  trièdre  mobile  la  verticale  du  lieu  considéré  dirigée  vers  le  bas; 
pour  axe  des ^  la  tangente  au  parallèle  vers  Test,  et  pour  axe 
des  X  la  perpendiculaire  à  ces  deux  droites,  tangente  au  méri- 
dien, dirigée  vers  le  sud. 

Le  mobile  M  est  soumis  à  deux  forces  réelles  :  l'attraction  de  la 
icrre  A  et  la  résultante  F(X,  Y,  Z)  des  forces  qu'on  fait  agir  sur 
ce  point.  Pour  avoir  le  mouvement  relatif,  nous  supposerons  la 
Terre  immobile  en  appliquant  au  point  M  la  force  centrifuge  <I>  et 


2.56. 


la  force  centrifuge  composée  <!>'.  L'attraction  de  la  Terre  et  la 
force  centrifuge  <ï>  ayant  pour  résultante  le  poids  mff  du  corps, 
dirigé  suivant  la  verticale  (n"  i29),  il  nous  suffira  de  calculer 
la  force  centrifuge  composée  4>'.  A  cet  efl'ct,  cherchons  les  coin- 
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posantes/?,  9,  r  suivant  les  axes  mobiles  de  la  rotation  instan- 
tanée (o;  on  voit  immédiatement  que  le  segment  Oto,  représen- 
tant la  rotation  instantanée,  est  parallèle  à  la  ligne  des  pôles  et 
doit  être  dirigé  vers  le  sud,  puisque  la  Terre  tourne  de  Touest 
à  l'est.  Ce  vecteur  Oto  a  donc  pour  projections 


p=  u)  cos\OxjOtsi)  =  lû  cos'kj        q  =  Oj         r=tosinX. 

Les  projections  de  la  force  centrifuge  composée    sont  alors, 
d'après  les  formules  générales  du  n"  419, 


-Amtasm 


,   ^dr  I      .    ^  dx  \dz\  ^  dy 

dt  \  dt  dt]  dt' 


et  Ton  a,  pour  les  équations  du  mouvement  relatif, 


d'^x       „  '    -,  dy 

m  — TT  =  A  -f-  2/11(0  siii  A  -/-  > 
dt-  dl 

d^y       V  f  .    ^  dx  ^  dz\ 


dt* 


.    ^  dx  .  dz\ 

=  Y —  2/noj  (  sin  A  -; cosA  -,-  ) 

\  dt  dt  I 


y7î   f  dv 

m  ~i-7  =  m£^  -+-  Z —  2 m  (I)  cos  X  ->-  • 
dt*  dt 

11  est  bien  entendu  que  ces  formules  ne  sont  applicables  que 
tant  que  le  mobile  reste  assez  près  du  point  O  pour  que  l'on 
puisse  considérer  la  pesanteur  comme  parallèle  à  Oz,  et  égale 
à  mg. 

Si  l'on  fait  sur  ces  équations  la  combinaison  analytique  qui 
donne  l'équation  des  forces  vives,  on  a 

d =\dx-k-y  dy  -^Zdz-h  mgdz , 

caries  termes  en  o>  disparaissent. 

Si  donc  il  existe  pour  (X,  Y,  Z)  une  fonction  de  forces  U;  on 
a  l'intégrale  première 

niv* 


2 


=  U  -H  mgz  -h 


i31.  Chute  libre  d'un  point  pesant. —  Nous  supposerons  que  la  chute 
s'effectue  dans  le  vide  :  alors  X,  Y,  Z  sont  nuls  et  les  équations  du  mou- 
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vemenl  sont 

d>x  ,    ^  dy 

/  X  ]  d^y  /  .    ^  dr  y  dz\ 

d'^z  ^  dy 

Nous  supposerons  que  le  mobile  part  de  Torigine  sans  vitesse  relative 
nitiale.  Les  seconds  membres  des  équations  du  mouvement  étant  des  dé- 
rivées exactes,  nous  pouvons  intégrer  une  première  fois  et  nous  avons,  en 
tenant  compte  des  conditions  initiales, 

dx  .    ^ 

— -  =  210  V  sin  A, 

dt  ^ 

(•i)  {  -j-   =  —  20j(a:sinX  —  -scosX), 

'a/ 

dz 

-^  =  g't  —  1  My  cos  X. 

Pour  terminer  l'inlégration,   on  peut   dans  l'équation  qui  donne ^ 

remplacer  -j-i  -j-  par  leurs  valeurs,  ce  qui  donne 

fit  y 

équation  linéaire  du  second  ordre  que  l'on  peut  intégrer  oxactoment. 

Mais  conime  tu  est  très  petit,  on  obtient  une  approximation  bien  suffi- 
sante en  développant  x,  y^  z  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
croissantes  de  w  et  se  bornant  aux  premiers  termes. 

Essayons  donc  de  vérifier  les  écjuations  (2)  par  les  séries 

/  j- —  j-g-f- co.r, -i- oj-j^2-i-. . ., 
(  î  )  \y^  ..Ko  -r  w^Ki  -^  w  Vi  -T-  .  .  . , 

\    ^   ^   ^0  -:-  tO  ^1  -f-  OJ*  Z-i~  .  .  .  , 

tlans  lesquelles  x^,  y^).  Zq,  5"i,  j'i,  ^i,  etc.  sont  des  fonctions  de  t  s'annu- 
lant,  ainsi  que  leurs  dérixées  premières,  pour  f  =  o.  Substituant  ces  déve- 
loppements dans  les  équations  (2)  et  égalant  les  coefficients  des  mêmes 
puis>ances  de  oj,  il  vient  d'abord 

dx,^  r/>'o  dzo 
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d'où,  en  intégrant, 


^0  =0,        ^0  =  0,         -^0  = 


Knsuile  on  trouve 


-jj  =  gt'cosl. 

dz\ 

de  ="' 

Xi  =  0, 

^1  =  -3-  cosA, 

«1  =  0, 

et  ainsi  de  suite.   De  sorte  que,   si  Ton  néglige  les  termes  en  u)^  dans  les 
développements  (3),  on  a  pour  valeurs  approchées  de  x^y^  z 

X  =  O^  Y  —  M  --,—  COS  A,  Z  = 


Le  point  reste  donc  dans  le  plan  des^^,  mais  au  lieu  de  tomber  sui- 
vant la  verticale,  comme  il  arriverait  si  la  Terre  ne  tournait  pas,  il  est 
légèrement  dévié  vers  l'est  car  j^  est  positif.  Dans  le  plan  des  ^2  le  point 
décrit  la  parabole  semi-cubique 

3/2^^  =  4tJ>>2*  cosX. 

Cette  équation  permet  de  calculer  la  déviation  vers  l'est  pour  une  hau- 
teur de  chute  donnée  z. 

En  poussant  l'approximation  plus  loin,  on  trouve  pour  x  la  \alcur 

(0*  sinX  cosX  — r- : 

0 

outre  la  déviation  vers  l'est,  dont  nous  venons  de  parler,  il  y  a  une  nou- 
velle déviation,  presque  insensible,  \ers  le  sud. 

Si  l'on  veut  avoir  la  vitesse  du  mobile,  il  suffit  d'appliquer  le  throrème 

des  forces  vives  qui  donne  immédiatement  pour  la  vitesse  la  Milcuv  y^^iifz. 

432.  Pendule  de  Foucault. —  Nous  allons  étudier  le  mouvement  d'un 
pendule  sphérique  de  longueur  /,  en  tenant  compte  du  mouvement  de  rota- 
tion de  la  Terre.  Conservons  les  mêmes  axes  que  dans  la  question  précé- 
dente, l'origine  étant  le  point  de  suspension  du  pendule;  les  forces  qui 
agissent  sur  le  mobile,  en  dehors  de  Taltraclion  de  la  Terre,  se  réduisent  à 
la  tension  du  fil,  que  nous  appellerons  mN;  les  projections  de  cette  force 

X  V  z 

étant  —  mN  j>  —  /iiN  y  >  —  /nN  -j»  les  équations  du  mouvement  relatif 
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seront  alors 

l  d'X  ^.  X  .    ^  dy 

I   — T—    —  —  rs  -y  -i-  2(0  sin  À  -7-  > 
i    dl*  i  dt 

(■>  1  rfi  =  -  ^ 7  -  '^^  (^'"^^  rfï  - *^"*^  di )  ' 

d^z  z  .  dy 

Les  équations  difTércntielles  du  mouvement  sont  d*une  intégration  dif- 
ficile; on  peut  chercher  à  les  intégrer  par  approximations  successives; 
on  opérerait  comme  dans  la  question  précédente.  Abandonnons  le  cas 
général  et  plaçons-nous  dans  celui  où  les  oscillations  ont  une  amplitude 

très  petite;  notre  approximation  consistera  à  regarder  7 4  et  leurs  dé- 
rivées d'une  part,  w  d'autre  part,  comme  de  petites  quantités  du  premier 
ordre,  et  à  négliger  leurs  carrés  et  leurs  produits  vis-à-vis  des  quantités 
finies.  A  cet  ordre  d'approximation  nous  aurons  constamment  ^  =  /,  car 
l'équation  de  la  sphère  sur  laquelle  se  meut  le  point  pesant  donne 


1 


j;î^  Y\\t 


l^ 


) 


Z=    lll 
X-  >'- 

et,  en  négligeant  ^  et  '-,- y  z=  /. 

La   troisième   équation   du   mouvement  donne  alors  N  =  ^;  en  portant 

cette  valeur  avec  z  =  l  dans  les  deux  premières,  celles-ci  se  transforment 

en 

i  d^x  i[*  .    .   dy 

\    dt^  l  dt 

il) 

I  d'y  g  .    .   dx 

f  —, —  — -y  —  2  to  sin  A  -7-  • 

\  df^  l  -^  dt 

Ces  deux  équations  définissent  le  mouvement  du  pendule  qui  se  fait 
sensiblement  dans  le  plan  tangent  au  point  le  plus  bas  de  la  sphère,  comme 
il  résulte  de  la  valeur  z  =  L 

Les  équations  (2)  sont  linéaires  et  à  coefficients  constants  on  pourrait 
donc  les  intégrer  rigoureusement  par  des  quadratures,  mais  nous  allons 
employer  une  autre  méthode.  Formons  la  combinaison  analytique  des 
forces  vives 


e/i 


.* 


rr 


—  -  (xdx-^ydy), 


2  / 

et  intégrons  en  appelant  r  et  0  les  coordonnées  polaires  de  la  projection 
du  pendule  sur  le  plan  des  jy,  il  vient 
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faisons  maintenant  une  combinaison  analogue  à  celle  des  moments  en 
ajoutant  les  équations  (2)  respectivement  multipliées  par  — y  ç\  x^  nous 
aurons 

d  I    dy  dx\  ,    ^  /    dx  dy\ 

dt\     dt       -^  dt  I  \    dt        -^  dt  I 

équation  intégrable  qui  donne,  en  posant  u)  sinX  =  xa'  et  passant  au\  coor- 
données polaires, 

<4)  ,-.g=-u.V.+  C. 

Ca$  particulier,  —  Traitons  d'abord  un  cas  particulier  :  le  pendule 
étant  en  équilibre  dans  la  verticale,  donnons-lui  une  petite  impulsion;  il 
se  met  à  osciller.  Alors  à  Tinstant  initial  on  a  r  =  o;  Téquation  (4) 
montre  que  la  constante  C  doit  être  nulle  et  cette  équation  se  réduit  à 

Donc  le  pendule  semblera  osciller  dans  un  plan  qui  tourne  d'un  mouve- 
ment uniforme  autour  de  la  verticale  O^  dans  le  sens  négatif,  avec  une 

vitesse  angulaire  eu';  ce   plan    fera   un   tour  complet  dans  le  temps  —7 

94*»    .  . 

ou    .    V  (temps  sidéral)  qui,  pour  Paris,  est  de  Si**  environ. 

Cas  général.  —  Revenons  maintenant  au  cas  général  des  petites  oscil- 
lations; Téquation  (4)  s'écrit 


-(S--)=-^- 


Si  donc  on  désigne  par  <p  l'angle  0  -♦-  co'^,  on  a  l'équation 
(5)  .'^=C. 

analogue  à  Téquation  des  aires.  Les  quantités  r  et  g  sont  les  coordonnées 
polaires  relatives  de  la  projection  horizontale  M  par  rapport  à  un  système 
d'axes  Oj^i^i  tournant  autour  de  la  verticale  0^  dans  le  sens  négatif 
avec  la  vitesse  constante  to',  car  arOari  étant  pris  égal  à  w'/,  a^iOM  est 
0  -t-  Cl)'/  ou  ç  {fig.  '>t57). 

Avec  les  nouvelles  variables  l'équation  (3)  devient 


(£)'--[(S)'---"'S]"f--'- 


Eq  remplaçant  r*  -^  par  G  et  en  négligeant  les  termes  du  quatrième 
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(irJrc,  tù'^r^  devant  ceux  du  deuxième,  il  reste  en  désignant  par  h'  une 
nouvelle  constante, 


^6) 


(iO'-KïO"-?'-''- 


Les  équations  (5)  et  (6)  sont  identiques  aux  équations  des  aires  et  des 
forces  vives  dans  le  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  cent4'e  fixe  0 
proportionnellement  à  la  distance. 

Fig.  2i)7. 


Le  mouvement  du  point  M  par  rapport  aux  axes  Xi  O  j'i  est  donc  identique 
au  mouvement  absolu  d'un  point  M  attiré  par  un  centre  fixe  O  propor- 
lionnellcment  à  la  distance.  D'après  ce  que  Ton  a  vu  dans  le  n^  223,  le 
point  M  décrit  par  rapport  aux  axes  jtiO  Vi  une  ellipse  de  centre  O,  la 

durée  (le  la  révolution  du  point  sur  l'ellipse  étant  Ti  =  9.Tr4 /  — - 

Comme  les  axes  ariOj'i  tournent  dans  le  plan  horizontal,  on  voit  que  le 
point  IM  parcourt  une  petite  ellipse  horizontale  de  centre  O  qui  tourne  dan? 
i(*  sens  négatif  autour  de  son  centre  avec  une  vitesse  angulaire  tu',  de  façon 

à  faire  un  tour  entier  dans  le  temps  T  —  -^  =  Sti**  pour  Paris. 

l'Jjrpcrience  de  Foucault.  —  Dans  la  célèbre  expérience  du  Panthéon, 
le  pendule  était  écarté  de  sa  position  initiale  et  rattaché  à  un  mur  par  un 
m.  Le  pendule  étant  ainsi  immobile  par  rapporta  la  Terre,  on  brûle  le  fil 
t'I  le  pendule  se  met  en  mouvement.  Dans  ces  conditions  la  vitesse  initiale 
<lu  pendule  par  rapport  aux  axes  Oxyz  liés  à  la  Terre  est  nulle,  les  valeurs 

iriitialcs  do  -7-  et  —  sont  donc  nulles.  La  valeur  initiale  de  r  que  nous 


dt        dt 


dr 


appellerons  a  est  donc  un  axe  de  l'ellipse,  car  -7-  commençant  par  être 
nul,  la  valeur  initiale  de  r  est  un  maximum  ou  un  minimum.  La  rela- 
tion (4)  dans  laquelle  on  fait  r  =  a,  -j~  =0,  donne  alors  C  =  a'w'.  La 

valeur  initiale  de  -5^  est  positive  et  égale  à  w'  :  donc,  dans  l'expérience  de 
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Foucault,  le  pendule  parcourt  l'ellipse  dans  le  sens  positif  des  rotations 
autour  de  Oz,  en  même  temps  que  la  petite  ellipse  tourne  dans  le  sens  né- 
gatif.  Le  phénomène  est  donc  nettement  différent  de  celui  qui  se  présente 
dans  le  pendule  conique  quand  on  néglige  Tinfluence  de  la  rotation  de  la 
Terre,  car  dans  ce  dernier  cas,  en  poussant  l'approximation  plus  loin,  Tex- 
trémité  du  pendule  semble  décrire  une  petite  ellipse  qui  tourne  dans  le 
sens  dans  lequel  elle  est  parcourue. 

Théorème  de  Chevilliet,  —  Dans  les  équations  précédentes  G  désigne 
la  constante  des  aires  pour  le  mouvement  du  point  décrivant  la  petite 
ellipse  par  rapport  aux  axes  x^O y^.  Soient  «  et  6  les  deux  axes  de  cette 
ellipse,  T|  la  durée  de  la  révolution  du  point  sur  l'ellipse,  G  a  pour  valeur 

— = — ;  d  autre  part  on  a  trouvée  =  a*io  .  Egalant  ces  deux  expressions,  on  a 

t  -  ll^  -  Il 
a         '?.T^  T 

T  désignant  comme  plus  haut  la  durée  d'une  révolution  de  l'ellipse  autour 
de  son  centre. 

Ainsi  les  deux  axes  de  Vellipse  mobile  sont  entre  eux  comme  les 
durées  de  roscillation  complète  et  de  la  révolution  de  l'ellipse.  Dans 

Tcxpérience  du  Panthéon  /  =  G?*",  a  =  S"*,  Tj  -  iCy^:  T  =:^  3a*',  -  =  — ^; 
.  a       7'iioo 

Tellipse  est  donc  extrêmement  aplatie. 

Pour  une  étude  plus  approfondie  du  pendule  de  Foucault  nous  renver- 
rons aux  Mémoires  de  M.  de  Sparro.  (Savants  étranfi^ers;  iSc^ï  cl  Annales 
de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles^  i4*  année;  1890-1891). 

433.  Gyroscope.  —  Le  gyroscope  de  Foucault  est  un  corps  pesant  de 
révolution  suspendu  par  son  centre  de  gravité  autour  duquel  il  peut 
tourner  dans  tous  les  sens. 

L'étude  du  mouvement  du  gyroscope  de  Foucault  a  fait  l'objet  de  nom- 
breux et  savants  Mémoires,  dont  M.  Gilbert  a  donné  l'analyse  complète 
dans  une  intéressante  Notice  intitulée  :  Étude  historique  et  critique  du 
problème  de  la  rotation  d^un  corps  solide  {Annales  de  la  Société 
scientifique  de  Bruxelles,  2*  année;  1878).  Ainsi  que  le  fait  remarquer 
M.  Gilbert,  les  auteurs  de  ces  Mémoires  se  sont  |)lacés  à  deux  points  de 
vue  différents  pour  traiter  le  problème,  les  uns,  parmi  lesquels  Hour(i)ct 
Lottncr,  ont  supposé  que  l'attraction  de  la  Terre  était  constante  dans  l'é- 
tendue occupée  par  le  corps;  les  autres,  parmi  lesquels  Quot('),  M.  Resal 
et,  plus  tard,  M.  Gilbert,  ont  supposé  que  c'était  la  pesanteur  apparente, 
c'est-à-dire  la  résultante  de  l'attraction  de  la  Terre  et  de  la  force  centri- 
fuge qui  était  constante.  Lorsque  l'on  ne  se  préoccupe  que  de  prouver  la 


(')  Journal  de  Liouville;  i8G3. 
(•)  Jbid.;  i853. 
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rotation  de  la  Terre  par  la  concordaDce  des  résultats  de  la  théorie  trec 
ceux  de  rcxpérience,  Tune  et  l'autre  hypothèse  sont  également  accepta- 
bles, car  les  équations  auxquelles  elles  conduisent  ne  différent  que  par  des 
termes  dépendant  du  carré  de  la  rotation  diurne,  termes  assurément  oé- 
gligcables;  mais  la  première  hypothèse  offre  du  moins  Tavantage  de  cos- 
duire  à  une  solution  plus  simple,  puisque  Bour  l'obtient  par  desfonctioDi 
circulaires,  tandis  que  Tautre  hypothèse,  plus  généralement  adoptée,  coi- 
duit  aux  fonctions  elliptiques. 

L*hypothèse  que  l'attraction  de  la  Terre  seule  est  constante  offre  ob 
second  avantage,  non  moins  appréciable  pour  un  problème  de  cette  natoif, 
celui  de  conduire  à  la  solution  rigoureuse  par  un  raisonnement  élémentaire 
de  quelques  lignes,  que   nous  empruntons,  ainsi  que  les  indications  qui 
précèdent,  à  une  \ole  de  M.  Guyou  {Comptes  rendus,  16  avril  i888). 

Considérons  un  solide  homogène  pesant  de  révolution  suspendu  par  so^ 
centre  de  gravité  G.  Les  forces  agissant  sur  le  corps  sont  l'attraction  <ie^* 
Terre  et  la  réaction  Q  du  point  de  suspension  G  :  les  dimensions  de  l'^V 
pareil  sont  assez  petites  pour  que  les  attractions  de  la  Terre  sur  les  ni^^^*' 
cules  du  corps  soient  parallèles  et   proportionnelles  aux  masses  de       ^^ 
molécules;  ces  attractions  ont  dès  lors  une  résultante  A  appliquée     ^^ 
centre  de  gravité  G.  Ce  point  G  n'est  pas  absolument  fixe,  car  il  est      ^  "* 
traîné  dans  le  mouvement  de  la  Terre.  Appelons  J  Taccélération      ^^^ 
possède  à  chaque  instant  ce  point  G.  \ous  allons  étudier  le  mouvei»^^" 
du  corps  par  rapporta  des  axes  Gx'y' z',  àc  directions  absolument /^-^^^^ 
ayant  le  point  G  pour  origine.  Nous  pourrons  regarder  ces  axes  cor»^*^^ 
fixes,  à  condition  (l'ajouter  aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  les  di^^' 
renls  points  du  système  les  seules  forces  centrifuges.  Ces  dernières  éta^^ 
—  mJ  sont  ])arallèlcs  et  proportionnelles  aux  masses  :  elles  ont  donc  avs^* 
une  résultante  *  appliquée  au  centre  de  gravité  G.  Le  mouvement  du  corp-^ 
par  rapport  aux  axes  Gx'yz'  est  donc  identique  au  mouvement  d'un  solide 
de  révolution  suspendu  par  un  point  absolument   fixe  G  de  son   axe  et 
sollicité   par  des   forces  admettant  une  résultante  unique  passant  par  le 
point  fixe.  Or  ce  mouvement  a  été  étudié  en  détail.   L'axe  G 7  du  plan  du 
maximum  des  aires  est  invariable,  c'est-à-dire  pointé  vers  la  même  étoile, 
et  l'axe  de  révolution   de   l'instrument  décrit  d'un  mouvement  uniforme 
un  cône  circulaire  autour  de   cette  direction.   Enfin   le   mouvement  par 
rapi)orl  à  la  Terre  est  le  résultat  de  la  superposition  du  mouvement  diurne 
à  ce  mouvement  simple. 

Par  exemple,  si  les  conditions  initiales  sont  telles  que  l'instrument  com- 
mence par  tourner  autour  de  son  axe  de  révolution  (axe  principal  d'inertie 
relatif  au  point  G),  ce  mouvement  de  rotation  persistera  indéfiniment, 
l'axe  conservant  une  direction  absolument  fixe  dans  l'espace.  Donc,  dans 
ce  cas,  l'axe  de  l'instrument  restera  pointé  vers  la  mémo  étoile  et,  pour 
l'observateur  placé  sur  la  Terre,  il  suivra  l'étoile  dans  son  mouvement 
diurne.  Ce  mode  de  raisonnement  conduit  aux  mêmes  résultats  que  l'ana- 
lyse de  Bour  (Journal  de  Liouville;  i863). 
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Si,    au  lieu  de  considérer  un  solide  de  révolution,  on  considérait  un 
solide  quelconque  suspendu  par  son  centre  de  gravité,  le  mouvement  du 
corps  par  rapport  aux  axes  Qtx' y z'  de  directions  fixes  serait  un  mouve- 
ment à  la  Poinsot,  et  le  mouvement  du  corps  par  rapport  à  la  Terre  s'ob- 
tiendrait en  combinant  ce  mouvement  à  la  Poinsot  avec  le  mouvement 
diurne.  Cest  le  résultat  qu'aurait  obtenu  Bour  s'il  avait  poussé  jusqu'au 
bout  l'analyse  qu'il  n'a  fait  qu'indiquer  pour  ce  cas  général. 

(GuYOU,  loc,  cit.). 
Le  procédé  employé   par  Foucault  pour  suspendre  un   tore  par  son 
centre  de  gravité  est  le  suivant.  Un  premier  anneau  tourne  autour  d'un  axe 
fixe  vertical  CC  :  un   deuxième  anneau   tourne  autour  d'un  axe  BB'  qui 


rig.  258. 


^«)ïncide  avec  le  diamètre  du  premier  anneau  perpendiculaire  à  CC;  enfin, 
'^  tore  tourne  autour  d'un  axe  AGA'  coïncidant  avec  le  diamètre  du 
Second  anneau  perpendiculaire  à  BB'. 


EXERCICES. 

1.  Trouver  le  mouvement  relatif  d'un  point  pesant  sur  un  plan  horizontal,  en 
tenant  compte  du  mouvement  de  la  Terre. 

Réponse.  —  En  prenant  les  axes  du  n"  430,  on  voit  que  le  point  reste  dans 
le  plan  des  xy^  2  =  0;  la  seule  force  appliquée,  autre  que  Tattraction,  est  la 
réaction  normale  N  du  plan.  Les  équations  du  mouvement  sont  alors 


d^x  .   ^  dy 


rf'y  .    ^  dx 


o  =  m  g  —  N  —  jmo)  cosX  - 


dy 


dt 


La  dernière  équation  donne  la  réaction  qui  diiïcrc  un  peu  du  poids  du  corps, 
4  cause  du  terme  en  u).  Les  deux  premières  définissent  le  mouvement  dans  le 
plan  des  xy.  En  appliquant  le  théorème  des  forces  vives,  on  trouve  que  la  vitesse 
relative  y  du  mobile  est  constante  et  égale   à  v^.  Désignant  par  a  l'angle  de 

la  vitesse  avec  Oxy  on  a  donc  -j-  —  v.cosa,  -j-  rrc^^sin  a.  Ces  ex  pressions,  portées 
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-7-= — 2<i)siqa:  comm^    .^ 
dt  '  dt 


dans  les   équations  du  mouvement^  donnent -j- = — 2<i)sinX;  comme -7- =  t'a* 


s  désignant  l'arc  de  la  trajectoire,  on  a 


ds  v^ 


dx  au)sinX 

Le  rayon  de  courbure  p  est  donc  constant  et  la  trajectoire  est  un  arc  de  cercle 
(le  très  grand  rayon. 

2.  Traiter  directement  par   la   Théorie   du   mouvement  relatif  les  problén»^* 
traités  dans   le  premier  Volume  par  la  méthode  de  Lagrange  :  p.  44^>  "**  ^^ 
p.  455,  problèmes  '22  et  23;  p.  4*^^»  problème  2. 


I 


1^ 


3.  Mouvement  relatif  d'un  point  pesant  glissant  sur  une  droite  tournant  un 
formément  autour  d'un  axe  vertical  fixe  Oz  qu'elle  ne  rencontre  pas. 

Soient   OC   la   perpendiculaire  commune  à  Taxe  Oz  et  à  la  droite,  CM  =  r 

distance  du  mobile  au  point  C,  et  a,  l'angle  de  la  droite  avec  l'axe.  L'équali«T» 

du  mouvement  est 

d'r        ,      . 

-r-^  —  w'rsin'a  =  —  g  cos  a, 

équation  linéaire  à  coefficients  constants  avec  second  membre  constant. 

Le  point  se  meut  comme  si  la  droite  était  fixe  et  si  le  point  était  repoussé  I^-^ 
la  position  d'équilibre  relatif,  proporlionneilement  à  la  distance. 

\.  Si,  dans  toute  l'ctenduc  de  la  trajectoire  d'un  point  pesant  dans  le  vide  à      ' 
surface   do   la  Terre,  on  regarde  raltraclion  comme  constante  en   grandeur      * 
direction,  le  point  semble  décrire  par  rapport  à  la  Terre  une  parabole  qui  tour 
uniformément  aulr)ur  d'un  certain  axe. 

IJour  (les  formules  que  donne  Hesal  dans  les  XoineUes  Annales,  1871,00 
<luisent  précisément  à  ce  résultat). 

f).  .Mouvement  de   chute  d'un  [)()Int  pesant  dans  le  vide,  quand  on  regarde    ^ 
Terre  comme  un  eIIipsoY<le  de  révolution  homogène  et  aplati. 

(1)K  Saixt-Geiim.mn,  youvelies  Annales^  3"  série,  t.  II,  iS83). 

G.  Un  tore  pisant  et  homogène  T  est  mobile  autour  d'un  diamètre  équatorii^^ 
;0;'  horizontal;  ce  diamètre  est  animé  d'une  rotation   uniforme  w  autour  de  X    *** 
verticale  du  centre  O.   Kn   un    point  M   du  diamètre  équatorial   perpendiculaii""^ 
:^  \0\'  est  placé   un  poids  additionnel    m.   .Mouvement   du   tore  autour  du  dia»-    '^ 
mètre  ^O;'  (').  {Agrégation,  i.*?;',). 

.•^oit    OM  =  d;   V  et  C  les  moments  d'inertie  du   tore  par  rapport  à   un  dia»      " 
mètre  équatorial  et  par  rapport  à  l'axe  de  révolution. 

Le  uiouvernent  sera  défini  par  l'angle  0  du  rayon  OM  avec  la  verticale  de^cer^    " 
Jante. 


(  ')  Gilbert,  Mémoire  sur  l'application  de  la  méthode  de  Lagrange  à  diver 
problèmes  de  mouvement  relatifs  p.  276. 
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^'^quaiion  du  mouTcmcnt  est 

(A-t-mrf')O'—  (.)'(C  —  A  +  md'  )  sin  6  cosO  =  —  mgd  sin  8. 

''^  On  donne  une  surface  S  donl  Téqualion,  par  rapport  à  trois  axes  reclangu- 
^ircs  Ox,  Oy,  Ozy  est 

C  <iésigaaDt  la  base  des  logarithmes  népériens.  Un  point  matériel  M  dont  on 
Pftod  la  masse  pour  unité  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  surface  S;  il  est,  en 
outre,  soumis  à  l'action  de  forces  extérieures  données.  La  surface  S  tourne  avec 
*Be  vitesse  angulaire  constante  u  autour  de  la  droite  OA  dont  les  équations,  par 
npport  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz,  sont 

x  =  y  =  z. 

<*  Former  les  équations  diiïérentiellcs  qui  définissent  le  mouvement  relatif  du 
Roiot  M  sur  la  surface  mobile  S; 

3*  Calculer  la  réaction  N  de  cette  surface; 

^*  Étudier  ce  mouvement  relatif  en  supposant  le  point  xM  altiré  vers  le  point  O 
P^f  une  force  F  proportionnelle  à  la  distance  MO,  et  vers  le  plan  P,  mené  par 
»*  point  0  perpendiculairement  à  la  droite  OA,  par  une  force  F,  proportionnelle 
^  '^  distance  Mm  du  point  M  à  ce  plan  P. 

^3  intensités  des  forces  F  et  F„  à  l'unité  de  distance,  ont  respectivement  pour 
▼aleur  a'  et  3  a)». 

^  l*origine  du  temps,  le  mobile  M  se  trouve  au  point  ayant  pour  coordonnées 

X  =  ^  —  0.        z  =  i; 
^  plus  on  a,  au  même  instant, 


dx  _      2  0)  dy  _  a  w 


{Agrégation.) 


8.  Une  circonférence  de  rayon  R  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  tu 
autour  d'un  de  ses  diamètres  Ox  supposé  vertical. 

Mouvement  d'une  barre  homogène  pesante  AB,  dont  les  extrémités  glissent 
MDS  frottement  sur  la  circonférence. 

C  étant  le  milieu  de  la  barre,  soit  OC  =  a,  0  l'angle  de  OC  avec  la  verticale 
descendante  Ox,  MA:*  le  moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport  à  C,  le  tlico- 
rème  des  forces  vives  appliqué  au  mouvement  relatif  donne 


(S)- 


M  (A'-f-a»)  (  :77  )  =  iM^^rt  cosO  -f-  w'Sm/*^-+-  /t, 


où  r  désigne  la  distance  du  point  m  de  la  barre  à  Ox.  On  trouve  facilement 

Smr^rr  Ma^sin^e  -h  MA'cos^O. 

En  substituant,  on  a  Téquation  du  mouvement.  CosO  est  donné  en  t   par  une 
fonction  elliptique. 
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Si  a'=  k*  le  mouvement  est  pendulaire. 

Les  positions  d'équilibre  relatif  s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  -^^  • 

(Licence). 

9.  Stabilité  de  ^équilibre  relatif  d'un  point.  —  Il  est  important  de  remarquer 
que,  si  la  force  centrifuge  composée  n'intervient  pas  dans  la  recherche  de  Téqui- 
libre  relatif,  elle  apparaît  dès  que  le  point  se  meut  et  doit  entrer  eD  ligne  de 
compte  pour  la  recherche  de  la  stabilité. 

Voici  cependant  un  cas  particulier  qui  se  présente  fréquemment  et  dans  lequel 
on  peut  affirmer  que  l'équilibre  est  stable.  Supposons  que  la  force  donnée  F 
appliquée  au  point  m  et  la  force  centrifuge  —  mJ.  dérirent  tontes  deux  d*ane 
fonction  de  forces,  de  sorte  qu'on  ait 

U  étant  fonction  de  Xy  v,  z.  Dans  ces  conditions,  on  obtiendra  les  positions 
d'équilibre  relatif  du  point  m,  soit  libre,  soit  mobile  sur  une  courbe  ou  une 
surface  invariablement  liée  aux  axes  Oxyz^  en  cherchant  parmi  les  positions 
possibles  du  point  celles  qui  rendent  la  position  U  maximum  ou  minimum.  Si, 
dans  une  certaine  position,  U  est  maximum,  c'est  une  position  d'équilibre  #la6le. 
En  effet,  si  le  point,  étant  écarte  de  sa  position  d'équilibre  et  lance  avec  une 
petite  vitesse  relative,  se  met  en  mouvement,  la  force  centrifuge  composée  vient 
s'ajouter  aux  autres  forces;  mais,  comme  son  travail  est  nul,  on  a  l'intégrale  des 
forces  vives 

=  U-h  A, 

à  laquelle  on  pourra  appliquer  tous  les  raisonnements  faits  pour  la  stabilité 
de  réquilibrc  dans  le  mouvement  absolu  (N"'  208,  245,  2G7);  raisonnements  qui 
reposent  uniquement  sur  l'existence  de  l'intégrale  des  forces  vives.  Ainsi,  dans 
l'exemple  du  n**  420  (équilibre  relatif  d'un  point  pesant  sur  une  courbe  plane 
tournant  autour  d'une  verticale  de  son  plan),  on  a 

U  =  —  mgz  -h  \  mw'p'. 

Ou  peut  alors  vérifier,  par  cette  méthode,  que,  pour  le  cercle  tournant,  la  posi- 
tion  cosa  =  -^  est  stable  quand  elle  existe. 
Les  mêmes  remarques  s'appliquent  ù  l'équilibre  relatif  des  systèmes. 
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PRINCIPE  DE  D'ALEMBERT. 


L  -  ÉQUATION  GÉNÉRALE  DE  LA  DYNAMIQUE. 

434.  Énoncé  du  principe.  —  Nous  avons  déjà  énoncé  le  prin- 
cipe de  d'Alembert  pour  un  point  matériel  (282).  Si  Ton  considère 
d^une  part  les  vecteurs  représentant  les  forces  appliquées  à  un 
point  m  el,  d'autre  part,  un  vecteur  I  appliqué  au  point,  égal  et 
oppose  au  produit  de  l'accélération  par  la  masse,  on  peut  inter- 
préter les  équations  du  mouvement  de  la  façon  suivante  :  il  y  a 
équilibre  à  chaque  instant  entre  les  forces  et  le  vecteur  I  qu'on 
appelle  ybrce  d'inertie. 

Soit  alors  un  système  de  n  points  /??<,  /7?2,  .  . . ,  mn  en  mouve- 
ment; on  peut  dire  qu'il  y  a,  à  chaque  instant,  équilibre  entre 
toutes  les  forces  appliquées  aux  points  et  les  forces  d'inertie  de 
ces  points  To  I29  •  •  •  ?  !/<• 

435.  Équation  générale  de  la  Dynamique  pour  un  système  à 
liaisons  sans  frottement.  —  Soit  un  système  de  n  points   mi, 

/W2,  •••? 'Wrt  de  coordonnées  :ri,^i,  >Si,  a:2î^2î  ^2?  •••  assujettis 
à  des  liaisons  données,  réalisées  sans  frottement;  ces  liaisons 
peuvent  d'ailleurs  dépendre  du  temps.  Les  points  sont  sollicités 
par  des  forces  données. 

Appelons  (Xy,  Yy,  Zy)  les  projections  de  la  résultante  Fy  des 
forces  données  appliquées  au  point  /?2y.  D'après  le  principe  de 
d'Alembert,  il  y  a  équilibre  à  chaque  instant  entre  les  forces 
d*incrtie,  les  forces  données  Fy  et  les  forces  provenant  des  liaisons. 
Si  donc  on  imprime  au  système  un  déplacement  virtuel  quel- 
conque,  la  somme  des  travaux  des  forces  d'inertie,  des  forces 
données  et  des  forces  de  liaison  est  nulle.  Mais  si  le  déplacement 
virtuel  est  compatible  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  à  V instant  t, 
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la  somme  des  travaux  des  forces  de  liaison  est  nulle  d'elie-méme 
(n"  170);  donc  la  somme  des  travaux  des  forces  d^ inertie  et 
des  forces  données  est  nulle.  Appelons  Sxy,  oj-y,  Zzy  les  compo- 
santes d^un  déplacement  virtuel  du  point  /TZy  compatible  avec  les 
liaisons  qui  ont  lieu  à  Tinstant  t  ;  les  projections  de  la  force  d*iner- 

.     ,     ,  .    .  .  d^x^f  d*y\  </*«v 

lie  Iv  du  point  Wv  sont  — m^—j—f  — '^^"^^itT*  — ^^''^Jtt'*   ^"  ^ 

donc  Téquation 

(  -+-^Zv— mv-^jo5v     =o 

qui  constitue  Téquation  générale  de  la  Dynamique  des  systèmes 
sans  froUement. 

436.  Équations  du  mouvement  par  la  méthode  des  multiplica- 
teurs de  Lagrange.  —  Supposons,  ce  qui  n'est  pas  toujours  pos- 
sible, les  liaisons  exprimées  par  des  équations  finies,  entre  les 
coordonnées  des  points  et  le  temps, 


c^J 


/  ji^-^i*yij  -Il ^i-) y^i  ^2-  •  •  •  ' ^mym  -^«i  0  ^=  ^> 

1   fl{-'^\y  y\t  -^1  j  ^i'  }'-ii  '^ii  •  •  •  '  ^  ni  y  ni  ^ny  t)  =  <>» 

ï 

y //('^If  J'iî  ^ly  ^'i^yt'  ^2i    •  •  •  >  ^11;  y  m  ^/li  t  )  =  O, 


On  conçoit  comment  les  liaisons  peuvent  dépendre  du 
temps;  c  est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  quand  un  point  du  syslème 
est  assujelli  à  «j;liss(M'  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe  animée 
(l'un  mouvement  connu. 

Comme  pour  le  cas  de  Téquilibrc,  il  faut  supposer  le  nombre 
(les  é(|ualions  de  liaison  inférieur  à  3 /i  ;  si  ce  nombre  était  3/i,  le 
ujouvemcnt  du  svslùme  serait  déterminé.  Nous  poserons  encore 

/i  =  3  /j  —  A'. 

imprimons  au  sysl(>me  un  déplacement  \irtuel  ojCi^  o)'i,o:;i,  ..., 
ojc„,  ov„j  oz,i  compaliblc  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  à  l'instant  /. 
Ce  déplacement  devra  se  faire  de  façon  que  les  équations  (a),  dans 
lesquelles  t  poss('*de  la  valeur  numérique  qui  correspond  à  Tinstant 
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considéré^  soient  satisfaites;  on  aura  donc  les  relations  entre  les 
dtflerentielles  ix^^  ùy^,,  Zz^^  en  difTérenliant  les  équations  de  liai- 
SODS  où  t  sera  considéré  comme  une  constante.  On  a  de  cette  façon 


(3) 


0X[  oy'x  ozx  oz,t 


àfh  N  àfh  ^ 

±--02?,-+- _H^'ô2;,=   0. 

OX{  OZfi 


11  est  à  remarquer  que  le  déplacement  réel  du  système  ne  fait 
pas  partie  des  déplacements  virtuels  que  nous  considérons  ici, 
lorsque  les  liaisons  dépendent  du  temps.  Par  exemple,  dans  le 
mouvement  d'un  point  assujetti  à  se  déplacer  sur  une  courbe  C 
animée  d'un  mouvement  donné,  le  seul  déplacement  virtuel  de  M, 

Fig.  aag. 


compatible  avec  les  liaisons  à  l'instant  ^,  est  le  déplacement  MM' 
eflectué  sur  la  courbe  C  dans  la  position  qu'elle  occupe  à  l'in- 
stant t;  mais  à  l'instant  t  H-  dt^  la  courbe  C  est  venue  en  C,  et  le 
point  mobile  en  un  point  M|  de  cette  courbe  :  le  déplacement  réel 
MM4  ne  coïncide  donc  pas,  en  général,  avec  le  déplacement  virtuel. 
En  général,  les  déplacements  réels  dx,  dy,  dz  satisfont  aux  rela- 
tions 

-/— éiLr,-f-  -1-- t/Ki -f-  -'--  dzi^.,  .-h  -f^dza-\-  -^   dt  =  0, 
à^\  <^y\  (^^i  <^^n  dt  ' 

et  ces  équations  sont  incompatibles  avec  les  équations  des  dépla- 
cements virtuels  considérés 

àfi  .  dfi  . 

-7—  0071  -h ...  -4-  -T— -  ÙZn  =  O, 

dxi  OZfi 

à  moins  que  toutes  les  expressions  -^  soient  nulles,  c'est-à-dire 

que  les  liaisons  soient  indépendantes  du  temps. 

Les  équations  (3)  montrent  que  parmi  les  in  variations  SuTy, 

IL  21 
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q^v7  2^v>  il  y  en  a  k  d'arbilraires;  les  h  autres  s^exprimeront 
linëairement  en  fonction  des  k  premières  au  moyen  de  ces  équa- 
tions; nous  pourrions  porter  les  valeurs  ainsi  obtenues  dans 
Péqualion  générale  de  la  Dynamique  (i)  qui  devrait  alors  être 
satisfaite,  quelles  que  soient  les  variations  arbitraires.  Il  sera  plus 
simple  d'employer  la  méthode  des  multiplicateurs  de  Lagrange, 
et  nous  aurons,  par  un  calcul  semblable  à  celui  qui  a  déjà  été  fait 
dans  le  cas  de  l'équilibre  (n**  179), 


clt^  âyy  ôy\ 

résultats  obtenus  en  remplaçant,  dans  les  équations  d'équilibre, 
V,  iv,  ^v  par  Av —  ^^yf^znr^   *  ' —  ^^^~JJi~  ^^  ^^v — f^h 


dt^  '   ''       '"^  dt^ ^      "'^  dt^ 

Nous  avons  ainsi  trois  équations  pour  chaque  point  du  système, 
soit  3 /J  relations,  qui,  jointes  aux  h  équations  de  liaisons,  permet- 
tront de  déterminer  les  in  coordonnées  et  les  h  paramètres  X  en 
fonction  du  temps.  L'inlerprétalion  m^'canique  des  X  est  la  même 
que  dans  le  cas  de  l'équilibre  :  la  force  de  liaison,  provenant 
de  la  liaison /<  =  o  sur  le  point  m^,  a  pour  projections 

A  j 1  A I  -- —  »  A 1  -T —  • 

ÙXyi  Oy\  ÔZy 

Celle  méthode  n'est  pratique  que  si  le  nombre  des  points  du 
système  csl  peu  considérable;  s'il  en  est  autrement,  on  cherchera 
à  ramener  la  résolution  du  problème  à  l'intégration  du  plus  petit 
nombre  possible  d'équations,  en  exprimant  les  3n  coordonnées  en 
fonction  de  /  et  de  k  paramètres.  Celle  méthode,  qui  conduit  aux 
équations  de  Lagrange,  est  exposée  dans  le  Chapitre  suivant. 

Nous  nous  bornerons  actuellement  à  faire  quelques  applications 
directes  du  principe  de  d'Alembert. 

Remarque.  —  Il  n'est  pas  toujours  possible  d'exprimer  les 
liaisons  par  des  équations  finies  telles  que  (2)  entre  les  coordon- 
nées. Par  exemple,  si  une  surface  S  est  assujettie  à  rouler  et  à  pi- 
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voter  sur  une  surface  fixe  2,  on  exprime  celle  liaison  en  écrivant 
qae  la  vitesse  du  point  de  S  au  contact  avec  S  est  nulle,  ce  qui  ne 
donne  pas  une  équation  finie.  Néanmoins  Téquation  générale  (i) 
s^applique  à  un  système  matériel  contenant  cette  liaison  qui  a  été 
étudiée  en  Statique  (n°  170). 

437.  Problème*  —  Soient  deux  droites  OA,  OB  situées  dans  un  même 
plan  vertical  et  faisant  avec  Thorizontalc  les  angles  a  et  P;  sur  ces  droites 
glissent  sans  frottement  des  points  matériels  pesants  r/ii,  m],  //tj,  m^  rat- 


tacliés  entre  eux  par  un  fil  flexible,  inextensible  et  sans  masse,  allant  pas- 
ser en  O  sur  une  poulie  infiniment  petite.  On  demande  de  trouver  le  mou- 
vement du  système. 

La  force  d'inertie  du  point  nii,  comptée  positivement  de  O  vers  A,  a 
pour  valeur 

en  désignant  par  x  la  distance  miO.  Les  forces  d'inertie  de  mj,  ma,  m 

seront  de  même 

d^x  d'X  d-x 

-mr-^,     -m,^,     -"i,-^, 

en  prenant  comme  sens  positif  sur  OB  le  sens  de  B  vers  O.  Le  sens  posi- 
tif sur  les  deux  côtés  est  donc  BOA. 

Il  nous  faut  écrire  que  le  système  est  en  équilibre  sous  l'action  de  ces 
forces  d'inertie  et  des  poids  ntig,  m^g,  m^g^  m^g  de  mi,  mj,  mj,  m^. 
Le  seul  déplacement  virtuel  possible  est  le  déplacement  réel,  c'est-à-dire 
un  glissement  ^x  du  système.  Le  travail  virtuel  des  forces  d'inertie  pour 
ce  déplacement  est  manifestement 

d^x  ^  d^x  ^  d^x  ^  d^x  ^ 

^m,-^ox^m,-^ox-m,^^,x^m,-^-^ox. 

Quant  au  travail  des  poids,  il  est 

mi g ox sina -{- ntig ox sin %  —  m^gox  sin  p—  m^g oxs'in^ 
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nous  avons  l'équation  du  mouvement  en  écrivant  que  la  somme  de  ces  tra- 
vaux est  nulle,  ce  qui  donne 

(mi-h  //Il -h  //la-f-  nii,)  -3—-  =  (/ni-+-  mi)g  sln 7.  — {m%'\-  mi,) g ^ifi^, 

—7--  est  donc  constant,  et  le  mouvement  est  uniformément  accéléré  à 
moins  que  la  quantité 

(//ît-h  /?ij)^sina  —  (/Wj-f-  m'^)gûvL^ 

soit  nulle,  ce  qui  est  la  condition  d'équilibre;  dans  ce  cas,  le  mouvement 
serait  uniforme.  Quand  un  des  points  a  passé  par  O,  Téquation  doit  être 
modifiée. 


438.  Mouvement  d'une  chaîne  homogène  pesante  sur  une  courbe 
fixe.  —  Nous  avons  vu  en  Statique  (p.  247)  que  la  condition  d'équilibre 
de  la  chaîne  est  que  la  somme  des  composantes  tangentielles  des  forces 
soit  nulle.  Il  en  résulte  que  nous  aurons  le  mouvement  cherché  en  expri- 
mant qu'à  chaque  instant  la  somme  des  composantes  tangentielles  des 
forces  d'inertie  et  des  poids  est  nulle. 

Soient  0^  la  verticale  ascendante  et  -5  =  ^{s)  la  relation  entre  rordon- 
née  et  l'arc.  Le  cosinus  de  l'angle  de  la  direction  positive  de  la  tangente 
avec  la  verticale  est  ^J^'C*);  1«*  composante  langentielle  du  poids  de  l'élé- 
ment oX  est  donc,  en  conservant  les  notations  que  nous  avons  déjà  em- 
ployées pour  ce  même  problème  (n"  347), 

la  somme  de  ces  composantes  est  donc 

La  composante  tangenliellc  de  l'accélération  étant -7— >  la  composante 
langentielle  ^t  de  la  force  d'inertie  de  ce  même  élément  oX  est 

d'^s 

dt^ 

ou 

d^<3 
—  /w  -7—  • 
dt^ 

La  somme  do  ces  composantes  est  donc 

d^(s  v^ 
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OU 

Ëcrîvant  que  la  somme  de  toutes  les  composantes  (jng)t  et  4>f  est  nulle, 
on  retrouve  l'équation  déjà  établie 

n.  —  THÉORÈMES  DÉDUITS  DU  PRINCIPE  DE  D'ALEMBERT. 

439.  Cas  particulier  du  théorème  des  projections  des  quanti- 
tés de  mouvement.  —  Nous  pouvons  écrire  l'équatîon  générale 
de  la  Dynamique  donnée  par  le  principe  de  d'Alembert  sous  la 
forme 

L        \  /J 

le  premier  membre  étant  étendu  à  tous  les  points  du  système  elle 
second  seulement  à  ceux  auxquels  sont  appliquées  les  forces  don- 
nées. 

En  faisant  certaines  hypothèses  sur  les  liaisons,  nous  pourrons 
faire  d'utiles  remarques. 

Supposons  d'abord  que  les  liaisons  soient  telles  que  le  système 
puisse  prendre  un  mouvement  de  translation  parallèlement  à  Ox; 
dans  ce  déplacement,  on  aura 

•s  >  «s 

ÙXl    =    ÙXi  =  ,  .    .  =    OTfty 

07,  =  oz,  =  8;^2  =  o;;2  = . . .  =  87,,  =  03„  =  o, 
et  l'équation  (i)  deviendra 

Y7        <^*^v       Vv  d  y^        dry,       v* . , 

équation  qui  exprime  le  théorème  suivant  : 

Si  les  liaisons  permettent  à  chaque  instant  un  déplacement 
d'ensemble  parallèle  à  un  axe  fixe,  la  dérivée  par  rapport  au 
temps  de  la  somme  des  projections  des  quantités  de  mouve- 
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ment  sur  cet  axe  est  égale  à  la  somme  des  projections  des  forces 
données  sur  le  même  axe. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  théorème  des  quantités 
de  mouvement  projetées.  La  dérivée  par  rapport  au  temps  de  la 
somme  des  projections  des  quantités  de  mouvement  sur  un  axe 
est  toujours  égale  à  la  somme  des  projections  des  forces  exté- 
rieures sur  le  même  axe.  Seulement,  en  général,  les  projections 
de  ces  forces  extérieures  comprennent  à  la  fois  des  forces  données 
et  des  forces  de  liaison.  Le  théorème  actuel  s'applique  à  une  caté- 
gorie de  problèmes  dans  lesquels  les  projections  des  forces  exté- 
rieures sur  Taxe  considéré  ne  comprennent  pas  de  forces  de 
liaison. 

Par  exemple,  si  Ton  cherche  le  mouvement  d'une  barre  pesante  dont 
les  extrémités  glissent  sur  deux  surfaces  Gxes  S  et  S',  le  théorème  géné- 
ral s'applique  à  la  projection  du  mouvement  sur  un  axe  quelconque 
Ox\  mais,  dans  les  projections  des  forces  extérieures,  il  faut  compter  les 
projections  des  réactions  des  deux  surfaces  S  et  S';  le  théorème  actuel 
ne  s'applique  pas  si  S  et  S'  sont  prises  au  hasard. 

Il  ne  s'appliquerait  que  si  les  surfaces  S  et  S'  étaient  des  cylindres 
parallèles  à  Ox,  car  alors  les  liaisons  permettraient  un  déplacement 
d'ensemble  de  la  barre  parallèlement  à  Ox\  dans  ce  cas,  les  projections 
des  réactions  normales  sur  Ox  sont  nulles. 

On  reconnaît,  en  général,  que  le  système  admet  une  transla- 
tion parallèle  kOx,  lorsque  les  équations  de  liaisons  ne  contien- 
nent les  abscisses  que  par  leurs  diflféreuces. 

4-iO.  Cas  particulier  du  théorème  des  moments.  —  Admettons 
maintenant  que  les  liaisons  permettent  une  rotation  d^ensemble  du 
système,  autour  de  Taxe  desx;;  si  Ton  désigne  par  39  cette  rotation 
élémentaire,  on  sait  que  l'on  a 

0J7v  =  — }\  oO,        o/v  =  ^v  û6,        $>3y  =  o  ; 
l'équation  générale  devient  alors 

^"^(•^v^ir  -y-r-i^)  =  ai2é'^\^'^<n:  ->'"  -aï) 
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cî'esl-à-dîre  : 

Si  tes  liaisons  permettent  à  chaque  instant  un  mouvement 
^e  rotation  du  système  autour  dUin  axe,  la  dérii^ée  de  la 
.somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport 
-<^cet  axe  est  égale  à  la  somme  des  moments  des  forces  données 
^ar  rapport  au  même  axe. 

Nous  remarquerons  encore  ici  que  ce  théorème  est  un  cas  par- 
ticulier du  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement, 
«nce  quece  sontlesforcesdonnées  seules  qui  figurentdans  l'énonce 
9iu  lieu  des  forces  extérieures. 

441.  Cas  particulier  du  théorème  des  forces  vives.  —  Suppo- 
sons enfin  que  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps. 

Alors  parmi  les  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons  se 
trouve  le  déplacement  réel  dx^^  dys^^dzy,elVon  peut,  dans  l'équa- 
tion (i),  remplacer  S^Tv,  oj^v?  Scy  par  rfxv,  dy^,  dzy. 

Od  a  ainsi 

r=  ^(Xv  (Ixy-^  Yv  dyy^  Zy  dzy,), 


d ^  "--  r:^  2  (  Xy  dxy  -h  Yy  dyy  -~-  Zy  dz^). 


Donc  : 


Si  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps^  la  différen- 
tielle de  la  demi-force  vive  du  système  est  égale  à  la  somme 
des  travaux  des  forces  données. 

C'est  un  cas  particulier  du  théorème  des  forces  vives  (n^  346). 

Nous  pouvons  vérifier  ce  théorème  en  partant  des  équations  du  mouve- 
ment obtenues  par  la  méthode  des  multiplicateurs  de  Lagrange  [équa- 
tions (4))  p.  3^2 ]. 

Faisons  sur  ces  équations  la  combinaison  des  forces  vives,  nous  aurons, 
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en  ordonnant  par  rapport  aax  X, 


et  les  coefGcients  des  X  sont  nuls  quand  les  équations  /i  =  o,/s=  o,  .*      V 
f/^=zoïïe  contiennent  pas  /.  Siyi  contenait  /,  le  coeflicient  de  Xt  neser^^ 

pas  nul,  mais  égal  à --^dt, 

C/C- 


m.  -  APPLICATION  DU  PRINCIPE  DE  IVALEMBERT 
AU  CAS  DU  FROTTElfENT  DE  GLISSEMENT. 

442.  Imaginons  un  système  assujetti  à  deux  sortes  de  liaisons  : 

1°  Des  liaisons  L  sans  frottement  dépendant  ou  non  du  temps; 

'>f*  Des  liaisons  L',  consistant  en  ce  que  certains  points  nti,  ms,  ...,  m^ 
sont  assujettis  à  glisser  avec  frottement  sur  des  surfaces  fixes  donnée 
Si,  Sj,  . . . ,  Op. 

La  réaction  totale  Ri  de  la  surface  Si  sur  le  point  mi  est  la  résultant» 
d'une   force   normale   Ni   et  d'une   force   tangentielle  (frottement)  égal» 
à/i^i  et  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse  du  point,  ^j  étant  le  coe 
ficient  de   frottement  sur  Si»  On  a  de  même  les  réactions  totales  Rj,  ... 
Rp  des   autres   surfaces   Sj,  ...,   S/,   sur   les   autres  points   /?i2,  ...,m/, — 

D'après   le   principe   de   d'AIemberl,    il  y  a  équilibre  à  chaque  instan 
entre  les  forces  d'inertie,  les  forces  données,  les  forces  de  liaison  prove- — 

nant  des  liaisons  L  sans  frottement  et  les  forces  de  liaison  Ri, ,  R^ 

provenant  des  liaisons  L'. 

Si  donc  on  imprime  au  système  un  déplacement  virtuel  quelconque,  1^ 
somme  des  travaux  de  toutes  les  forces,   y  compris  les  forces  de  liaison^ 
est  nulle.  Mais  si  l'on  imprime,  en  particulier,  un  déplacement  virtuel  quî 
soit  compatible  avec  la  liaison  L  sans  frotlement,  et  dans  lequel  chaqui^ 
point  //7i,  mj,  . . .,  nip  soit  assujetti  à  se  déplacer  normalement  à  la  réac- 
tion totale   Ri,  Rî,  ...,  R^   correspondante,   la   somme   des  travaux   de* 
forces  (le  liaison  L  et  des  forces  Ri,  R*,  ...,  R,;  est  nulle  d'elle-même;  la 
somme  des  travaux  des  forces  données  et  des   forces  d'inertie   est  donc 
nulle  aussi.  On   obtiendra  donc  les  équations  du  mouvement  en  écrivant 
que,  pour  tous  les  déplacements  virtuels  qui  sont   compatibles  avec  les 
liaisons  L  et  dans  lesquels  chaque  point  mi,  //lo,  .. .,  nip  se  déplace  nor- 
malement à  la  réaction  totale  Rv  correspondante,  la  somme  des  travaux 
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des  forces  données  et  des  forces  d'inertie  est  nulle.  {Comptes  rendus^ 
1892,  t.  CXIV,  p.  33 1.) 

443.  Exemple.  —  Reprenons  à  ce  point  de  vue  le  problème  du  n'*  376, 

^g'  2i4-  Dans  ce  problème,  les  points  Aet  B  glissent  avec  frottement  sur 

Ox  et  Oy.  La  réaction  totale  R  de  l'axe  Oa?  en  A  est  bissectrice  de 

I*angle  NAN;   la  réaction  totale  R'  de  l'axe  Oy  en  B  est  bissectrice  de 

l'angle  N'BN'. 

Pour  obtenir  un  déplacement  virtuel  de  l'échelle  dans  lequel  les  travaux 
de  R  et  R'  sont  nuls,  on  lui  imprimera  un  déplacement  virtuel  dans  lequel 
A.  et  B  se  déplacent  normalement  aux  réactions  R  et  R'.  D'après  la  pro- 
priété du  centre  instantané  de  rotation,  cela  revient  à  faire  tourner  la 
l>arre  d'un  angle  infiniment  petit  autour  du  point  d'intersection  I  des 
x'éactions  R  et  R'.  Les  droites  suivant  lesquelles  sont  dirigées  les  réac- 
tions R  et  R'  ayant  pour  équations 

X  —  2/sina -f-^  =  o,        x — ^-H2/cosa  =  o, 

le  point  I  a  pour  coordonnées 

CI)  jri=/(sina  —  cosa),        j^i  =  /(sina -h  cosa). 

11  faudra  alors  exprimer  que,  dans  le  déplacement  virtuel  obtenu  en  fai- 
sant tourner,  d'un  angle  infiniment  petit,  la  droite  AB  autour  de  I,  la 
somme  des  travaux  du  poids  et  des  forces  d'inertie  est  nulle;  ou  encore 
que  la  somme  des  moments  du  poids  et  des  forces  d'inertie  par  rapport 
au  point  I  est  nulle.  Ce  qui  donne,  en  appelant  m  la  masse  totale  de  l'é- 
chelle et  \L  la  masse  du  point  de  réchelle  de  coordonnées  x  et  j^, 

la  somme  ^  étant  étendue  à  tous  les  points.   Si  l'on   remarque  que  les 

...    V      d'^x     x^      d*y  v»      /     ^^y  d*x\ 

quantités  2é^-^,T^  2à^  7?^"'  ''  2à  ^  (^  "^^""""^  "^Z  '''"'  '''^''" 

.  ^     1       ^         ^*?  d^r,  ,1.       t.  s  ^'2  .  „  , 

tivement  égales  a  m  -^v>  '^i  -1-.-  ot  mik^—  /*)  -7—^  et,  si  1  on  remplace 
^  df^  dt^  ^  dl^         '  * 

*ii  Ç»  ^  par  leurs  valeurs,  on  trouve,   après  réduction,  l'équation  (5)  du 

n»  376. 

On  pourra  consulter,  sur  la  théorie  générale  du  frottement  dans  ses 

rapports  avec  le  principe  de  d'AIcmbert,  les  Leçons  sur  V intégration  des 

équations  de  la  Mécanique j  par  xM.  Painlevé  (Herman.n,  1895). 
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;4IH:{M(m>c 


1.  Uq  corps  solide  toaroe  autour  d'un  axe  Oz  avec  une  TÎlesse  angulaire  Ta- 
riabie  a>.  Calculer  à  un  instaol  t  la  résultante  générale  et  le  moment  résultant 
des  forces  d'inertie  par  rapport  au  point  O. 

Béponse.  —  D'après  les  calculs  du  n*  3C0,  on  a,  pour  les  projections  de  la  ré- 
sultante générale  des  forces  d'inertie, 

Y,  =  w'\  m^ — w'\   mx,        Z,  =  0 
et,  pour  les  projections  du  moment  résultant, 

L,  =  -  2] ''*  (^  ^T^T  -  -  ^)  =  -  **»•  2] '"•^''^  "^*  *^' 2] '^ '^''' 
M,  =  0)»  V  nixz  -T-  a»'  7   myz^        N\  —  —  yik*  w', 

fa)'  désignant  la  dérivée  de  o)  par  rapport  à  /. 

2.  Conditions  pour  que  les  forces  d'inertie  d'un  corps  solide  tournant  autour 
d'un  axe  fixe  aient  une  résultante  unique. 

Réponse.  —  Il  faut  que  le  centre  de  gravité  ne  soit  pas  sur  Taxe  pour  que 
XJ-h  YJ  soit  difTércot  de  zéro,  et  que 

L,X,-+-M,Y,-+-N,Z,  =  o, 
c'est-à-dire 

( (o* -+-  fa)'» ) (   >   mx2,  niyz  —  2.  ^O'  2^^^'^^)  —  ^• 

Le  premier  facteur  n'étant  pas  nul,  le  second  doit  l'être.  Ce  second  facteur  égalé 
à  zéro  exprime  que  Taxe  de  rotation  est  principal  pour  un  de  ses  points. 

3.  Conditions  pour  que  les  forces  d'inertie  des  points  d'un  solide  tournant  au- 
tour d'un  axe  fixe  se  réduisent  à  un  couple. 

Réponse.  —  Il  faut  et  suffit  que  X,  =  o,  Y,  =  o;  d'où  \   w  j:  =  o,  \  my  =  o.    Le 

centre  de  gravité  doit  être  sur  l'axe. 

4.  Déduire  du  principe  de  d'Alembert  les  équations  du  mouvement  d'un  fil. 

Soient  ds  l'élément  d'arc  d'un  fil,  [x  sa  densité  linéaire,  ar,  y,  z  ses  coor- 
données. L'arc  s  étant  compté  à  partir  de  rexlréinité  du  fil,  par  exemple,  les 
coordonnées  de  rélémcnt  ds  dans  le  mouvement  sont  des  fonctions  des  variables 
indépendantes  s  et  t. 

Les  équations  d'équilibre  sont 


d  [r^dx\       „ 
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X,  Y,  Z  désignant  les  projections  de  la  force  extérieure  rapportée  à  l'unité  de 
longueur.  La  force  d'inertie  de  l'élément  ds  de  masse  {i  e/«  a  pour  projections 

la  force  d'inertie  rapportée  à  l'unité  de  longueur  est  donc 

É^crivant  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  réellement  appliquées  X,  Y,  Z  et  les 
forces  d'inertie,  on  a 


ds\    as)  ^ dV 


où  nous  mettons  des  d  de  ronde  pour  désigner  les  dérivées  parliclles.  Ces  trois 
équations  jointes  à  (V-)  "^■(i^)  "^(t")  — '  définissent  x,  y^  r,  T  comme 
fonctions  de  s  et  t,  La  quantité  (x  est  une  fonction  donnée  de  s. 
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CHAPITRE  XXIV. 


ÉQUATIONS  DE  LAGRANGE. 


I.  -  FORMATION  DES  ÉQUATIONS. 

444.  Réduction  des  équations  du  mouvement  au  nombre  ixû- 
nîmiim  dans  un  système  sans  frottement.   —   Imaginons  conirac 
précédemment  un  système  de  n  points  assujettis  à  des  liaisons 
telles  que  la  position  du  système,  au  point  de  vue  géométrique, 
dépende   de   k  paramètres    géométriquement   indépendants   ^i» 
72j  •  -M  (]k'  On  pourra  alors  exprimer  les  coordonnées  de  chac|«^ 
point  du  système  en  fonction  de  ces  paramètres;  dans  le  cas  g^' 
néral  où  les  liaisons  contiennent  le  temps,  les  expressions  des 
coordonnées  des  difl'orents  points  en  fonction  de  qr,,  q2^  ...,    ^* 
contiendront  t 

i  x^—  ^Aqi.qi 7/0  ^\ 

(   ;;>=  ^v(7i»  72»  •  •  •>  ^A»  O- 

Quand  les  liaisons  sont  exprimées  par  des  équations,  telles  rj  "■-" 
les  équations  (2)  du  n"   436,   ces  expressions  des  coordonn  ^^  * 
sont,  par  liypolhcse,  de  telle  nature  qu'en  les  portant  dans       * 
équations  de  liaisons  ces  équations   soient  identiquement  sa«^  ^ 
faites,  quels  que  soient  </< ,  q^y  •  •  «j  ^fa  t. 

On  obtiendra  alors  le  déplacement  virtuel  le  plus  général        ^ 
système  compatible  avec  les  liaisons  à  l'instant  t  en  donnant  à   - 
y2>  "  ")  ([k  <J<-*^  accroissements  infiniment  petits  arbitraires  5 
o/j^i,  ...,  o^A)  ce  qui  donne 

et  deux  formules  analogues  pour  S/v  et  osv  Portant  ces  valei^*^ 


I. 

\ 
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r 

•;■  dans  l'équation  générale  de  la  Dynamique  (n°4-3o),  on  obtient  une 
^  équation  de  la  forme 


(a)  (Pi-  Qi)  8^i-+-(Pî-  Qî) ô^î-f-. .  .-H  (Pa-  Qa)  oqf,  =  o, 

en  posant,  pour  abréger, 

V 
V 

L'équation  (2)  devant  avoir  lieu,  quels  que  soient  ô^r,,  S^Tj,  . .., 
içjkj  puisqu'elle  a  lieu  pour  tous  les  déplacements  virtuels  com- 
patibles avec  les  liaisons,  se  décompose  en  k  é(|uations 

(3)  •Pi-Qi  =  o,        P,-Q2=o,        ...,        Pa-Qa  =  o. 

Les  expressions  des  quantités  Pa  se  transforment,  comme  nous 
l'avons  fait  dans  le  cas  d'un  point  matériel  (n°  t278). 

Nous  pouvons  écrire,  en  supprimant  les  indices  v  pour  simpli- 
fier récriture, 

_   t/  ^       /  dx   do         dy    à'\         dz    Om  \ 


-2 


/  f)5)  (i^  (htj  \ 

„i\  ^^  ^  '^^^«  -L  ^y  jhii  _K  ^^?.  ^—12l  ). 

\dt       dt  dt       dt  ~dt       dt    J' 


Si  nous  désignons  parx',  j^,  z'  les  dérivées-^»  -j-y  ^,  l'expres- 
sion de  Pa  devient 


T>  d  X^      f   ,  do  ,  Oit  ,  (^'f^\ 

"^       dtjid       \      dq^       -^    dq^  dq^J 


-S-V-'-^'-^ 


dt  dt     /■ 


Désignons  de  même  par  q\^  q\^   ...,  q\  les  dérivées  de  ^r^, 

q^^  .-.,  ç*A  considérées  comme  fonctions  du  temps;  on  diflcren- 
tiant  les  équations  (i),  nous  aurons 

f       &^     ,         do     ,                   ào      ,  ào     ,        f)o 
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En  considérant  x^  comme  fonction  des  q^  des  q^  et  de  t^  on  voit 
immédiatement  que 


on  aura  de  même 


dy_  _    à^  dz'  _  dm 

^9'a  ""  àqa  àq^a  "  ^q^ 


l'expression  de  ?«  devient  alors 


-5         d  ^      /  ,dx'  .dy'         ,  dz'  \ 

^       dtAà       \     dq'^       ^  àq'^  dq'J 


Pour  transformer  la  seconde  parenthèse,  nous  remarquer^^ 
que  l'on  a 


r>cp 


d 
dt  àqo^dqi^^       àq^âq^^^  àq^tdqk^         àqgtdt 

puisque  y^  est  fonction  des  variables  (/, ,  . . .,  rjfc,  t  ;  on  vérifie  i  ^ 

médiatement  que  cette  expression  est  identique  à  la  dérivée 
x'  par  rapport  à  (/«  : 

d^ 

<)q^         ôx' 
dt      ~  d^a' 

et  Ton  aurait  semblablenient 


dt  ùq^  dt  dqy^ 

Il  nous  vient  alors 


-^m{x' 


,  dx'  ,  dy'  ,  dz' 

-4-   Y    — h  .G    -     - 

dq'^  dq'^  dq^ 

dx'  ,  dy'  ,  dz' 


àqoL  àqo^  dqo^ 
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Soit  alors  T  la  demi- force  vive  totale  du  système 

T=  I  V/w(a7'2-|-yî-^y«). 

En  considérant  T  comme  fonction  de  q^ ,  ^2?  •  •  •  ?  qk^,  ?'i  ?  •  •  •  >  Qk^  ^? 
on  voit  que  les  sommes  qui  entrent  dans  Texpression  de  Pœ  sont 

respectivement  -t-t  et  ^ —  ;  on  a  donc 

P  -  ^  (^\  -  ^ 

"^""^  dt\dq'J        Oça' 

en  sorte  que  les  équations  du  mouvement  sont 

d  /  dT\       âT       ^ 
diWJ'-ô^,=^-        (a=i,.,3,...,A-). 

Ce  sont  là  les  équations  de  Lagrange. 

La  fonction  T  est  du  second  degré  par  rapport  à  g\,  q^^  . .  .^q,,\ 
par  conséquent,  les  équations  précédentes  sont  du  second  ordre  ; 
elles  donneront  q^,  grj,   . . . ,  ^/t  en  fonction  du  temps  et  de  2^ 
constantes  arbitraires.  Nous  remarquerons  que  dans  le  cas  où  les 
liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  on  peut  faire  en  sorte  que 
les  expressions  ^,  ^,  w,  obtenues  pour  les  coordonnées,  ne  con- 
tiennent pas  explicitement^;  alors  la  fonction  T  est  homogène 
et  du  second  degré  par  rapport  ^  q^-tq^t  •  •  •  >  yiî  c'est  d'ailleurs 
une  quantité  essentiellement  positive  d'après  sa  définition  même  : 
T    est  donc  alors   une   forme    quadratique   définie  positive   de 

m  t 

Ç%  1  •••»  Çk- 

En  général,  pour  calculer  les  Qa,  on  n'a  qu'à  former  l'expres- 
sion de  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  données  pour  le 
déplacement  le  plus  général  compatible  avec  les  liaisons  à 
l'instant  t  ;  cette  somme  est,  comme  nous  venons  de  le  voir, 
Q,  ùÇi  -f-  • .  .  -f-  Qa  oqk'  Si  Ton  veut  un  Q»  déterminé,  il  suffit  de 
considérer  le  déplacement  virtuel  obtenu  en  laissant  ^et  tous  les^ 
constants,  excepté  </«  qu'on  fait  varier  de  oqa\  la  somme  des  tra- 
vaux des  forces  données  est  alors  Qa  S^a» 

Les  quantités  Qa  prennent  une  forme  remarquable  quand  il  y 
a  une  fonction  de  forces  pour  les  forces  données  ;  cette  fonction 
U(a?i,j'i,5|,  . .  .,:r„,^/i,  5,,)  pourra  s'exprimer  en  fonction  de 
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q\  ^  qi-i  •  •  •  »  qki  ^  et  l'on  aura  alors 


=  2 


Oqo^        ^d  dx^  dq^        0}\  dq^i        OZy  Oq^  ' 

V 

par  hypothèse,  les  quantités  Xv,  Yy,  Zy  sont  égales  à  t— >  t— » 
-r— >  et  d'autre  part  on  a  posé  Xy,=^  cpv,yv=  4'vi  '5v=  Wy  On  a  donc 

dq^        -^  \       c>ry,  (>7a  c^ya/ 

V 

et  les  équations  de  Lagrange  prennent  la  forme 

d^/àT_\         âT  _  OU 
dt\ôq'J         OqoL  "  "Oq-x' 

Cette  même  forme  subsiste  quand  Xv,  Yv,  Zv  sont  les  dérivées 
partielles  par  rapport  à  ^vï>'v,^v  d'une  fonction  U  (^o^Ki ,  C| ,  ..., 
^niyn^^nt  ^)  Contenant  explicitement  le  temps.  C'est  ce  qu'on 
voit  par  le  même  calcul. 

M5.  Remarque.  —  Les  calculs  que  nous  avons  faits  pour  trouver  Tex- 
pression  de  Pa  au  moyen  de  la  fonction  T  ne  supposent  pas  que  les  para- 
mètres q  soient  indé[)endunls  ;  ils  subsistent  lorsqu'on  introduit  de  nou- 
velles liaisons  exprimées  par  les  relations 

/  giiquq^^  ••  ',qk,  0  =  o, 
/,  )  ^îiqi^q-^  ■ .  -<7A'  O  =  <>' 

l  ^[i(//i»5'2,  —  7A-,  O  =  o; 

l'hypothèse  de  l'indépendance  des  paramètres  n'a  été,  en  effet,  introduite 
que  pour  déduire  les  formules 

Qi — 1*1  =  0,         Q2 — 1*2=0,         ...,         Q/t — Pa=o,   de  l'équation  (2). 

Le  nombre  [i  des  nouvelles  conditions  doit  être  évidemment  inférieur 
à  k.  Les  variations  des  paramètres  sont  alors  liées  par  les  relations 

dqi     '  Oqi     '  dqk 


:k 071  -h  — -î-  072 h  7-  07A:=  O, 

àq\      -^     Oqi  ôqi, 
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qui  montrent  qu*il  y  en  a  X:  —  [i  d'arbitraires  ;  pour  exprimer  alors  que 
réquation 

(Pi— Q)5<7,-h  ...  -i-(Pa-Qa)37a=o 

est  satisfaite  quelles  que  soient  ces  k  —  fx  arbitraires,  nous  emploierons 
la  méthode  des  multiplicateurs  indéterminés,  qui  nous  donnera  les  équa- 
tions du  mouvement  sous  la  forme 

ou,  en  remplaçant  P^  par  sa  valeur, 


di  [âq'lJ 


.  ,  ,       |1  =  Q^^X,  |^-4-...-f-X„^^"ï^     (a  =  i,2,...,A). 
àqa/        àqa        ^"^  àq^  ^  Oq^      ^  >    »         )     / 


Ces  X:  équations,  jointes  aux  p.  équations  de  liaison,  permettront  de 
déterminer  en  fonction  du  temps  les  A*  +  fJt  inconnues  : 

ÇlyÇii  •  ' 'f  qki         Xi,A2,  . . .,  Xjj^. 

446.  Premier  exemple.  —  Problème,  —  Trouver  le  mouvement  d'un 
système  constitué  par  deux  barres  homogènes  pesantes  identiques 
AB,  A'B',  reliées  par  des  fîls  sans  masse  et  de  même  longueur,  la  droite 
AB  étant  assujettie  à  tourner  autour  de  son  milieu  O,  et  tout  le  système 
à  rester  dans  un  plan  vertical  fixe. 

Ce  problème  a  été  traité  n"*  370.  En  employant  les  notations  déjà  em- 
ployées, on  a 

Il  y  a  ici  une  fonction  des  forces  données 

U  =  Mffi  =  Mffl  cos  0, 

en  désignant  par  Ç  la  hauteur  du  centre  de  gravité  0'  de  la  barre  A'B'.  En 
effet,  la  somme  des  travaux  des  forces  données  se  réduit  au  travail  M^o^ 
du  poids  de  A'B'. 

Les  équations  de  Lagrange  relatives  aux  paramètres  cp  et  0  sont  alors 

^  (a  MA«<p')  =  0,         ^  (M/»0';  =  Mffl  sin  0. 
Ce  sont  les  équations  trouvées  directement. 

II.  22 
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•447.  Équations  d'Euler.  —  Les  équations  de  Lagrange  permettent  de 
trouver  rapidement  les  équations  d'Ëuler  pour  le  mouvement  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe. 

Avec  les  notations  précédemment  employées  (n®  386),  on  voit  que  la 
position  du  système  dépend  des  trois  paramètres  indépendants  ^,  0,  ^ ,  et 
la  demi-force  vive  du  système,  T,  a  pour  expression 

où  p,  q^  r  ont,  en  fonction  de  <{/,  0,  (p,  les  valeurs 

p  =  ^'  sin  0  sin  <p  H-  0'  cos  o, 
q  =  ^'  sin  0  cos  ç)  —  0'  sin  ç, 
r  =  <p'-+-  <{;'  cos  0. 

Quant  à  l'expression  de  la  somme  des  travaux  des  forces  donnée 

2   (\yOXy    ■+-   YyOKv   -+-    ZvÔwv)? 

elle  prend  la  forme 

Écrivons  l'équation  de  Lagrange  relative  à  la  variable  <p  : 


Mais 


dt  [otfj        <)^  "    *• 

àT  _  f>T   âr  _ 
Oo'  "  Or  âV  "        ' 

<>T        ()T  On        OT  On         ^      an        ^      dq 

—  =  —  — — I =  \p  — — h  B<7  -J~ 

à"^         Op   (>cp         Oq  Oo  O'o  dcp 

Or.,  d'après  les  expressions  de  p  et  q^  on  a 

-^  =  —  0  sin  C5  -f-  V  coso  sinO  =  7,  — -  =  — p. 

On  a  donc 

et  notre  équation  devient 

C  J  +  (n-A)/><7  =  *. 

Il  reste  à  voir  que  <i>  est  la  somme  N  des  moments  des  forces  donnéeç 
par  rapport  à  Oz\  *oc>  est,  en  elTct,  la  somme  des  travaux  virtuels  des 
forces  données  dans  un  déplacement  élémentaire  obtenu  en  laissant  ^ 
et  0  constants,  c'est-à-dire  dans  un  mouvement  de  rotation  8o  autour 


V. 
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de  0<5.  Or  nous  avons  vu  que  si  un   corps   tourne  d'un  angle  oo  autour 
de  O^  on  a,  pour  la  somme  des  travaux  des  forces  données  (n°  185)  : 

*  oo  =  2  (  Xv  ôj-v  -+-  Yv  oj\  -f-  Zy  ocv  )  =  S  (  J'y  Yv  —  ^'v  ^V  )  ^?» 
iPoù 

Nous  avons  ainsi  une  des  équations  d'Euler 

mais  p,  q,  r  jouent  absolument  le  même  rôle  dans  la  question,  et  l'équa- 
tion ci-dessus  ne  contient  pas  explicitement  les  angles  ^,  6,  (p;  il  en  résulte 
par  symétrie  que  nous  pourrons  écrire  les  deux  autres  équations 

B  J  +  (A-C)/>?  =  M. 

On  pourrait  d'ailleurs  les  déduire  des  équations  de  Lagrange  relatives 
à  0  et  4^;  mais  ce  calcul  serait  plus  compliqué  que  pour  la  variable  ^,  et 
inutile. 

448.  Exemple  de  liaisons  dépendant  du  temps.  —  Pour  traiter  un 
exemple  dans  lequel  les  liaisons  dépendent  du  temps,  prenons  le  problème 
du  n^  333,  Insecte  marchant  sur  une  barre, 

La  position  du  système  au  temps  t  dépend  d'un  paramètre,  l'angle  0. 
Les  liaisons  dépendent  du  temps  parce  que  le  mouvement  de  l'insecte  sur 
la  droite  est  prescrit  à  l'avance.  Employant  les  mêmes  notations  qu'au 
n*  333,  on  a,  pour  la  force  vive  totale,  la  somme  des  forces  vives  de  la 
barre  et  de  l'insecte 

2  T  =  mk^  O's  -h  m  (  p'»  h-  pS  a'»  ). 
Les  expressions  de  p  et  a  montrent  que 


P=-r>  a=OH — 


2 

-  > 


P  P 

d*où,  en  substituant, 

p'         V 


/ 


où  p  est  une  fonction  de  t  seulement 
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Comme  les  travaux  des  forces  (poids)  autres  que  les  forces  de  liaison 
sont  nuls,  les  seconds  membres  des  équations  de  Lagrange  sont  nuls. 
Actuellement  il  n'y  a  qu'un  paramètre  6;  l'équation  unique  du  mou\e- 
ment  est  donc 

dt\dù'/        (>0  ""^ 
OU,  puisque  T  ne  contient  pas  \)^  —,  =  const., 


La  constante  c  doit  être  déterminée  pi  r  les  conditions  initiales.  D'après 
les  conditions  initiales  particulières  indiquées  dans  le  n**  333,  il  faut 
prendre  c  =  o,  et  l'on  retrouve  ainsi  l'équation  obtenue  directement. 


n.  -  APPLICATIONS  DES  EQUATIONS  DE  LAGRANGE. 

449.  Intégrale  des  forces  vives.  —  Quand  les  liaisoDs  sont 
indépendantes  du  temps  et  réalisées  sans  frottement,  le  théorème 
des  forces  vives  s'exprime  par  l'équation 

dT  =  I,(Xdx-{-\dy-i-Z  dz\ 

où  ne  figurent  que  les  travaux  élémentaires  des  forces  données. 
En  particulier,  si  ces  forces  dérivent  d'une  fonction  de  forces  U,  on 
a  Tintégraie  des  forces  vives  T  =  U-l-/i.  Ces  théorèmes  sont  aisés 
à  retrouver  en  partant  des  équations  de  Lagrange. 

Quand  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  on  peut  tou- 
jours choisir  les  paramètres  q^^  ...,</*  ^^  façon  que  les  x^  y^  z 
s'expriment  en  fonction  de  ces  paramètres  sans  que  t  figure  expli- 
citement. Dans  ces  conditions,  on  a 

,         do    ,                    ôo    , 
dx  =  — ^  dçi  H-  . .  .  -î '    dqj^.  .  .  . , 

S(X  dx  -\-\  dy  -^  Z  dz)  =  Ql^  diji  h-  Qj  c/^/j-h .  .  .-f-  Qa  dfjf^.. 
L'équation  des  forces  vives  s'écrit  donc 

Cette  égalité,  conséquence  du  principe  de  d'Alembert,  doit  être 
une  conséquence  des  équations  de  Lagrange.  On  le  vérifie  aisé- 
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ment  de  la  manière  suivante  :  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  T  est 
un  polynôme  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  aux  q'. 
Or,  calculons  d'après  les  équations  de  Lagrange  la  quantité 
Qi  <jr',  H-. .  .4-  Qa<7a«  On  trouve 

d/  ,  ÔT  ,  dT\        „  dT  „()T         ,  dT  ,  àT 

Ea  vertu  du  théorème  d'Euler  sur  les  fonctions  homogènes 


,  âT  ,  dT  ,  àT 

est  égal  à  2T;  d'autre  part,  T  ne  contenant  pas  t  explicitement 

D'après  cela 

ce  qui  est  l'équation  des  forces  vives. 

Celte  équation  fournit  une  intégrale  première  toutes  les  fois 
que  Qi  dq^  + . . .  +  Qa  dqk  est  la  diflerenticlle  totale  exacte  d'une 
fonction  U  de  q\^ q%^  . . .,  qn*  On  a  alors 

Ce  fait  se  présente,  comme  nous  l'avons  vu,  quand  les  forces 
données  dérivent  d'une  fonction  de  forces 

L'Intégrale  des  forces  vives  étant  une  conséquence  des  équa- 
tions de  Lagrange,  on  simplifiera  leur  intégration  en  remplaçant 
Tune  d'elles,  la  plus  compliquée,  par  l'intégrale  des  forces  vives. 

Ce  calcul  suppose  essentiellement  que  les  liaisons  sont  indé- 
pendantes du  temps,  sinon  le  travail  des  réactions  intervient  dans 
les  variations  de  la  force  vive,  car  on  ne  peut  plus  supposer  alors 
que  x^  y^  z  sont  exprimés  en  fonction  de  q^ ,  q^^  . . . ,  ^a  par  des 
formules  ne  contenant  pas  t. 
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4aO.  Problème.  —  Sur  un  plan  horizontal  glissent  sans  frottement  deoi 
droites  homogènes  pesantes  identiques  AB,  AB',  articulées  à  leur  extré- 
mité commune  A;  on  demande  le  mouvement  de  ce  système.  (Licence,) 

La  position  de  l'ensemble  des  deux  barres  dépend  de  quatre  paramétres; 
nous  la  défmirons  :  i**  par  les  coordonnées  ^,  t)  du  centre  de  gravité  G  qui 
se  trouve  au  milieu  de  la  droite  GC  qui  joint  les  centres  des  deux  barres; 
2°  par  l'angle  0  que  fait  la  droite  GA  avec  Taxe  des  a?;  3*  par  le  demi- 

Fig.  a6i. 


wC 


angle  a  des  deux  barres.  On  s'assure  facilement  que  ces  quatre  paramètres 
suffisent  pour  définir  entièrement  le  système  :  ayant  placé  le  centre  de 
gravité  G,  on  tracera  la  droite  GA  connue  par  Tangle  0,  on  y  portera 
(ÎA  =  /cosa,  la  longueur  d'une  des  droites  étant  il.  Faisant  alors  en  A, 
de  part  cl  d'autre  de  AG,  un  angle  a,  on  aura  les  positions  des  deux  barres. 

Cherchons  d'ahord  l'expression  de  la  force  Nive  totale.  Elle  se  compose 
de  la  force  vive  de  la  masse  9.  M  concentrée  au  centre  de  gravité  2M($'*-f-7i'*). 
i\I  étant  la  masse  de  l'une  des  barres  et  de  la  force  vive  dans  le  mouvement 
du  système  autour  du  centre  de  gravité.  Pour  avoir  la  force  vive  de  Tune 
des  barres,  AB  par  exemple,  dans  le  mouvement  par  rapport  aux  axes  Xi, 
^1,  parallèles  à  xy  et  passant  par  G,  nous  nous  servirons  du  même 
théorème  que  ci-dessus;  cette  force  vive  est  égale  à  celle  de  la  masse  M 

placée  en   G,  ^^^  [(^"T  "^  ^- (^)M  '    ^oit  M(/2a'2  cos^a  h- /*0'2sin«a), 


t: 


puisque  l'on  a  GG  =  r  =  l  sina,  xiGG  =  0  h —  ?   augmentée  de  la  force 

vive  de  AB  dans  la  rotation  autour  de  G.  Or  cette  dernière  force  vive  a 

pour  expression  M/i-l-r-j    =  MA*(0'— a')*,  en  remarquant  que  l'angle  lo 

de  la   barre  avec  Cx^  est  0  —  a. 

On  calculera  la  force  vive  de  AB'  dans  son  mouvement  autour  de  G  en 
changeant  le  signe  de  a,  et  en  ajoutant  Ton  trouvera  pour  la  demi-force 
vive  totale 


T  =  M[Ç'ï-r-r/2-f-(/ïcos5aH-A=)a'2-4-(/2sinîa-+-A-2)0'2]. 
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Dans  le  cas  actuel,  les  seules  forces  données  sont  les  poids  des  barres 
dont  les  travaux  sont  nuls  ;  la  fonction  des  forces  est  donc  U  =  o  et  les 
seconds  membres  des  équations  de  Lagrange  sont  nuls.  Si  nous  écrivons 

l'équation  relative  à  Ç,  nous  aurons  -^  =  o,  d'où  Ç'=  ^J,.  L'équation  rela- 
tive à  ï)  donnera  de  même  t)'=  t^^;  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
est  donc  rectiligne  et  uniforme,  ce  que  donnait  immédiatement  le  théorème 
du  mouvement  du  centre  de  gravité.  L'équation  en  0 


~dt  \d(i')        dO  ~ 


^0* 


se  réduit  à  -7-  (  ^77  )  =  o>  car  T  et  U  ne  contiennent  pas  0.  Elle  s'intègre 
immédiatement  et  donne  ^7:7  =  const.,  ou 

(I)  (/«sin«a-T-A«)0'=G. 

Nous  pourrions  de  même  écrire  l'équation  en  a,  mais  elle  serait  trop 
compliquée;  nous  la  remplacerons  par  l'intégrale  des  forces  vives  qui  se 
réduit  ici  à  T  =  const.,  c'est-à-dire 

(II)  (/*  cos«a  -h  A-«)a'î-}-  (  /«  sin^a  h-  /cî)e'»  =  A', 

puisque  Ç'  et  tj'  sont  des  constantes.  Nous  avons  pu  égalera  une  constante 

essentiellement  positive,  puisque  le  premier  membre  est  une  somme  de 

deux  carrés.  L'équation  (  I)  montre  que  0'  a  un  signe  invariable  :  la  ligne  GA 

tourne  toujours  dans  le  même  sens  autour  de  G,  la  vitesse  angulaire  de  ce 

.  G  G 

mouvement  étant  d'ailleurs  nécessairement  comprise  entre  rr  et  - — '—ri' 

En  substituant  la  valeur  précédente  de  0'  dans  l'équation  (II),  il  nous 
vient 

«'«(/*  cos«a  -4-  Â:«)(/«  sin«a  -h  A»)  =  A^/»  sin^a  -f-  AU»—  G*; 

le  premier  membre  étant  toujours  positif,  il  doit  toujours  en  être  de  même 
du  second. 

Si  G* —  A'X:*  est  négatif,  a  peut  manifestement  prendre  telle  valeur  que 
l'on  voudra  et  les  barres  s'écartent  ou  se  rapprochent  suivant  que  a'  est 
positif  ou  négatif  jusqu'au  moment  où  un  choc  se  produit  (a  =  0  ou  a  =  7c). 
Si  C' — A* A:*  est  positif  on  pourra  le  poser  égal  à  A'/^  sin'P  où  p  désigne 
une  constante  réelle;  en  effet  G* — A'A*  est  toujours  inférieur  à  A'/« 
puisque  a'  étant  réel  à  l'instant  initial  où  a  =  ao,  on  a  A'/'  sin*ao>  C' — A'A*. 
La  condition  a  laquelle  doit  satisfaire  a  se  réduit  donc  a 

sin'a  >  sin'P, 
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de  sorte  que  a  varie  entre  p  et  7:  —  p;  le  mouvement  de  chaque  tige  par 
rapport  à  GA  est  alors  oscillatoire. 

Si  l'on  avait  enfin  G* —  A'A-*=  o,  a  pourrait  prendre  toutes  les  valeurs, 
mais,  a  tendant  vers  t;  ou  vers  zéro,  t  croîtrait  indéfiniment;  les  deux,  droites 
tendraient  à  se  superposer  sans  jamais  s'atteindre. 

i5i.  Corps  pesant  de  révolution  glissant  sans  frottement  sur  un  plan 
horizontal.  —  En  employant  les  notations  du  n°  414,  on  a  pour  la  force 
vive  2T 

aT  =  M(5'2h-  t/2)  -4-  [M/'î(0)  -f-  A]0'5-+-  \^'^  sinîO  -v  G((p'-h  ^'  cosO)*, 

et  pour  la  fonction  des  forces 

U=-M^!:=-M^/(0). 

Les  cinq  paramètres  dont  dépend  la  position  du  corps  sont  J,  i),  0,  o,  ^. 
On  obtiendra  les  équations  du  mouvement  en  écrivant  d'abord  les  quatre 
équations  de  Lagrange,  relatives  aux  quatre  paramétres  Ç,  1;,  «p,  ^.  Comme 
ni  T,  ni  U  ne  contiennent  ces  paramètres,  les  équations  de  Lagrange  cor- 
respondantes sont 

d  /ôT\  d  /r)T\  d  làT\  _ 


d   /àT\  d  /ôT\  d  /âT\ 

dt  V^j  =  ^'  di  \ÔT;)  =  ^'  dï  W)=  ^' 


dt  Vc>4'7 


D'où  l'on  conclut  immédiatement*quatre  intégrales  premières  en  égalant 

OT    ÔT     OT    OT  ^   .  »  "ri  •     •  i      •   .  -       1 

-TÏ7»  -T—,y  \  /»  — TT  a  des  constantes.  On  a  ainsi  les  intcerrales 
c>$      Or,      00     d'I/  ^ 

A-y  sin«0-f-C(o'-h'ycosO)cosO  ^  K. 

II  resterait  alors  à  écrire  la  dernière  équation  de  Lagrange,  celle  qui 
est  relative  à  0;  mais  on  peut  la  remplacer  par  l'intégrale  des  forces  vives 
T  =  U-4-A. 

On  a  obtenu  de  cette  façon  les  équations  établies  directement  dans  le 
n"  414. 

452.  Mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution  roulant  et  pivotant 
sans  glisser  sur  un  plan  horizontal. —  On  trouve  sur  ce  problème  des 
indications  dans  la  Mécanique  de  Poisson,  t.  II,  p.  207-216.  On  en  trou- 
vera une  solution  dans  la  Mécanique  de  Roulh  (2'  Partie,  p.  iSg);  les 
formules  données  par  M.  Neumann  {Matliematische  Annalcny  t.  XXVII)  en 
fournissent  également  une  solution;  MM.  Padova  et  Grescini  ont  étudié  le 
cas  où  le  corps  est  sphérique  {Rendiconti  delïa  Accademia  dei  Lincei^ 
t.  V,  1889);  nous  suivrons  ici  un  Mémoire  de  M.  Ernst  LindelOf  (^c^a  So- 
cietatis  Scicntiarum  Fennicœ,  t.  XXI). 
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Considérons  un  corps  pesant  comme  celui  de  l'exercice  (414)  en  conlact 
avec  un  plan  horizontal  fixe,  mais,  au  lieu  de  supposer  qu'il  n'y  a  aucun 
frottement  entre  le  corps  et  le  plan  comme  dans  l'exercice  (414),  ima- 
ginons, au  contraire,  que  le  coefficient  de  frottement  du  corps  sur  le  plan 

Fig.  262. 


soit  infini;  alors  tout  glissement  devient  impossible  et  le  corps  ne  peut 
que  rouler  et  pivoter  sur  le  plan  fixe.  Cette  condition  s'exprime  géomé- 
triquement en  écrivant  que  la  vitesse  absolue  du  point  du  corps  qui  est 
en  contact  avec  le  plan  est  nulle.  La  liaison  imposée  aux  corps  est  une  de 
celles  que  nous  avons  examinées  à  propos  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

Reprenons  les  notations  du  n"  414  avec  le  même  choix  d'axes.  Soient  P 
le  point  de  contact  du  corps  avec  le  plan,  Q  la  projection  du  centre  de 
gravité  G  sur  le  plan  fixe.  Lk  distance  GQ  ou  Ç  du  centre  de  gravité  au 
plan  horizontal  est  une  fonction  connue/(0)  de  l'angle  siGz]  la  distance  PQ 
du  point  de  contact  au  point  Q  est  également  une  fonction  connue  ±f'{b) 
de  l'angle  0. 

La  demi-force  vive  du  corps  a  pour  expression 

(I)      T  =  -  (5'«-h  t/«-4-  Ç'«)  -^  ^  (4^'»sin«0  -h  e'«)  -+-  -  (cp'4-  4^'cosO)«, 

^  ^»  Jb 


où 


Ç=/(0)- 


Mais,  actuellement,  les  autres  paramétres  ^,  t],  0,  o.  ^  ne  sont  plus  indé- 
pendants; ils  sont  liés  par  deux  conditions  qu'on  ne  peut  pas  écrire  sous 
forme  finie  (*)  et  qui  expriment  que  le  corps  roule  et  pivote  sur  le  plan; 


(*)  Au  sujet  de  ces  liaisons,  non  exprimables  sous  forme  finie,  voir  un  Mé- 
moire de  M.  Vierkandt  {Monatshe/le  fur  Mathematik  und  Physik,  1^92)  cl  une 
Note  de  M.  Hadamard  {Comptes  rendus,  1894,  et  Mémoires  de  la  Société  des 
Scienceê  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  /|*  série,  t.  V.) 
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il  en  résulte  que  trois  seulement  de  ces  paramètres^  6,  ^ ,  '^  par  exempl. 
sont  indépendants.  Nous  allons  exprimer  la  demi-force  vive  T  en  foncli-^ 
de  ces  paramètres  et  de  leurs  dérivées. 

Prenons  un  système  d'axes  auxiliaires  ayant  pour  origine  le  centre 
gravité  et  défini  comme  il  suit  :  d'abord,  l'axe  vertical  G«i,  puis  un  a 
horizontal  Gy\  perpendiculaire  au  plan  z  Gzi  et  dirigé  suivant  la  droite 
intersection  du  plan  a:G^  lié  au  corps  et  du  plan  horizontal  a^i  Gj^t  passa, 
par  G;  enfin,  un  axe  Gx\  perpendiculaire  aux  deux  précédents  et  oriei 
comme  toujours.   Si  Ton  appelle  n^\iy\,Zi  les  coordonnées  du  point 
contact  P  par  rapport  à  ces  axes,  on  a  j^j  =  o,  Zi  =  —  Ç  ;  quant  à  Tabsciî 
x\  du  point  P  nous  l'appellerons  p,  de  sorte  que  p  est,  en  valeur  absoh 

égal  à  PQ;  nous  verrons  que  p  est  égal,  en  grandeur  et  signe,  à/'(8). 

La  rotation  instantanée  du  corps  autour  de  son  centre  de  gravité  est—  la 

somme  géométrique  de  trois  vecteurs  :  '^'  dirigé  suivant  Gzi,  6'  suivant      ^^IjI 
ou  G/'j,  <p'  suivant  Gz;  en  appelant  donc  /?i,  q\,  ri  les  composantes  -^de 

cette  rotation  suivant  les  axes  Gx\jr'iZi,  on  a 

p\  =  ^'sin%f        ^',  =  6',        ri=  i|^'-f- <p'cos6. 

Nous  pouvons  maintenant  écrire  facilement  que  la  vitesse  du  point 
corps  qui  est  en  P  est  nulle.  En  cfl*ct,  la  vitesse  absolue  Va  de  ce  po 
est  la  somme   géométrique  de  la  vitesse  V^  qu'il  posséderait  si  le  co 
était  animé  uniquement  d'un  mouvement  de  translation  égal  à  celui 
centre  de  gravité  et  de  la  vitesse  Vr  qu'il  posséderait  si  le  corps  tou 
autour  du  centre  de  gravité  supposé  fixe. 

Appelons  u,  v  et  w  les  projections  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
les   axes  Gx\,  G/i,  G;;i;    le  vecteur  V^,  égal  et  parallèle  à  la  vitesse 
centre  de  gravité,  a  aussi  |)our  projections  //,  v  et  w  sur  ces  axes. 

La  vitesse  Vr  étnnl  due  à  la  rotation  instantanée  autour  du  centre 
gravite  a  pour  projections  sur  ces  mômes  axes 

yi-i-^'iri»     rix\-p\zi,    p\y\  —  q\x\, 

c'est-à-dire,  d'après  les  valeurs  de  p\ ,  q\ ,  r^  et  des  coordonnées  du  point 

—  ;0',     p(iJ/'-f-o'cosÔ)-f-Ço'sinO,     —  pO'. 

Écrivant  que  les  projections  de  la  vitesse  absolue  V^,  résultante  de 
et  Vr,  sont  nulles  sur  les  trois  axes  Gx\y\zi^  nous  avons  les  conditi* 

(2)       a  — C0'  =  o,         c -f- p  (4''4- <p'cosO)-hÇo'sinO  =  o,         w  —  pO' = 


dont  la  dernière  est  susceptible  d'une  vérification  simple.  En  effet,  w  ^^ 
égal  à  la  dérivée  Ç';  comme  on  a  posé  Ç  =/(0),  w  est  égal  à/'(0)6'  et 
troisième  équation  donne  p  =/'(0),  ce  qui  est  bien  la  valeur  déjà  indiqi»^ 

pour  PQ.  Le  carré  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  J'*-H  7)''-t-  Ç'*,  éta**  ^ 


^  a 
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aussi  égal  à  a*-4-  i'*-^  (v*,  a  pour  valeur,  d'après  (2), 

(î«-h  p«)e'«-t-  [p  (^'-h  ç'cosO)  -f-  Ço'sine]». 

On  a  donc  enfin,  pour  T,  l'expression 

2T  =  M(Ç«-f-  p»)0'«H-  M  fcp'(p  cosO  -^  Ç  sinO)  4-  f  p]* 
A  (f  «sin»e  -h  0'«)  -h  C  {9'-+-  ^^'cos6)2, 


où  il  faut  remplacer  Ç  par/(0)  et  p  par/'(0).  D'autre  part,  la  fonction 
àes  forces  données  est 

U=-M^Ç=-M^/(e). 

Comme  T  et  U  ne  contiennent  ni  «p  ni  4^,  les  équations  de  Lagrange 

''^Oiitrcnt  que  les  dérivées  de  -r-,  et  -777  sont  nulles,  c'est-à-dire  que  ces 

^l^^ntités  restent  constantes  dans  le  mouvement.  On  a  ainsi  deux  inté- 
Ç^alcs  premières 

I  M  [(p'(p  cosO  H-  Ç  sin  0)  -h^'p](p  cosO  -4-  Ç  sinO)  -f-  C(^'-^  f  cosO)  =  K, 
(3)  M[<p'(p  cosO-i-CsinO)-r  f  p]p-+-  A-ysiiinj 

(  H-  G(?'H-i^'cosO)cose  =  L. 

L'équation  de  Lagrange  relative  a  0  serait  beaucoup  plus  compliquée; 
on  la  remplacera  par  l'intégrale  des  forces  vives 

(4)  T=-M^/(Û)-T-A. 

Ces  trois  équations  donnent  0,  9,  ^  en  fonction  du  temps.  Des  deux  pre- 
mières on  tire,  par  la  résolution  d'équations  du  premier  degré  :  «p'=  F  (6), 
^'=  G  (6),  F  et  G  étant  des  fonctions  connues  de  6;  portant  ces  valeurs 
dans  l'équation  des  forces  vives,  on  a  une  équation  de  la  forme 

0'«=*(0),         dt=      "^^ 


v/*(0) 

qui  donne  t  en  fonction  de  0  par  une  quadrature.  On  a  ensuite  les  équa- 
tions 

/4>(0)  •        /*(0) 

qui  donnent  également  (p  et  4^  en  fonction  de  6. 

La  discussion  est  analogue  à  celle  que  nous  avons  faite  pour  la  toupie 
(n*403).  L'angle  0  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  rendant  *(6)  posi- 
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tive,  la  valeur  initiale  Oq  remplissant  évidenoi noient  cette  condition.  Suppo- 
sons 60  positif,  0  va  en  croissant  jusqu'à  ce  qu'il  atteigne  une  racine  de 
«I>(0),  Oi  par  exemple.  Si  cette  racine  est  simple,  le  temps  que  met  ft  ^ 
atteindre  la  valeur  Oi  est  fini;  0  ne  pouvant  pas  dépasser  Oi,  car  6'  devien- 
drait imaginaire,   va  donc  en  décroissant  et  il  faut  prendre  le  signe     ^ 

devant  /4>(0);  6  décroîtra  en  repassant  par  Oq  jusqu'à  la  première  racine  ^\ 
de  <ï>(0)  moindre  que  Oq;  si  cette  racine  est  simple,  0  devra  ensuite  a«:s-g- 
menter  de  O2  à  61  et  ainsi  de  suite.  Si  la  racine  Oj  était  double  ou  multiplie, 
le  temps  t  augmenterait  indéfiniment  quand  0  tendrait  vers  61. 

On  peut  trouver  facilement  la  courbe  S,  lieu  des  points  de  contact-  P 
sur  la  surface.  En  effet,  le  plan  zGx  étant  un  plan  méridien  invariab»  Ic- 
ment  lié  à  la  surface,  l'angle  ^  du  plan  méridien  zGz\  passant  paK^  le 
point  P  avec  le  plan  zGx,  est  la  longitude  du  point  de  contact  suk 


la 


surface;  d'après  la  définition  même  des  angles  d'Euler,  on  a  ^  =  9-+-    ^ 

d'autre  part  l'angle  to,  que  fait  le  rayon  GP  avec  le  prolongement  GE 
l'axe   G^,   est  la  colatitude  du  point  P  sur  la  surface  :  cet  angle  étanfl 
différence  EGQ  —  PGQ  est  (Jig''  262)  donné  par 


la 


p 

(i)  =  0  -h  arc  tangpy 

car,  sur  la  figure,  p  est  négatif  comme  étant  l'abscisse  x\  du  point  P. 
angle  co  est   une  fonction   connue  de  0,  et  la  relation  trouvée  plus  h 
entre  cp  et  0  donne,  par   un   changement  de  variables,  la  relation  en 
p  et  Ci),  c'est-à-dire  l'équation  de  la  courbe  S. 

La  courbe  II,  lieu  du  point  P  sur  le  plan  horizontal,  peut  se  déte 
ner  comme  il  suit.  D'abord  l'élément  d'arc  di  de  cette  courbe  est  éga- 
l'élément  d'arc  ds  de  la  courbe  S,  car  les  deux  courbes  roulent  l'une 
l'autre  :  on   aura   donc   pour   di   une  expression  de  la  forme  ^(0)€/O 
^  est  une  fonction  connue.  Ensuite  la  tangente  P^  à   la   courbe  S  en 
coïncide   avec   la    tangente  à  S;  comme  ia  courbe  S  est  connue,  l'angl 
que  fait  V  l  avec  la  méridienne,  c'est-à-dire  avec  PQ,  est  connu  en  foncti 
de  0;   l'angle  X  que  fait  celle  tangente  avec  l'axe  OJ  ou  la  parallèle 

à  cet  axe  est  alors  le  supplément  de  XQP  -h  V  ou  tj^-+-  — -hV,  carQH,é( 

parallèle  à  GI,   fait  avec  QX  un  angle  ^  et  avec  QP  un  angle—-  En 

sumé,  on  connaît  en  fonction  de  0,  l'arc  j  de  S  et  l'angle  X  de  la  tangei 
à  S  avec   une   direction   fixe.  Ces  conditions  déterminent  2  :  elles   fou 
nissent  ce  qu'on  appelle  Véqiiation  intrinsèque  de  la  courbe.  Si  V 
désigne  par  X  et  Y  les  coordonnées  de  P  dans  le  plan  ÇOr^,  on  a 

d\  =  d^  cos  X,         d\  =  di  sin  X, 

d'où  X  et  Y  en  fonction  de  6  par  des  quadratures. 
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Nous  renverrons,  pour  une  discussion  plus  détaillée,  au  Mémoire  de 
M.  Lindel6f,  en  nous  bornant  à  appliquer  ces  formules  générales  à  un 
exemple. 

Exemple,  —  Supposons  que  le  corps  soit  un  cercle  homogène  de  rayon  R 
infiniment  mince,  roulant  par  sa  circonférence  sur  le  plan  horizontal 
(pièce  de  monnaie).  Alors  on  a  Ç  =  R  sin  0,  p  =  R  cos  0;  de  plus,  la  coor- 
donnée z  de  tous  les  points  du  corps  étant  nulle,  G  =  2A.  Les  équations 
du  mouvement  (3  et  4)  deviennent 

/^v  J  (MR»-f-G)(cp'H-f  cosO)  =  K, 

^  }  (MR»-^C;((p'-+-4/'cosO)cosO-t- At^'sin*0  =  L. 

On  en  tire 

v»>  o'4-9'cos6  =  To,  V   =- T—TK y 

^*  et.    g  étant  des  constantes  arbitraires,  b  une  constante  déterminée. 
*-•* intégrale  des  forces  vives  T  =  —  M^  R  sin  0  -t-  A  donne  ensuite 

(MR«-f-A)0'«4-(MR*+G)((p'-+-4;'cosO)î-t-At^'îsin»0 
=  —  '2  M^  R  sin  0  -+-  2  A, 

^^  ^H  tenant  compte  des  relations  précédentes 
^'^^  6'»  sin»e  =  (a  —  a  sin  0)  sin»0  —  c(P  —  6ro  cos  0)*, 

^^  *  est  une  constante  arbitraire,  a  et  c  des  constantes  positives  déter- 

^*Bée5.  Le  deuxième  membre   étant  positif  pour  0  =  Oo,  et,  en  général, 

^^gatif  pour  6  =  0  et  0  =  tc,  l'angle  0  oscille  entre  deux  limites  6t  et  Oj. 

^i  les  conditions  initiales  sont  telles  que  ces  deux  racines  Oj  et  0]  soient 

^o^les,  6  reste  constant  :  alors  (p  et  4^  varient  proportionnellement  à  /. 

Le  lieu  S  du  point  de  contact  V  sur  le  corps  est  la   circonférence   du 
cercle  roulant  :  comme  le  rayon   GP  fait  avec  Taxe  Gx  lié  au  corps  un 

angle o,  on  a  pour  l'arc  ds  de  la  circonférence  la  valeur  ds  =  Rc/(p  : 

donc  l'are  dv  de  la  courbe  £,  lieu  du  point  P  sur  le  plan,  est  aussi 
d9  =  R^cp.  D'autre  part,  la  tangente  Pt  aux  deux  courbes  S  et  S  est  per- 
pendiculaire à  QP;  Tangle  qu'elle  fait  avec  ^  est  donc  ^  et  les  coor- 
données X  et  Y  d'un  point  de  la  courbe  I>  sont  données  par 

d\  =:ï{d(ocos^,         dY  =:  Rd<^  sin^. 

Si  0  est  constant  cette  courbe  est  un  cercle. 

Il  faudra  examiner  à  part  le  cas  où  les  conditions  initiales  seraient  telles 
que  le  second  membre  de  l'équation  (7)  s'annule  pour  0  =  o  ou  0  =  tt, 
c'est-à-dire  où  p  =  ih  ôrg. 
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J^3.  Intégrale  analogue  à  celle  des  forces  vives  dans  certains  cas  et 
les  liaisons  dépendent  du  temps-  —  On  peut  former  une  intégrale  ana- 
logue à   l'intégrale  des  forces  vives  dans  certains  cas    où    les  liaisons 
dépendent  du   temps.  Dans  cette  hypothèse,  les  expressions  dex^y^  & 
en  çiy  çt,  ,..,  qk  contiennent  t  :  la  demi-force  vive  T  n*cst  plus  homo- 
gène en  çr^,  ^j,  ...,  q'i^\  nous  pouvons  l'écrire  T  =  Tj -H  Tt  H- T©,  Tt  ci^- 
signant  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  en  q\^  q\^  ...,  q\^  T^     le 
termes  du  premier  degré  par  rapport  à  ces  quantités,  et  Tçle  terme  ica  ^^* 
pendant  de  ces  quantités.  On  a  encore,  par  un  calcul  analogue  au  pr< 
dent  (n°  449), 

Mais,  d'une  part, 

àqx 
d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes,  et,  d'autre  part, 

car  T  dépend  de  t  directement  et  par  l'intermédiaire  des  ^a,  yi. 
On  a  donc,  après  réduction, 

^(T,-T,)  =  Q,7',+...^Q*.7i._:5. 

Si  la  quantité  Qi  7; -f-..  .-+-  qj>q\.-j-  est  égale  à  ^^  ¥(7,,  ...,  q^,  /)i 
a  enfîn 

C'est   ce  qui    a   lieu,  par  exemple,  si  —  dépend   seulement  de   /,  e' 

Qirf^i-i-.  ..-f- Qat^/^a  est  une  diffcrenlicile  totale  exacte  d\J(qiy  ..., 
d'une  fonction  ne  contenant  pas  /.  L'intégrale  s'écrirait  dans  ce  cas 

T2-To=U-+-F(0-f-A, 

—  étant  supposé  égal  à  F'(/).  (  Voir,  Painlevk,  Leçons  sur  Vintigrati^^ 
des  équations  de  la  Mécanique^  p.  89;  Herniaun,  iSgS). 
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in.  —  PETITS  MOUVEMENTS  AUTOUR  D'UNE  POSITION 

D'ÉQUILIBRE  STABLE. 

454.  Stabilité  de  l'équilibre.  —  Lorsque  les  liaisons  d'un  sys- 
lème  sont  indépendantes  du  temps  et  que  les  forces  données  dé- 
rivent d'une  fonction  de  force  U,  on  sait  (n"  180)  que  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  d'équilibre  sont 

^U  _  dV  _  dV  _ 

■ 

Çij  ^2î  '  -  '  ■)  ^Jk  désignant  les  k  paramètres  indépendants  qui  dé- 
finissent la  position  du  système.  Ces  égalités  sont  les  conditions 
nécessaires,  mais  non  suffisantes,  pour  que  U  présente  un  maximum 
ou  un  minimum.  Si,  dans  une  position  du  système,  U  est 
maximum,  c'est  une  position  d^équilibre  stable.  Ce  théorème, 
déjà  énoncé  par  Lagrange,  a  été  démontré  par  Lejeune-Dirichlet 
de  la  façon  suivante  {Journal  de  Liouville)  : 

Nous  pouvons  toujours  supposer  que  les  valeurs  des  para- 
mètres qui  correspondent  à  la  position  d'équilibre  sont  q^  =  o, 
<jr2=  o,  . . .,  5^A=  o  et  que  U  est  nul  pour  ces  valeurs,  car  U  n'est 
défini  qu'à  une  constante  près.  L'équilibre  est  stable  quand,  en 
écartant  très  peu  le  système  de  la  position  d'équilil)re  d'une  ma- 
nière arbitraire,  et  donnant  aux  différents  points  des  vitesses  ini- 
tiales très  petites,  on  obtient  un  mouvement  dans  lequel  le  système 
s'écarte  très  peu  de  cette  position  d'équilibre.  D'une  façon  précise, 
soit  e  un  nombre  donné  à  l'avance,  aussi  petit  qu'on  veut  ;  on  peut 
trouver  un  nombre  r\  assez  petit  pour  que  les  valeurs  initiales  des 
paramètres  yi,  q^^  .  »  * ,  q^  et  des  vitesses  des  divers  points  étant 
inférieures  à  tq  en  valeur  absolue,  les  valeurs  de  q^,  q^^  . . .,  q^ 
restent,  dans  toute  la  durée  du  mouvement,  inférieures  à  e  en  va- 
leur absolue. 

Cette  définition  étant  rappelée,  admettons  que  U  soit  nul  et 
maximum  pour  les  valeurs  ^ti  =  o,  q2^=o,  . .  ,^  qf^z=o\  il  faut 
montrer  que  l'équilibre  est  stable.  Comme  U  est  maximum,  on 
peut  trouver  un  nombre  positif  s  assez  petit  pour  que,  pour  tous 
les  systèmes  de  valeurs  de  q\j  q^^  . . .,  qn  compris  entre  —  e  et 
4-  e  ou  égaux  à  ces  limites,  la  fonction  U  soit  négative,  excepté 


'^r*^ 
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pour  la  seule  combinaison  qi=:q2  =  , .  ,  =  qj^  =  o  qui  la  rend  nulle. 
Donnons,  en  particulier,  à  une  des  variables  g^  les  valeurs  limites      Ic^-^ 
die,  puis  donnons  aux  autres,  ^i,  •••^^v-o  ^v+m^Aj  tous  les      ^rz^ti 
systèmes  possibles  de  valeurs  compris  entre  d=  e  ou  égaux  à  ces 
limites;  soit  —  Py  la  plus  grande  valeur  de  U  pour  ces  valeurs  des 
paramètres;  Py  est  un  nombre  positif  non  nul,  car,  q^  étant  égal  à 
±:  e,  U  ne  peut  pas  s'annuler,  quelles  que  soient  les  valeurs  don- 
nées aux  autres  paramètres  dans  les  limites  indiquées.  Il  existe      flt?*^ 
ainsi  k  nombres  positifs  P| ,  P2,  . .  . ,  Pa  obtenus  en  faisant  succès-      ^  "t^-^ 
sivement  qt^  q^^  . . .  ^a  égaux  à  de  e.  Appelons  P  le  plus  petit 
d'entre  eux^  on  aura  nécessairement 

U<-P,        Uh-P<o; 

dès  que  Tun  des  paramètres  deviendra  égal  à  ih  e,  les  autres  restat^^ 
compris  entre  dz  e  ou  égaux  à  ces  limites. 

Ceci  posé,  écartons  le  système  de  sa  position  d'équilibre,     ^^ 
donnant  aux  paramètres   des  valeurs  q\^  q\^  ...,  q\  compri 
entre  =iie,  puis  imprimons  aux  différents  points  des  vitesses  i 
tiales  v\^  v\^   ...,  r,^.  En  appliquant  au  mouvement  qui  pr 
naissance,  le  théorème  des  forces  vives,  nous  avons 

(3oinme  Uq  est  négatif,  la  quantité  ^  — ^  — Uq  est  positi 

elle  peut  d'ailleurs  être  rendue  aussi  petite  qu'on  le  veut,  car 
est  continue  et  s'annule  quand  toutes  les  vitesses  initiales  et  ton- 
les  valeurs  initiales  des  paramètres  sont  nulles.  D'une  façon  p 
cise,  on  peut  déterminer  un  nombre  'r\  inférieur  à  e  et  assez 
pour  que,  les  valeurs  q\^  q\^  •  •  •  >  5^2  ^^  ^n  ^2^  •  •  •  >  ^«  étant  p 
petites  que  tj  en  valeur  absolue,  on  ait 


2 


i5'i-U.<P. 

2 


Alors  l'équation  des  forces  vives  donne 

,     <U-4-P. 
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Les  paramètres  ^i,  ^2?  •••?  ^a  partant  de  valeurs  comprises 
aire  ±:  e,  aucun  des  paramètres  ne  peut  atteindre  ces  limites 
rendant  le  mouvement,  car,  dus  que  l'un  d'entre  eux  les  atteindrait, 
J -+- P  deviendrait  négatifs  et  la  force  vive  ^mv'^  également,  ce 
|ui  est  impossible. 

Limites  des  vitesses.  —  On  peut  aussi  assigner  des  limites 
supérieures  des  vitesses  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 
En  eflet,  U  étant  négatif,  puisque  les  paramètres  restent  compris 
entre  =î=e,  on  a 

Si  donc  on  appelle  ^vla  vitesse  du  point  de  masse  m/,  on  a 


mivf  <  aP, 


■■<  v/^ 


Cette  limite  est  très  petite  en  même  temps  que  e,  car,  £  tendant 
ers  zéro,  P  tend  vers  zéro. 

^^emarqueL  —  La  démonstration  suppose  essentiellement  que  U  dépende 
^  tous  les  paramètres  qi,  q^^  ..,,  qk\  si  U  dépendait  seulement  de 
LAclques-uns  d'entre  eux,  ^i,  q^^  q^  par  exemple,  et  était  maximum  et  nu] 
:> mjr  ^1  =  ^j  =  çTj  =  o,  la  position  correspondant  à  ^i  =  o,  ^j  =  o,  çr,  =  o, 

b>   "=  a^,  ...,  qi^-=.akt  a^,  as, ,  a^  étant  des  constantes  quelconques, 

-  v^ait  une  position  d'équilibre,  mais  elle  ne  serait  pas  stable.  En  écartant 
système  très  peu  de  cette  position  et  donnant  aux  points  des  vitesses 
^^s  petites,  on  aurait  un  mouvement  dans  lequel  q\^  ^3,  q%  resteraient 
"^8  voisins  de  zéro,  mais  les  autres  paramètres  ^4,  q^^  ...,  qk  ne  reste- 
^îcDt  pas  voisins  de  a^,  ag,  ...,  a^.  D'ailleurs,  les  vitesses  restent  très 
otites,  imaginons,  par  exemple,  un  corps  pesant  de  révolution,  suspendu 
^r  un  point  de  son  axe,  et  prenons  les  notations  du  n°  402.  Actuellement, 
y  a  une  fonction  de  forces  qu'on  peut  écrire 

U^  — M^Ccose, 

LXii  ne  dépend  que  de  6,  tandis  que  la  position  du  corps  dépend  des  trois 
^  ^gles  d'Euler  0,  9,  ^.  La  fonction  U  est  maximum  pour  6  =  tc;  les  posi- 
^ons  correspondantes  du  corps,  en  nombre  infîni,  sont  des  positions  d'cqui- 
^brc  d'ailleurs  évidentes  a  priori,  l'axe  étant  vertical  et  le  centre  de  gra- 
nité au-dessous  du  point  de  suspension.  Mais  ces  positions  ne  sont  pas 
^tables  dans  le  sens  strict  du  mot,  car  en  imprimant  au  corps  une  rotation 
initiale,  si  petite  soit>elle,  autour  de  la  verticale,  on  obtient  un  mouvement 
Uans  lequel  les  points  s'éloignent  de  quantités  finies  de  leurs  positions 
^'équilibre. 

II.  23 
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Remarque  II.  —  On  peut  démontrer  que,  si,  dans  une  certaine  position 

d  un  système,  les  dérivées  -^ — ,  -; —  >  •  •  •  >  -r —  sont  toutes  nulles  sans  que  li 

àqi     dÇi  dqk  ^ 

soit    maximum f   la    position    d'équilibre    correspondante    est  instable, 

M.  Francesco  Siacci  nous  a  informé  récemment  qu'il  était  arrivé   à  une 

démonstration  rigoureuse  de  cette  proposition. 

455.  Petits  mouYements.  —  Imaginons,  comme  plus  haut,  un 
système  à  liaisons  indépendantes  du  temps  dont  la  position  dé- 
pend de  k  paramètres  géométriques  q^^  q^^  ...,  q)^\  supposons 
que  les  forces  appliquées  dérivent  d'une  fonction  de  forces 
^(?<>  92>  •••>  ?*)  dépendant  de  toutes  les  variables  q^t  et  que 
cette  fonction  soit  maximum  et  nulle  quand  toutes  les  variables  q^» 
s'annulent  (v  =  i,  2,  . . .,  A*).  La  position  d'équilibre  correspon- 
dante est  stable;  nous  nous  proposons  d'étudier  les  petits  mouve- 
ments du  système  autour  de  celte  position.  Dans  ces  petits  mou- 
vements ^Ti,  çTj,  ...,  qk  restent  très  petits;  les  vitesses  restent 
aussi  très  petites;  donc  les  dérivées  q^^  q'^^  ...,  q'^^  restent  très 
petites,  car  la  force  vive  est  une  fonction  homogène  et  du  second 
degré  essentiellement  positive  des  dérivées  y^.  Nous  commence- 
rons par  le  cas  le  plus  simple  où  le  système  est  à  liaisons  corn- 
p  le  te  s, 

i'^  Système  à  liaisons  complètes.  —  La  position  du  système 
dépend  alors  d'un  paramètre  q  qui  est  supposé  nul  dans  la  posi- 
tion d'équilibre;  le  nombre  A*  :^  i .  La  demi-force  vive  T  étant 
une  fonction  homogène  et  du  second  degré  de  q'  est  de  la  forme 

T:^^'V(7)       7'^  [.Ao)-?/'(o) -...], 

où  l'on  suppose  la  fonction  /{q)  dévcloppable  par  la  formule  de 
Mac  Laurin.  Supposons  le  premier  terme  du  développement y(o) 
différent  de  zéro  :  alors  ce  premier  terme /(o)  est  nécessairement 
positif,  car,  q  étant  très  petit,  T  a  le  signe  de  /(o)  et  une  force 
vive  est  essentiellement  positive.  Nous  écrirons,  en  posant 
J{o)=-.a, 

T|  étant  très  petit  par  rapport  au  premier  terme,  car  T|  contient 
qq'^  en  facteur. 
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Prenons  maintenant  la  fonction  des  forces  U  :  c'est  par  hypo- 
thèse une  fonction  de  q  nulle  et  maximum  pour  ^  ==  o.  Si  donc 
on  pose  U  =  F(5r)  et  si  l'on  développe  F(y)  par  la  formule  de 
Mac  Laurin,  on  voit  que  F(o)  et  F'(o)  sont  nuls,  F"(o)  étant  en 

général  négatif.   En   posant -F''(o)  =  —  a,    a>o,   on   pourra 

écrire 

U  =  — a^»-H  Ui, 

Ui  étant  la  somme  des  termes  suivants  dans  le  développement 
de  Mac  Laurin;  U|  est  donc  très  petit  par  rapport  au  terme  — <tq^ 
car  il  contient  q^  en  facteur. 

On  peut,  pour  étudier  les  petites  oscillations,  négliger  T|  etU| 
et  prendre 

L'équation  du  mouvement,  d'après  Lagrange, 

dt  \0q')        àcj   ~~  dq 

devient  alors,  puisque  —  est  nul, 

(l)  aq'  =  —a(j,         q'^—r^q, 

en  posant-  =  r^.  L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

q  =  \  cos{rt  -+-  p) 

A  cl  p  désignant  deux  constantes  arbitraires  que  l'on  détermine 
connaissant  la  position  initiale,  c'est-à-dire  q^^  et  la  vitesse  ini- 
tiale, c'est-à-dire  q\.  La  durée  d'une  oscillation  du  système  est  — ; 

la  constante  r  ayant  une  signification  physique  est  évidemment 
indépendante  du  choix  du  paramètre  q. 

Les  valeurs  initiales  de  q  et  q'  pour  ^  =  o  étant  a^  et  6,  on  a 

q  —  a*  cos/7  H sinr/. 

''  r 

Si  dans  une  deuxième  expérience  les  valeurs  initiales  de  q  et  q' 
sont  aj  et  62?  on  a  de  môme  pour  le  mouvement 

g  ^  m  cos ri  H sinr^ 

'  r 


1 
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Enfin,  si  dans  une  troisième  expérience,  les  valeurs  initiales 

de  <7  et  </  sont  ^i  -h  (I2  et  b^  -h  62^  l'expression  correspondante  de  q 

est 

bx 


^  =  (ai  -h  aj)  cosr/ 


c'est-à-dire  la  somme  des  deux  précédentes  :  ce  fait,  qui  lient  à 
ce  que  Téquation  du  mouvement  est  linéaire,  constitue  ce  qu'on 
appelle  la  superposition  des  petits  mouvements. 

Exemple,  —  En  deux  points  fixes  A  et  A'  situés  sur  Taxe  horizontal  Ox 
à  des  distances  égales  OA  =  0A'=  a  de  Torigine  O,  sont  attachés  deux 
flls  sans  masse  AM,  A' M'  de  même  longueur  /  supportant  une  barre  homo> 

Fig.  263. 


gène  pesante  MM'  de  longueur  ia  égale  à  AA'.  Cette  barre  est  percée  en 
son  milieu  G  d'une  ouverture  infiniment  petite  dans  laquelle  passe  l'axe  Oz 
supposé  vertical  et  dirige  vers  le  bas.  Le  système  étant  écarté  très  peu  de 
sa  position  d'équilibre  Mt  M',  est  abandonné  à  lui-même  sans  vitesse  ini- 
tiale :  étudions  les  petites  oscillations. 

Appelons,  à  un  instant  quelconque,  6  l'angle  du  fil  AM  avec  Oz,  et  n 
Tangle  que  fait  avec  Ox  la  projection  PP'  de  la  barre  MM'  sur  le  plan 
xO y\  le  triangle  isoscéle  AOP  et  le  triangle  rectangle  AMP  donnent  la 
relation 

/  sinO  —  aa  sin  -• 

•A 

La  position  du  système  dépend  du  seul  paramètre  6  qui  s'annule  dans  la 
position  d'équilibre.  La  seule  force  donnée  étant  le  poids,  on  a,  en  appe- 
lant Ç  l'ordonnée  OG  —  /cosO  du  centre  de  gravité  G, 

U  =  M^/(cosO  — i), 

où  la  constante  est  déterminée  de  façon  que  U  soit  nul  pour  0  =  o;  U  est 
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manifestement  maximum  pour  cette  valeur.  Développant  U  par  la  formule 
de  Mac  Laurin,  on  a 

2 

OÙ  Ui  est,  par  rapport  à  6,  d'un  ordre  supérieur  au  deuxième.  Calculons  T 
d  après  le  théorème  de  Kœnig 

T  =  1  M(p-+-  A:»  a'2)  =  1 M  (m'^  sin«e  -+-  i  a«a'A  , 

:^ar  le  moment  d'inertie  MX*  d'une  barre  homogène  de  longueur  ia  par 
'apport  à  son  centre  est  -  Ma'.  Or  la  relation  géométrique  ci-dessus  donne 

a  =  a  arc  sin  (  —  sin  0  ) , 

t'où  Ton  tire  a'  par  dérivation  et 

f^        im./i.    .   ïA       4     a'/^cos'O    \^,. 
T  =  -M(/*sin»0-4-|  — .,    .   ,ft  IQ'. 

L'équation  finie  du  mouvement  serait  donc  T  =  U  -h  A  d'après  le  théo- 
^éme  des  forces  vives.  Mais  pour  les  oscillations  infiniment  petites,  nous 
devons  réduire  le  coefficient  de  d'*  dans  T  à  ce  qu'il  devient  pour  G  =  o, 
—  t  prendre  approximativement 

T  =  ;^M/«e'«,      u  =  -  -Mwe'. 

6  '2 

L'équation  du  mouvement,  d'après  l'équation  de  Lagrange,  est  alors 

6"  =  - 5^0. 

La  durée  des  petites  oscillations  est  27t4  /  -— • 

V    3^ 

Remarque.  —  Dans  la  théorie  précédente  nous  avons  supposé  que,  T 
^tant  de  la  forme  g'^  /iç)y  /(o)  était  différent  de  zéro.  Si  cette  condition 
n'est  pas  réalisée,  on  peut  la  réaliser  par  un  changement  de  variable.  Sup- 
posons, en  effet,  qu'on  ait  pour  de  petites  valeurs  de  q 

f{q)  =  q^^(q), 

9(0)  étant  différent  de  zéro. 
On  fera  alors  la  substitution 

'^  -'■  ^    1    '        '  ;rL  t 
q^q' =s  s  j          q  =  s^-*-^j 
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S  désignant  une  nouvelle  variable,  et  Ton  aura 

T  =  g-'q"<i(g)  =  ^,^j.^^,  ?(.'—')  s'*, 

OÙ  le  coefGcient  de  5'*  n'est  plus  nul  pour  *  =  o. 

Nous  avons  supposé  également  que,  le  coefficient  de  q'*  dans  T  étant 
différent  de  zéro  pour  g  =  o,  le  développement  de  U  (^)  par  la  formule  de 
Mac  Laurin  commence  par  un  terme  en  q*.  Mais  il  peut  arriver  que  U(^), 
étant  maximum  pour  ^  =  o,  les  dérivées  de  U  jusqu'à  un  ordre  impair 
quelconque  supérieur  à  i  s'annulent,  la  première  dérivée  qui  ne  s'annule 
pas  étant  d'ordre  pair  et  négative.  Par  exemple,  pour  prendre  le  cas  le 
plus  simple,  on  peut  avoir 

Ui  contenant  q^  en  facteur  et  à  étant  positif.   Alors,  en   réduisant  T  à  la 
forme  aq'^  et  négligeant  Ui,  on  a  pour  l'équation  du  mouvement 


,z 


(2)  aq"  = —  lOiq 

On  est  alors  en  présence  d'une  circonstance  spéciale  qui  ne  tient  pas  au 
choix  de  la  variable  :  la  durée  des  petites  oscillations  autour  de  la  po- 
sition d équilibre  varie  avec  leur  amplitude.  En  effet,  en  plaçant  le  sys- 
tème dans  la  position  correspondant  à  q^  et  l'abandonnant  sans  vitesse,  on 
a,         intégrant  (u), 

d'où  l'on  tire  t  en  fonction  de  q  par  une  quadrature  elliptique  :  q  oscille 
«le  —  <7o  à  -H  70  ;  le  quart  d'une  oscillation  a  pour  durée 

—     ^1 

ds 


i/'l  f"  -JL^.—  -  Li/'l  f 


v/i 


en  faisant  q  —  sqQ,  Cette  durée  est  donc  en  raison  inverse  de  qo  et  devient 
infiniment  grande  quand  qo  tend  vers  zéro. 

'2'*  Systèmes  à  deux  degrés  de  liberté,  —  Imaginons  un  sjs- 
It'îine  à  liaisons  indépendantes  du  temps  dont  la  position  dépend 
de  deux  paramètres  q^  et  q^]  on  a 

où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  de  q^  et  q^. 

Nous  supposerons  les  paramètres  choisis  de  telle  façon  que  le 
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discriminant  AC  —  B^  ne  soil  pas  nul  pour  q^z=^q^z=  o.  Alors, 
en  développant  les  coefficients  A,  B,  C  par  la  formule  de  Mac 
Laurin,  et  appelant  a,  fr,  c  les  valeurs  de  ces  coefficients  pour 
q^=,q^=z  o,  on  aura 

T  =  aq'^  -h  7.bq\  q\  -r-  cq'}  -h  T,, 

Tj  étant  du  troisième  ordre  par  rapport  à  q^^  q2f  q\i  q\  et  s'an- 

nulant  quand  q^  et  q^  sont  nuls.  Quand  q^  et  q^  sont  très  petits, 

T  a  donc  le  signe  du  trinôme  formé  par  les  termes  qui  précèdent  T^ , 

et  comme  T  est  essentiellement  positif,  quels  que  soient  q\  et  q\^^ 

on  a 

a  >  o,        c  >  o,        b^  —  ac  <  o. 

Prenons  maintenant  la  fonction  de  forces  U(yi,  ^2)  •  cette 
fonction  étant  nulle  et  maximum  pour  q^  =  ^2  =  o,  on  a,  en  dé- 
veloppant par  la  formule  de  Mac  Laurin, 

où  U|  est  du  troisième  ordre  en  q^  et  q^»  Comme  U  doit  être  né- 
gatif pour  des  valeurs  arbitraires  suffisamment  petites  de^i  et  q^^ 
CD  a 

Pour  obtenir  les  petits  mouvements  autour  de  la  position  d'é- 
quilibre, nous  négligerons  T|  et  U|  en  prenant 

T  --=  ag',2  -+-  %bq\  q\  -+-  cq'^ , 

I^s  deux  équations  de  Lagrange  deviennent  alors 

.3.  1  aq\-\~bq\^-{(iqx-^^q^), 

\   ^q\-^  oq\^--  {^q,-r-^qt), 

équations  linéaires  à  coefficients  constants.  Pour  les  intégrer, 
nous  ferons 

(4)  çrj  =  X,cos(W  +  p),        <72  =  X,  cos(rf-Hp), 

^M  ^21  '*9  p  désignant  des  constantes.  En  substituant  et  divisant 
par  cos(r/  h-  p),  on  a 

(5)  X|(a/-»-a)-+-X,(6ri-p)  =  o,        X,(6rî- p) -+- X,(cr«-  y)  =  o, 
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d'où,  CD  éliminant  X|  61)^2, 

(6)  (ar*— a)(cr«— y)  — (6r«— ?)«  =  o, 

équation  bicarrée  qui  donne  pour  r^  deux  valeurs  réelles  et  posi- 
tives. En  eflet,  en  substituant  dans  le  premier  membre,  à  la  place 
de  H,  les  valeurs  o  et  H- oc,  on  obtient  des  résultats  positifs, 

tandis  que  les  valeurs  -et-  donnent  des  résultats  négatifs.   On 

peut  toujours  supposer  r  positif,  car  la  solution  (4)  ne  change 

pas  quand  on  change  retp  de  signes  :  nous  pourrons  alors  prendre 

pour  r  les  deux  racines  positives  r^  et  r^  de  Péquation  (6). 

Si  Ton  substitue  à  r  Tune  de  ces  racines  dans  les  équations  (5), 

elles  se  réduisent  à  une,  à  la  première,  par  exemple;  on  a  alors, 

en  faisant  r  =  /'i, 

Xi       ^       X,       _ 

[Xi  désignant  une  constante  arbitraire.  On  a  ainsi  la  solution 

yi  =  {ji,(6rî— p)cos(ri<H-p,),         qtT=  jx,  (a  —  arj)  cos(r,  /  H- pt). 

La  seconde  racine  r^  donne  une  solution  analogue,  avec  d'autres 
constantes  ^-2  et  pa,  et  les  intégrales  générales  des  équations  du 
mouvement  sont  enfin 

(  7  )      ' 

(  9rj=  |xi(a  — ar;)cos(ri/-i-  p,)  -^-  \i^(fi  —  ar\)  cos{r^t  h-  p,). 

avec  quatre  constantes  arbitraires  uli,  jjia,  pi  et  p2,  qu'on  détermi- 
nera connaissant  les  valeurs  initiales  de  ^i,  q^  et  de  leurs  déri- 
vées, q\  el  q'.y 

On  voit  que  le  mouvement  dans  le  voisinage  de  la  position 
d'équilibre  est  le  mouvement  résultant  de  deux  oscillations  dont 

les  périodes  respectives  sont  — ^  et  —  •  Si  ces  périodes  sont  coin- 
^  ^  ri        r2  ^ 

mensurablcs  entre  elles,  il  existera  une  période  pour  le  mouve- 
ment, sinon  le  système  ne  repassera  à  aucune  époque  par  la 
même  configuration.  On  a  déjà  vu  un  exemple  de  ce  fait  n"  272. 
Les  quantités  Ti  et  z^,  ayant  ainsi  une  signification  physique, 
sont  évidemment  indépendantes  du  choix  des  paramètres  qt  et  ^2- 
Ce  sont  des  invariants  du  problème. 
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Cas  particulier,  —  Quand  nous  avons  démontré  que  l'équa- 
tion (6)  en  r^  a  deux  racines  positives,  nous  avons  admis  qu'en 

substituant  -  et  -  dans  le  premier  membre,  on  avait  au  moins  un 
a       c  ^  ' 

résultat  négatif  :  ceci  n'arriverait  pas  si  Ton  avait 

a       b       c       ^  ' 
oùp^  est  une  constante  positive.  L'équation  (6)  serait  alors 

elle  aurait  ses  racines  égales  :  néanmoins  les  intégrales  générales 
ne  contiennent  pas  le  temps  en  dehors  des  signes  sin  et  cos;  en 
effet,  les  équations  du  mouvement  (3)  s'écrivent  alors 

et,  comme  b^  —  ac  est  positif,  elles  donnent 


Çi-^p^çi  =  0j      gl-^p^gt  =  o 


I 


d'où  pour  les  intégrales  générales 

qi=  iiiCOs{pt-hpi)y        qi=  fx,  cos  (/?/-+- Pj). 

Il  n'jr  a  plus  alors  qu'une  période  pour  chaque  oscillation, 


•2  7C 

'p 


Autre  méthode,  —  Ces  résultats  peuvent  être  obtenus  autrement  si  Ton 
fait  usage  des  propriétés  des  formes  quadratiques.  Considérons  les  deux 
formes  quadratiques 

S  =aq\-^2bqiqi-hcq\,  U  ^  —  (a<7{ -h  ^P^r,  çr,-h  yç^Î), 

à  Taide  desquelles  on  peut  écrire  les  équations  du  mouvement  sous  la 
forme 

dt^  \dqi  )  "  ôq]  '  dt*  \àqj  ~  àq^  ' 

Faisons  un  changement  de  variables  linéaire  à  coefficients  constants 

où  $1  et  it  sont  de  nouveaux  paramètres,  ki,  Ai,  kf  et  h^  des  constantes. 
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On  peut  déterminer  les  coefficients  de  la  substitution  de  façon  à  réduire 
simultanément  les  deux  formes  à  des  sommes  de  carrés;  cela  revient,  en 
regardant  q\  et  q^  comme  des  coordonnées  cartésiennes,  à  prendre  pour 
axes  les  droites  conjuguées  à  la  fois  par  rapport  aux  couples  de  droites 
S  =  o,  U  =  o.  On  a  ainsi 


U=-(rîsî  +  rî,î); 


la  demi-force  vive  devient  T  =  s'^ 
deviennent 


s\  =  —r\su 


d*oii  en  intégrant 

5i=  fx,  cos(r, /-f-p,), 


s'}  et  les  équations  du   mouvement 

5Î  =  — r*5„ 


si=  |x,cos(r,<H-p,). 


On  peut  remarquer  que  Téquation  bicarrée  en  r*  s'obtient  en  égalant  à 
zéro  le  discriminant  de  la  forme  U  h-  /'^S. 

Les  variables  Sx  et  ^2  s'appellent  les  variables /)rmct/?a/e*. 

Application.  —  Imaginons  une  barre  homogène  pesante  AB  de  lon- 
gueur ia  suspendue  par  un  fil  de  longueur  /  attaché  au  point  fixe  O;  le 
système  est  assujetti  à  se  déplacer  dans  un  plan  vertical  xOy^  on  demande 
d'étudier  ses  oscillations  infiniment  petites  autour  de  la  verticale  qui  est 
sa  position  d'équilibre. 

Fig.  264. 
0 


La  position  du  système  dépend  des  deux  angles  0  et  ^  que  fait  la  ver- 
ticale Ox  avec  les  directions  du  fil  et  de  la  barre,  paramétres  qui  sont  bien 
nuls  dans  la  position  d'équilibre.  II  y  a  ici  une  fonction  de  forces 

5  étant  l'abscisse  du  centre  de  gravité  G.  Il  nous  faut,  pour  être  dans  les 
conditions  de  la  théorie  qui  précède,  disposer  de  G  de  façon  que  U 
s'annule  dans  la  position  d'équilibre;  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
ayant  pour  expressions 

^  =  /  cos G  -H  a  cos  ç,         T^  =  /  sin 0  -f-  a  sin  <p, 
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la  foDctioo  des  forces  sera 

U  —  M  ^[/(cosÔ  —  i)-4-  a(cos<p  —  i)]. 

Calculons  maintenant  la  demi-force  vive  T;  la  force  vive  de  la  masse  M 
concentrée  en  G  est 

M(5'*-H  V«)  =  M[/se'2-f-a2©'«  +  2a/0'©'cos(e  — (p)]. 

La  force  vive  dans  la  rotation  autour  du  centre  de  gravité  étant  ^  M  a' ^'2 
d'après  la  valeur  du  moment  d'inertie  d'une  barre  homogène  par  rapport 
à  son  centre,  la  demi-force  vive  totale  sera 

T  =  ^  r/2e'«-+- 1  aso'ï  -h  'lal^'o'  cos(0  —  cp)l . 

Pour  trouver  les  oscillations  infiniment  petites,  il  suffit  de  considérer 
ilans  U  et  T  les  termes  du  second  ordre 

•2  * 


T=  ^i^/2e'«-f-|a2<p'»-+-2a/e'9'^ 


Les  équations  de  Lagrange  sont  alors 

/«O'-f-  a/«p''=  —  ^/O,         ja'o'-f-  al^'=  —  ^acp. 
On  intégrera  ces  équations  en  posant 

0  =  Xj  cos(r< -f- p),         ç  =  Xj  cos(r/ -T- p), 
X|  et  X]  devant  satisfaire  aux  conditions 

(/r2—  ^)X,  -f-  ûrrîXj  =  o,         //«Xi  -f-  (  Ja/'*   -  ^)Xî  r^  o, 
réquation  en  r<  est  donc 

(Ir^-ff)  [iar^'-ff]  -  cilr^  -  o, 

équation  du  second  degré  en  /•*  qui  donnera  deux  racines  réelles  et  po- 
sitives r\  et  r|,  pour  chacune  desquelles  on  aura  un  système  de  solutions 
particulières.  En  ajoutant  ces  solutions,  on  aura  les  intégrales  générales 

6  =  ar\  fjii  cos{ri  <  -t-  pi  )  -h  ar\  (jlj  cos(ri<  -t-  pj), 

ç  =  (^— /rî)|ii  cos(r,/ -^  pi) -h  (^— //'D  |Ji,  cos(rj/ -^  p,), 

avec  les  quatre  constantes  \Liy  fx^,  pi,  p^. 

Far  exemple,  si  Ton  suppose  a  =  J  /  on  trouve  comme  valeurs  de  r\  et  r\ 
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2^(2  -h  v^3),   — ^  (2  —  /s),  ce  qui  donne  immédiatement  les  durées  rcs- 

pectives  — >  —  des  deu\  oscillations  qui  composent  le  petit  mouvcmcnl. 

Remarque.  —  Nous  avons,  dans  la  théorie  précédente,  supposé  ac—b^ 
différent  de  zéro.  Si  ce  discriminant  était  nul,  il  faudrait  faire  un  autre 
choix  de  paramètres  de  telle  manière  que  la  nouvelle  expression  approchée 
de  T  ait  un  discriminant  différent  de  zéro.  Par  exemple,  si  Ton  prend  un 
point  mobile  dans  un  plan  ayant  comme  position  d'équilibre  stable  l'ori- 
gine, on  a  en  coordonnées  polaires  r  et  0 

•2 

expression  dont  le  discriminant  r-  s'annule  dans  la  position  d'équilibre. 
En  prenant  les  coordonnées  cartésiennes,  on  aura  la  nouvelle  expression 

dont  le  discriminant  n'est  pas  nul. 

Nous  avons  supposé  aussi   que  le  développement  de   la  fonction  des 
forces  U  commençait  par  les  termes  du  second  ordre  en  q^  et  q\  ;  il  pourrait 
arriver,  puisque  U  =  o  est  un  maximum,  que  ce  développement  commence 
par  des  termes  d'un   ordre  pair  quelconque,  par   exemple  du  quatrième 
ordre 

U  =  — (a<7}H-  p9r»<jrj-^...-h  lq\)-^-  Uf 

Dans  ce  cas  TiHudc  des  petites  oscillations  devient  plus  compliquée  :  les 
équations  obtenues  en  négligeant  Ui  ne  sont  plus  linéaires. 

L'oscillation  générale  n'est  plus  la  résultante  de  deux  oscillations 
spéciales  a^ant  chacune  une  durée  déterminée. 

3°  Cas  général.  —  Imaginons  un  système  assujetti  à  des  liai- 
sons indépendantes  du  temps,  les  forces  qui  agissent  sur  ce  sys- 
tème dérivant  d'une  fonction  de  force  U.  Nous  le  supposerons 
dans  une  position  d'équilibre  stable  où  la  fonction  U  est  maximum. 
Soient  y < ,  ^21  •  •  •  î  ^k  les  paramètres  qui  définissent  la  position  du 
système;  nous  admettrons  qu'ils  sont  nuls  ainsi  que  U  dans  la  po- 
sition d'équilibre.  L'équilibre  étant  stable,  lorsque  Ton  déplacera 
le  système  et  qu'on  l'abandonnera  à  lui-même,  les  paramètres  q 
et  leurs  dérivées  resteront  très  petits  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement,  nous  considérerons  q^^  ^2?  ««m  ^k  et  leurs  dérivées 
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comme  de  petites  quaotités  du  premier  ordre.  La  demi-force  vive 
totale  est  une  fonction  quadratique  homogène  des  q'  : 

\J  —  I>  2,   .  .  .  ,   K  / 

Chacun  des  coefficients  Â|y  est  une  fonction  des  q  qui  prend  la 
valeur  aij  lorsque  les  paramètres  q  s^annulent;  on  peut  donc 
écrire 

T  =  I.aijq'iqj -h  Ti,         I    ._  ,   )>         ciij=  o,jh 

la  fonction  Tj  étant  une  somme  de  petites  quantités  d'ordre  supé- 
rieur à  2. 

Nous  savons,  d'autre  part,  que  la  valeur  o  est  un  maximum 
de  U;  nous  pouvons  donc  écrire 

Uj  étant  d'ordre  supérieur  à  2.  Nous  remarquerons  que,  les  termes 
d'ordre  moindre,  donnant  leur  signe  aux  expressions  de  T  et  de  U, 
les  sommes  qui  constituent  les  termes  du  second  ordre  doivent 
rester  constamment  positives  pour  T  et  pour  U,  car  nous  mettons 
dans  U  le  signe  en  évidence. 

Notre  approximation  consiste  à  négliger  les  termes  en  U|  et  Ti . 
I^es  équations  de  Lagrange 


dq^  ~  Oq^ 

sont  ICI 


d  fàT\ 

dt\dq'J 


Les  k  équations  diQcrentielles  simultanées  que  nous  obtenons 
sont  linéaires  du  premier  ordre  et  à  coefficients  constants;  nous 
pouvons  donc  les  intégrer  en  posant 

(8)  ^1  =  Xi  cos(rf -+- p),         ...,         </;:=  X;t  cos(rf -f- p). 

Pour  que  ces  valeurs  satisfassent  aux  équations  de  Lagrange,  il 
faut  que  Ton  ait 

Xi(*ti  —  r^aii  )  -^  >^î(^u  —  '-'«it)  -+-. .  .-^  Xa(6u.—  r»aiA)  =  o, 
•  .....•.«..•.•..*.< •.•■.>..... ^ 
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Pour  que  tous  les  X  ne  soient  pas  nuls,  il  faut  que  le  détermi- 
nant de  ces  équations  linéaires  et  homogènes  soit  nul  : 


<9) 


—  o. 


bit  —  r»  a/cl     bkt  —  ''*  «*i     •  •  •     bkk —  ^*  ctkk 

Cette  égalité  considérée  comme  une  équation  en  r*  donne,  en 
général,  k  valeurs  de  cette  inconnue,  et  pour /y,  2  A"  valeurs  deuxà 
deux  égales  et  de  signes  contraires;  mais  on  peut  toujours  sup- 
|)Oser  Tv  positif,  car  la  solution  (8)  ne  change  pas  quand  Ty  et  p 
changent  de  signes.  En  adoptant  une  de  ces  A*  valeurs  de  r,  Ty,  par 
exemple,  on  peut  déterminer  tous  les  X  en  fonction  d'une  arbi- 
traire [Xy,  et  Ton  obtient  le  système  de  solutions  (i)  qui  contient, 
outre  |jLy,  la  quantité  arbitraire  py.  On  a  ainsi  A*  systèmes  de  solu- 
tions particulières   des  équations  différentielles  et  leur  somme 
donne  la  solution  générale  qui  contient,  comme  il  doit  être,  'ik 
constantes  arbitraires. 

L'oscillation  générale  est  ainsi  le  mouvement  résultant  de  k 

oscillations    partielles    ayant    respectivement    les    périodes    -^> 
-_,  ...,_!:.  Les  racines  r<,  /'o,  ...,  />  sont  des  invariants  :  leurs 

valeurs  sont  indépendantes  du  choix  des  paramètres. 

Les  équations  étant  linéaires,  si  Ton  en  a  deux  systèmes  de 
solutions  particulières  ^yr=/'y(^)  et  q^z-  Oy,{t)y  les  fonctions 
q^=i  f^i^t) -^ '^^[t)  en  sont  encore  des  solutions.  On  a  ainsi  ce 
(ju'on  appelle  la  superposition  des  petits  mouK^enients, 

Sans  invoquer  la  théorie  des  formes  quadratiques,  on  peut  dé- 
montrer que  les  racines  de  Téquation  en  /•  sont  réelles.  En  effet, 
si  celte  équation  admettait  une  racine  imaginaire  a-^ib,  elle 
admettrait  la  racine  conjuguée  a — ib  :  les  valeurs  correspon- 
dantes des  constantes  Xy  seraient  aussi  imaginaires  conjuguées. 
On  trouveraitalors  pour  les  paramètres  q^  un  système  de  solutions 
réelles  particulières  de  la  forme 

q^=  (Ay-i-  t'By)  cos(a  -f-  ib)t  -+-  (  Ay—  /By)  cos(a  —  ib)(y 
ou  sous  forme  réelle 
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Oq  aurait  ainsi  un  mouvement  du  système  dans  lequel  les  va- 
riables Çy  et  leurs  dérivées  commenceraient  par  être  aussi  petites 
qu'on  le  voudrait,  pour  finir  par  être  infiniment  grandes  avec  t^ 
ce    qui   est    en    contradiction   avec   ce   fait  que   l'équilibre    est 
stable. 

On  voit,  par  un  raisonnement  analogue,  que,  si  Téquation  en  r 
a  des  racines  multiples,  le  temps  ne  peut  pas  figurer  en  dehors 
des   signes  sinus  et  cosinus,  car  des  expressions  de  la  forme 

fx/cos(rf -t-  p) 

deviendraient  infiniment  grandes  avec  t, 

I^ai  théorie  des  formes  quadratiques  conduit  aux  mêmes  résultats;  si  Ton 
pose 


=  ^^iJli<lJ^         U=  — ^6/ 


J9i9j- 


Ges  deux  formes  quadratiques  sont  l'une  S  essentiellement  positive,  Tautre 
^  essentiellement  négative  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  et  ne 
peuvent  devenir  nulles  que  si  toutes  les  variables  s'annulent.  Les  équations 
«les  petits  mouvements  peuvent  s'écrire 


^^  '*équation  (9)  donnant  r^  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de 
^  '"♦^-r'S.  On  peut  toujours,  par  un  changement  linéaire  de  variables  sub- 
*U  triant  de  nouvelles  variables  ^i,  «2»  •••»**  aux  anciennes  yi,  ^j,  . . . ,  y^, 
'^^•^^ener  les   deux  formes  quadratiques   S  et  U   à  être  des  sommes  de 

S  =  5} -4- sj -+- . . . -f- 5j,         U  =—  (r}5j-4-rîsî-i-. .  .-HrJ^J). 
a  demi-force  vive  est  alors 

^-«cs  équations  des  petits  mouvements  deviennent 


d^/dS 
dti\ 
st-à-dire 

d^Sy 

dt^ 


—   -= — rj*v»         Jv=  fJiv  cos(rv/ -h  pv). 
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On  a  ainsi  immédiatement  sous  forme  finie  les  équations  des  petits  moa- 
vements,  avec  ik  constantes  arbitraires  (ly  et  py. 

Les  variables  ^i,  s^^  ,..,  Sk  qu'il  faut  choisir  pour  ramener  T,  S  et  U  à 
des  sommes  de  carrés  comme  ci-dessus,  se  nomment  les  i;arûi6/^5 />rfiici- 
pales. 

Remarque,  —  Nous  avons  supposé  que  le  déterminant  des  atj^  discri- 
minant de  la  forme  S,  n'est  pas  nul.  S'il  l'était,  il  faudrait  faire  choind'un 
autre  système  de  paramètres. 

Nous  avons  supposé  aussi  que  le  développement  de  U,  suivant  les  puis- 
sances de  qiy  çif  ...,  ^jt,  commence  par  des  termes  du  deuxième  ordre. 
Si  ce  développement  commençait  par  des  termes  d'ordre  supérieur,  du 
quatrième  ou  du  sixième,  les  équations  des  petits  mouvements  ne  seraient 
plus  linéaires. 

41^.  Petits  mouvements  troublés  par  une  force  perturbatrice  pério- 
dique. —  Considérons  un  système  tel  que  celui  dont  nous  venons  d'étu- 
dier les  petits  mouvements  autour  d'une  position  d'équilibre  stable  corres- 
pondant à 

qi  =  qi  =  ..  .^  q/c—  o. 

Supposons  qu'aux  forces  constitutives  du  système  dérivant  de  la  fonction 
de  forces  U,  qui  est  maximum  et  nulle  dans  l'équilibre,  viennent  s'ajouter 
pendant  le  mouvement  des  forces  perturbatrices  très  petites,  fonctions  du 
temps  et  généralement  aussi  de  qij  q%, ,  qk  et  de  leurs  dérivées. 

Appelons  X,  Y,  Z  celle  de  ces  forces  qui  agit  sur  le  point  du  système 
(le  coordonnées  a*,  ^,  z\  alors,  d'après  la  théorie  générale  des  équations 
de  Lagrange,  si  l'on  po>e 


W^zrz      >     (   \   ^•-     -^    \    —I-    -I-  Z  — - 

MèL\      Oq^  Oq^  Oq^ 


les  équations  du  mouvement  troublé  seront 

Nous  supposerons  T  et  L)  réduits  aux  mêmes  formes  quadratiques  que 
ci-dessus. 

Les  forces  perturbatrices,  étant  indépendantes  de  celles  qui  déterminent 
réquilibre,  ne  s'annuleront  pas  en  général  dans  la  position  d'équilibre  et, 
par  conséquent,  le  terme  Ry  développé  suivant  les  puissances  de  ^i,  çj, 
...,  <7^  et  de  leurs  dérivées  contiendra  un  terme  indépendant  de  ces  va- 
riables par  rapport  auquel  les  termes  suivants  pourront  être  considérés 
comme  de  petites  quantités  négligeables.  Les  Ry  sont  alors  des  fonctions 
du  temps  seul;  nous  les  supposerons  périodiques. 
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Les  équatioDS  du  mouvement  (10),  au  lieu  d'être  linéaires  sans  second 
membre  comme  précédemment,  auront  maintenant  comme  seconds  mem- 
bres les  fonctions  périodiques  Ry.  Ces  fonctions  pourront  être  développées 
en  une  somme  de  sinus  et  de  cosinus 

Rv=  2AvC0s(«/  -f-  a)  -h  iB^cos(  bt  -h  P)  -+-...-+-  2LvC0s(//-H  X), 

■ 

Aw  Bv,  , ..,  a^  bf  . . . ,  a,  p,  . . .  désignant  des  constantes.  Nous  dirons  que 
chaque  terme  de  Ry  représente  une  force  perturbatrice  simple,  le  premier 

'À  TZ 

une  force  perturbatrice  de  période  — -9  le  deuxième  une  force  de  période 

-7->  etc. 
o 

Supposons,  pour  simplifier,  que  Ton  ait  choisi  pour  çt,  q^,  ...,  q^  des 

variables  principales;   alors,   comme   nous  venons  de  le  voir,  les  valeurs 

approchées  de  T  et  de  U  sont 

T=:q\^^q'^^-h..,^q'^^,         U  = -(rJ^J -H /'î  7Î  H-. .  .4- r|.yî.). 
Les  équations  du  mouvement  troublé  sont  alors 

(  ql-i"  '*?yv=  Ay  cos(rt;  -+-«)-+-  By  cos(6/  -h  p) -+-...-h  Ly  ros(//  -h  X) 

(il)',  .  _  ,. 

/  (v=  i,a,  3,  ...,  A). 

Les  intégrales  générales  de  ces  équations  prennent  une  forme  analytique 
différente  suivant  qu'une  des  quantités  a,  6,  ...,  /  est  égale  ou   non 

à    Ty. 

Supposons  d*abord  qu'aucune  des  quantités  ^,6,  ...,  /  ne  soit  égale  à 
une  des  racines  ri,  ri,  ...,  rj>.  :  les  intégrales  générales  des  équations  (11) 
sont 

qy=z  fiy  cos(ry^  -h  py)  -H  "T^—j— ^cos(rt/  -h  a) 


(V  =  1,2,  ...,  A), 

où  (iv,  pv  désignent  des  constantes  arbitraires.   Donc,   dans  ce  cas,   la 
force  perturbatrice  simple,  donnant  naissance  à  un  terme  tel  que 

Ay  cos(a^  -+-  «) 

dans  Ry,  introduit  dans  le  système  une  oscillation  simple 

— ; — ^  cos(a^  ■+■  a) 
r^  —  a* 

dont  la  période  est  celle  de  la  force  et  dont  l'amplitude  est  indépendante 

n.  q4 
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des  coDditioDS  initiales  qui  n'influent  que  sur  Xy  et  pv.  Si  a  est  voisin  de 
Tv,  c'est-à-dire  si  la  période  — "-  de  la  force  perturbatrice  simple  est  voi- 

sine  de  la  période  —  d'une  oscillation  naturelle  du  système  livré  à  lai- 

Av 
même,  le  coefficient  — ^  devient  un  grand  nombre,  et  Tamplitude  de 

Toscillation  introduite  par  cette  force  perturbatrice  devient  considérable. 
Cette  remarque  fait  pressentir  ce  qui  se  passe  quand  une  des  quantités  a, 
h^  . . .,  /  est  égale  à  une  des  racines  ry. 

Supposons,  par  exemple,  que  a  soit  égal  à  ri,  mais  différent  de  r^, 
Ts,  ....  Ta,  aucune  des  quantités  6,  . . .,  /  n'étant  égale  à  une  des  racines 
/'t,  Tj,  ...,  ric.  Alors  les  intégrales  générales  des  équations  (ii)  pour 
V  =  2,  3,  . . .,  A:  conserveront  la  forme  (la)  trouvée  précédemment,  mai* 
la  première  équation 

--3^j-  -f-  /•Î7i=  Al  cos(a/-t-  a)  -i-...H-Li  cos(//  -t-  X), 

où  a  =  7*1,  aura  pour  intégrale 

y,  =  iii  cos(ri/-f-  Pi)  4-  ;— ^sin(ri^  -^-  «) 

H ; — ^-:  COS(bt  -h  B)  -H.  .  .H — 1-— C0S(// -H  X). 

/•J — b*  ^  rj — /* 

Le  temps  t  apparaît  donc  en  facteur  dans  le  terme  de  l'intégrale  pro- 
venant  de  la  force  perturbatrice  dont  la  période   -^    est   égale   à   la  pé- 

riode  -^  d'une  des  oscillations  naturelles  du  système.  Ainsi,  lorsque  la 

période  d'une  des  forces  perturbatrices  tend  vers  celle  de  Vune  des 
oscillations  simples  propres  au  système^  V  amplitude  de  la  perturbation 
devient  de  plus  en  plus  grande  :  à  la  limite,  la  perturbation  se  confond 
avec  roscillation  simple  correspondante  dont  U amplitude, proportion- 
nelle à  t,  augmente  indéfiniment,  ou  du  moins  sort  des  limites  dans 
lesquelles  les  équations  linéaires  sont  suffisamment  approchées. 

Ce  théorème  donne  l'explication  d'un  grand  nombre  de  phénomènes, 
tels  que  la  mise  en  vibration  d'une  corde  sonore  quand  l'air  vibre  à 
l'unisson  et  non  autrement,  l'absorption  élective  des  rayons  de  lumière 
et  de  chaleur  par  un  milieu  capable  d'engendrer  des  rayons  de  même 
longueur  d'onde,  etc. 

Une  autre  application  importante  se  rencontre  dans  les  perturbations 
du  mouvement  des  locomotives.  La  masse  de  la  machine  portée  par  des 
ressorts  forme  un  système  assujetti  à  des  oscillations  de  durée  déter- 
minée T.  Les  forces  perturbatrices  produites  par  l'inertie  des  pièces  mo- 
biles, pistons,  bielles,  manivelles,  donnent  des  sommes  de  projections  ou 
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de  moments  qui  ont  pour  période  principale  la  durée  d'un  tour  de  roue. 
Les  perturbations  correspondantes  doivent  donc  passer  par  un  maximum 
d'amplitude  lorsque  la  vitesse  de  la  locomotive  est  telle  qu'il  se  fait  un 
tour  de  roue  pendant  la  durée  x  d'une  oscillation.  (Vicaire,  Comptes 
rendus,  t.  CXII,  p.  82.) 

IV.  —  OSCnXATIONS  AUTOUR  D'UN  MOUVElfENT  STABLE. 

457.  Méthode  générale.  —  Les  équations  de  Lagrange  per- 
mettent d'étudier  également  les  petites  oscillations  d'un  système 
autour  d'un  mouvement  stable.  En  suivant  une  méthode  semblable 
à  celle  que  nous  avons  employée  pour  l'étude  des  petits  mouve- 
.ments  autour  d'une  position  d'équilibre  stable,  on  est  encore 
conduit  à  intégrer  des  équations  linéaires,  mais  ces  équations  ne 
sont  plus  à  coefficients  constants. 

Soit  un  système  dans  lequel  les  liaisons  peuvent  dépendre  du 
temps  et  dont  la  position  est  définie  par  A:  paramètres  q^,  ^29  •••? 
qtf  géométriquement  indépendants.  Les  équations  du  mouvement 
sont 

^te/         ^v=^^  (v=,,2,...,X-). 

Supposons  qu^on  ait  trouvé  une  solution  particulière  de  ces 
équations 

dans  laquelle  les  constantes  d'intégration  ont  des  valeurs  déter- 
minées. On  a  alors  le  mouvement  particulier  que  prend  le  système 
quand,  à  l'instant  ^  =  0,  ^i,  q^^  ",,  qk  prennent  les  valeurs 
f^{^)^  fii{o),  *,.,/k{o),  et  les  dérivées  q\,q'.^,  ...,  q',,,  les  va- 
leurs y/(o),/2(o),  ..  'jfk{o)-  On  dit  que  ce  mouvement  est  stable 
quand,  en  plaçant  le  système  dans  des  conditions  initiales  quel- 
conques infiniment  voisines  des  précédentes,  le  système  prend 
un  mouvement  infiniment  voisin  du  mouvement  particulier  con- 
sidéré. On  peut  reconnaître  si  le  mouvement  considéré  est  stable, 
et  en  même  temps  trouver  les  mouvements  infiniment  voisins  par 
la  méthode  suivante.  Remplaçons  les  paramètres  ^1,  q^^  ....  qn 
par  de  nouveaux  paramètres  s^^  s^i  •  * .,  ^a  définis  par  les  relations 

Çi=/i^O-*-«i»       <7î  =  /î(0-H*t,       ...,       qk-fk{t)-^sk\ 
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les  équations  du  mouvement,  d'après  Lagrange,  deviendront 

T  et  Sy  étant  des  fonctions  de  54 ,  ^21  •  •  •,  5a  et  5^ ,  52,  . . .,  5]^. 

Avec  ce  nouveau  choix  de  paramètres,  le  mouvement  particu- 
ier  dont  on  veut  étudier  la  stabilité  est 

5i=0,         St=  o,         ...,         5jt=o; 

on  l'obtient  en  supposant  qu'au  temps  ^  =  o,  les  paramètres  5v  et 
leurs  dérivées  s'y  ont  des  valeurs  nulles.  Il  s'agit  de  voir  si,  en 
donnant  à  ces  paramètres  et  à  leurs  dérivées  des  valeurs  initiales 
in/iniment  petites  quelconques,  on  obtient  un  mouvement  inGni- 
ment  voisin,  c'est-à-dire  un  mouvement  dans  lequel  les  quantités 
Si,  S2y  . . .,  5a  et  ^'f ,  5^2,  '-  '9  s'f^  restent  infiniment  petites. 

Supposant  qu'il  en  soit  ainsi  et  admettant  que  T,  S|,  S2,  . ..,  S 
soient  développables  suivant  les  puissances  positives  croissante 
de  ^4,  ^2,  . ..,  Sfs  et  s\y  s[^j  . . .,  5]^,  on  ne  conservera,  dans  lesdeu 
membres  des  équations,  que  les  termes  du  premier  ordre  pai 
rapport  à  ces  quantités  el  ks],  s"!^,  . . ,,  si»  Comme  les  équation! 
ainsi  obtenues  sont  vérifiées,  par  hypothèse,  pour 

5|  =  ^2  =  .  .  .  =  5^  =  O, 

elles  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  inconnues  Sy  el 
à  leurs  dérivées  premières  et  secondes. 

4o8.  Exemple.  —  Considérons  un  point  de  masse  i  attiré  par  un  cenlr 
fixe  O,  proportionnellement  à  la  puissance  /i*'°*  de  la  distance, 

F  = —  [J-r",         H^  >  o. 

Les  équations  du  mouvement  sont,  en  appelant  r  et  0  les  coordonnées^s^ 
polaires  et  appliquant  les  équations  de  Lagrange, 

Elles  admettent  la  solution  particulière 
(3)  r=ro,         e'=v/îl<;^,         ^  =  ^^inf^t, 

dans  laquelle  la  trajectoire  est  un  cercle  de  centre  0,  parcouru  avec  une 
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vitesse  constante.  Voyons  si  ce  mouvement  particulier  est  stable.  Pour 
cela  posons 

(4)  r  =  ro-4-e,         9  =  y/firJ-W  H- tj, 

et  voyons  si,  en  supposant  e,  tq  et  leurs  dérivées  &',  r^'  très  petits  au  début, 
t  et  7]  resteront  très  petits.  Dans  cette  hypothèse,  regardons  e,  tq  et  leurs 
dérivées  comme  de  petites  quantités  du  premier  ordre  et  négligeons  leurs 
carrés  et  leurs  produits;  nous  avons,  en  portant  les  valeurs  (4)  dans  les 
équations  du  mouvement  (2),  et  désignant  par  eu  la  quantité  constante 

(5)  e' — to'e  —  2roa>T/=  —  nto'e,         rQt'-i-^uit'  =  o; 

le  second  membre  de  la  première  équation  est  le  terme  en  e  dans  le  déve- 
loppement de  fx(ro+  e)'*.  La  deuxième  de  ces  équations  s'intègre  et  donne 

(6)  ro>)'-+- 2108  =  ail), 

où  a  désigne  une  constante  arbitraire  très  petite,  puisque  8  et  r^'  sont  très 
petits  pour  /  =  o.  Eliminant  ri'  entre  (5)  et  (6),  il  vient 

6*-+-  (n  -+-  3)  w'e  =  aato', 

équation  linéaire  à  coefficients  constants.  Si  (/i  -h  3)  était  négatif  ou  nul, 
l'intégrale  générale  de  cette  équation  contiendrait  des  exponentielles  ou 
des  termes  algébriques  croissant  indéfiniment  avec  f,  et  le  mouvement  cir- 
culaire considéré  ne  serait  pas  stable.  Supposons  donc  (/t-H  3)  positif;  on 
a  alors 

t  =z  b  cos  (w  t  J n  -h  3  -4-  a)  H > 

/i  -f-  3 

où  6  et  9  sont  des  constantes  arbitraires  dont  la  première  est  très  petite. 
Donc  e  reste  très  petit,  et  par  suite  r  =  ro-h  e  reste  voisin  de  r©.  Prenons 
maintenant  l'équation  (6)  :  en  y  remplaçant  e  par  la  valeur  que  nous  ve- 
nons de  trouver  et  intégrant,  on  a 

(7)  '*o'i= —    /      ,    ^  smVfa)///i -h  3 -4-a; -4-  ^    ,    ^qto/H-c, 


c  étant  une  constante  très  petite.  On  voit  que  t)  contient  un  terme  en  t\ 
donc  t\  augmente  indéfiniment  avec  ^,  et,  par  suite,  le  mouvement  circu- 
laire n'est  pas  stable.  Il  y  a  exception  pour  /i  =  i,  car  alors  le  terme  en  / 
disparait.  Si  n  est  différent  de  i,  pour  que  t)  reste  très  petit,  il  faudrait 
choisir  les  conditions  initiales  de  telle  façon  que  a  soit  nul;  cette  condi- 
tion signifie  que,  dans  le  mouvement  troublé,  la  constante  des  aires  doit 
être  égale  à  curj  comme  dans  le  mouvement  circulaire.  En  effet,  si  nous 
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écrivons  Tintégrale  des  aires,  pour  le  mouvement  troublé, 

(ro-4-e)«(w-t-7i')  =  C, 
cette  intégrale,  dans  laquelle  on  néglige  e*  et  et)',  donne 

,  C  — wrj 

To^l    H-  îcCD  =    -9 

équation  identique  à  (6).  Pour  que  a  soit  nul,  il  faut  donc  G  =  curj.  En 
résumé,  sauf  le  cas  /t  =  i,  le  mouvement  circulaire  n'est  pas  stable;  il  le 
devient  quand,  (n  + 3)  étant  positif,  on  modifie  très  peu  les  conditions 
initiales  de  façon  que  la  constante  des  aires  reste  la  même. 

Le  cadre  de  cet  Ouvrage  ne  nous  permet  pas  d'insister  davantage  sur 
cette  question  des  mouvements  stables;  nous  renverrons,  pour  une  étude 
approfondie,  à  la  Mécanique  de  Routh  (advanced  Part,  Chap.  III). 

V.  -  APPLICATION  DES  ÉQUATIONS  DE  LAGRANGE 

AU  MOUVEliENT  RELATIF. 

459.  Première  méthode  indépendante  de  la  théorie  |da  mouve- 
ment relatif.  —  Pour  trouver  le  mouveroent  relatif  d'un  système 
par  rapport  à  des  axes  Oœyz  animés  d^un  mouvement  connu, 
il  suffit  d'appliquer  les  équations  de  Lagrange  au  mouvement 
absolu,  en  choisissant  comme  paramètres  les  variables  q^j  q^^  ..., 
qk  qui  définissent  la  position  du  système  par  rapport  aux  axes 
mobiles  :  ces  mêmes  paramètres  définissent  évidemment  la  posi- 
tion du  système  par  rapport  à  des  axes  fixes  O^x^y^z^^  car  les 
axes  Oxyz  ont  un  mouvement  connu. 

La  demi-force  vive  absolue  T^  du  système  sera  une  fonction  de 
q\^q%^  . . . ,  ^Aj  y'n  72?  •  •  •'  7lt  ^^  peut-être  de  t\  d'autre  part,  si 
Ton  imprime  au  système  un  déplacement  virtuel  compatible  avec 
les  liaisons  qui  ont  lieu  à  l'instant  /,  déplacement  obtenu  en  lais- 
sant t  constant  et  donnant  à  q^^  q^^  . ..,  q^  des  accroissements 
infiniment  petits  arbitraires,  o^r^,  ùq2,  ...,  <tqk  la  somme  des 
travaux  des  forces  appliquées,  autres  que  les  forces  de  liaison,  a 
pour  expression  Qi  S^t  -f-  Çl^^q^-^  *  •  •  +  QaS^a.  Les  équations  du 
mouvement  sont  alors 

d  ldTa\         ^Ta 
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Si  les  forces  données  dérivent  d'une  fonction  de  forces  U,  la 
quantité  Qv  est  égale  à  ^ — • 

Pour  calculer  Ta,  il  n'est  pas  nécessaire  de  former  les  expressions  des 
coordonnées  absolues  en  fonction  de  çt,  q^y  . . .,  ^^  et  /.  La  vitesse  abso- 
lue Va  de  m  est  la  résultante  de  sa  vitesse  relative  Vr  par  rapport  aux  axes 
Ox/z  et  de  sa  vitesse  d'entraînement  v^  dans  le  mouvement  de  ces  axes. 
La  vitesse  Vr  a  pour  projections  sur  OxyZy  x',  y\  z\  en  appelant  ar,  y,  z 
les  coordonnées  de  m  et  désignant  par  des  accents  les  dérivées  par  rap- 
port à  /;  quant  à  la  vitesse  d'entrainement  Ve^  c'est  la  vitesse  que  possé- 
derait le  point  m  s'il  était  lié  aux  axes  mobiles;  elle  est  donc  la  résultante 
d'une  vitesse  due  à  une  translation  V<^  égale  et  parallèle  à  la  vitesse  du 
point  O  et  d'une  vitesse  due  à  une  rotation  eu  autour  d'un  axe  passant 
parO;  en  appelant  VJ,  VJ.,  VJ,  les  projections  de  V®  sur  les  axes  mobiles, 
Py  Çy  r  celles  de  a>,  on  a  pour  les  projections  de  la  vitesse  d'entrainement 
i>  sur  les  trois  axes  Oxyz  (n®  49),  \%-\- qz  —  ryy  ....  Les  projections 
<le  la  vitesse  absolue  Va  du  point  m  sur  les  mêmes  axes  sont  donc 
jc' -^\%-{'  qz  —  ryy  . . . ,  et  l'on  a 

-i-{z'-i-\i-hpy-qxy]. 

Cette  expression  permettra  de  calculer  Ta  en  fonction  de  qi,  q^y  ..., 
^ky  ç\i  ç'iy  •••»  q'k  et  de  ty  car  les  coordonnées  a?,  y  y  z  des  différents 
points  sont  fonctions  de  qi,  ^j,  ,.,,  qk  et  peut-être  de  ty  tandis  que  V^, 
VJ,  V?,/?,  qy  r  sont  des  fonctions  connues  du  temps. 

460.  Exemple.  —  On  considère  un  axe  vertical,  fixe  Oy  et  un  plan  P 
passant  par  cet  axe  et  tournant  autour  de  lui  avec  une  vitesse  angulaire 
constante  co.  Trouver  le  mouvement  d'une  barre  homogène  pesante  mobile 
sans  frottement  dans  ce  plan. 

Il  s'agit  de  trouver  le  mouvement  relatif  de  la  barre  par  rapport  aux 
axes  Oâ?  et  Oy  tracés  dans  le  plan  mobile  P.  La  position  de  la  barre  par 
rapport  à  ces  axes  est  définie  par  trois  paramètres  indépendants  :  les 
coordonnées  J,  >)  du  centre  de  gravité  G  et  l'angle  6  de  la  barre  GA  avec 
la  parallèle  Go^i  à  Ox.  La  vitesse  absolue  Va  d'un  point  m  de  la  barre  est  la 
résultante  de  sa  vitesse  relative  Vr  située  dans  le  plan  xOy  et  de  sa  vitesse 
d'entrainement  Vg  :  cette  dernière  vitesse  est  celle  que  posséderait  le 
point  m  s'il  était  invariablement  lié  au  plan  mobile;  elle  est  donc  égale 
à  tûx  et  perpendiculaire  au  plan  xOyy  x  étant  l'abscisse  du  point  /n.  La 
vitesse  relative  et  la  vitesse  d'entrainement  sont  donc  rectangulaires  et 
l'on  a 


a  —  ^ r  ^^  ^€  1 
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la  demi-force  vive  absolue  Ta  est  donc 

Calculons  séparément  ces  deux  termes.  Le  mouTement  relatif  de  It 

Fig.  265. 


barre  est  le  mouvement  d'une  barre  dans  un  plan  xOy  :  sa  force  vive  dans 
ce  mouvement  est,  d'après  le  théorème  de  Kœnig, 

S//ir;=  M($'»-hT/î-+-A-«e'«), 

MA*  étant  le  moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport  à  son  centre  G- 
D'autre  part  S/nf»  est  égal  à  to^S/na?*;  la  somme  Smx'  est  le  momcni 
d'inertie  par  rapport  à  O^,  qui  est  égal  au  moment  d'inertie  I.mx\,  par 
rapport  à  l'axe  parallèle  G^t,  aujîmenlé  du  produit  de  la  masse  totale  par 
le  carré  de  la  distance  des  axes  Oy  et  Gki,  soit  M{»;  si  l'on  appelle  r  la 
distance  m  G,  la  dislance  r^  d'un  point  m  à  l'axe  G^i  est  Xi=  ±rcos6, 
et  la  somme  Smr}  est  cos^OSmr-  ou  MA*cos-ô;  donc 

ïmi'?.  =  Mcu«a«cos*6-hf*). 

La  demi-force  vive  absolue  est  donc  enfin 

La  seule  force  donnée  étant  le  poids  M^  appliqué  en  G,  il  existe  une 
fonction  de  forces  U  =  M^j^-r^.  Les  trois  équations  du  mouvement  sonl 
alors,  en  supprimant  ic  facteur  M  et  appliquant  successivement  les  équa- 
tions de  Lagrange  aux  paramètres  Ç,  t,,  0  : 

J^^(Ç')-w*?  =  «'       Jf^''''^  =  ^^       ^^(A-'0')-+-A*u>«sinOcose  =  o, 

équations  qui  donnent  Ç,  r^  6  en  fonction  de  t.  D'abord  on  a 

J  =  Acw'-+-  Bc-«^',        T^  =  i^/*-+-  Ct-h  D, 
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équations  donnant  le  mouvement  relatif  du  point  G.  Puis,  la  troisième 
équation  donne  6  en  fonction  de  t  :  c'est  Téquation  rencontrée  dans  un 
problème  déjà  traité  n°  366. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'ici  T^  n*est  pas  homogène  en  Ç',  tj',  6'  :  cela 
tient  à  ce  que  les  liaisons  imposées  au  système  dépendent  du  temps;  la 
barre  glisse  sur  un  plan  animé  d'un  mouvement  connu. 

Remarque,  —  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  la  barre  libre 
dans  le  plan  qui  tourne.  Supposons  que  ses  deux  extrémités  A  et  6  soient 
assujetties  à  glisser  sur  les  axes  Oar  et  O^'  comme  dans  le  problème 
du  n**  425.  Alors  ^,  t),  0  ne  sont  plus  indépendants;  on  a,  en  désignant 
par  /  la  longueur  de  la  barre, 

5  =  /cos6,         7)  =  /sin6,        A«=-J/«. 

Alors  il  faut  exprimer  Ta  et  U  en  fonction  du  seul  paramètre  indépen- 
dant 6,  ce  qui  donne,  en  remplaçant,  dans  les  valeurs  trouvées  plus  haut, 
$  et  7]  par  leurs  expressions  actuelles, 

Ta=|M/«(6'«-Mo«cos«e),         U  =  M^/sinO, 
et  réquation  du  mouvement  est 

^  /^|/«e'^  -+-|a)«/«sinecose  =  ^/cose, 

comme  nous  l'avons  trouvé  autrement  (n"  425). 

461.  Deuxième  méthode  tirée  de  la  théorie  du  mouvement  relatif. — 
Supposons  qu'on  veuille  trouver  le  mouvement  relatif  d'un  système  par 
rapport  à  des  axes  0  xyz  animés  d'un  mouvement  connu.  La  position  du 
système  par  rapport  à  ces  axes  dépend  de  certains  paramètres  qi,  ^s,  . . ., 
qk  géométriquement  indépendants;  d'autre  part,  le  système  est  sollicité 
par  des  forces  données  et,  si  l'on  imprime  au  système  un  déplacement  vir- 
tuel compatible  avec  les  liaisons  en  faisant  varier  les  paramètres  8^i, 
^qtj  •  •  •,  ^qky  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  ces  forces  est  de  la 
forme 

Qi  o<7i-f-  Qs  o^î-h. .  .-h  Qa  Iqk- 

On  peut  regarder  les  axes  mobiles  comme  fixes  à  condition  d'ajouter 
aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  chaque  point  m  la  force  centrifuge 
et  la  force  centrifuge  composée;  soit 

Ri  0^1 -+- Ri  o<7,-4-. . . -4- Ra  o^A 

la  somme  des  travaux  virtuels  de  ces  forces  fictives  pour  un  déplacement 
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On  appliquera  alors  les  équations  de  Lagdange  au  mouvement  du  sys- 
tème par  rapport  aux  axes  Oxyz  regardés  comme  Gxes.  Pour  cela,  on 
formera  la  demi-force  vive  Tr  du  système  dans  son  mouvement  par  rap- 
port à  ces  axes  ;  ce  sera  une  fonction  de  qi^  qt^  . . . ,  q^,  q\i  q't,  '- -,  q'i.^^ 
peut-être  de  /;  les  équations  du  mouvement  seront 


dt\dq'J       dqy, 


=  Qv-f-  Rv  (v  =  1,2,  ...,k). 


On  appliquera  sans  peine  cette  méthode  aux  exemples  traités  précédem- 
ment dans  la  théorie  du  mouvement  relatif. 

462.  Méthode  mixte  de  Gilbert.  —  En  s'appuyant  en  partie 
sur  la  théorie  du  mouvement  relatif,  M.  Gilbert  a  employé  la  mé- 
thode suivante  [Application  de  la  méthode  de  Lagrange  à  di- 
vers problèmes  du  mouvement  relatif  [Annales  de  la  Société 
scientifique  de  Bruxelles,  i883)]  : 

Soit,  comme  précédemment,  à  chercher  le  mouvement  d'un 
système  par  rapport  à  des  axes  Oxyz  animés  d'un  mouvement 
connu;  la  position  du  système  par  rapport  à  ces  axes  est  suppo- 
sée dépendre  de  k  paramètres  q^y  q^^  ...,  qk  géométriquement 
indépendants,  et  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  appli- 
quées, pour  un  déplacement  S^i,  0^2?  •••?  ^<Jh  est  encore  suppo- 
sée égale  à 

Qi  S71  -h  Qi  o<7,-}-. .  .H-  Qa  ^k- 

Menons  par  l'origine  mobile  O  des  axes  auxiliaires  Oxsy^Zx 
parallèles  aux  axes  fixes  Oo^ToJ^o^o- 


*— r^ 


JCq 


^2/0 


On  peut  considérer  ces  axes  Ox^y^  z^  comme  fixes  à  condition 
d'ajouter  aux  forces  réellement  appliquées  les  seules  forces  cen- 
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trifuges,  car  les  axes  Ox^yt  3|  sont  animés  d'un  mouvement  de 
translation  (n^421).  Si  nous  appelons  J  Taccélération  de  l'ori- 
gine mobile  O,  la  force  centrifuge  à  appliquer  à  chaque  point  est 
—  m  J.  Appelons  Jx,  J^,  Jz  les  projections  de  J  sur  les  axes  Oxyz; 
les  projections  de  —  m  J  sur  les  mêmes  axes  seront 

et  pour  un  déplacement  virtuel  imprimé  au  système,  la  somme 
des  travaux  de  ces  forces  centrifuges  est 

ia  somme  étant  étendue  à  tous  les  points.  Les  quantités  Jj-,  J^,  J; 
sont  des  fonctions  connues  de  ^  ;  en  posant 

K=  — 2m(arJ:c-+-^Jj.-h5J5)=— M($Jx-+-T3Jy-+-?;J5); 

on  voit  que  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  centrifuges 
est  8K;  nous  avons  écrit  autrement  la  fonction  K  en  introduisant 
la  masse  totale  M  du  système  et  les  coordonnées  Ç,  t^,  Ç  du  centre 
de  gravité  G  par  rapport  aux  axes  Oxyz,  On  voit  alors  que 

K=  — M.J.OGcosJOG. 

Grâce  à  l'introduction  de  ces  forces  centrifuges,  on  peut  regar- 
der les  axes  OxiytZi  comme  fixes  et  appliquer  les  équations  de 
Lagrange  au  mouvement  par  rapport  à  ces  axes,  devenu  un  mou- 
vement absolu.  Appelons  T  la  demi-force  vive  du  système  dans  ce 
mouvement  par  rapport  aux  axes  Ox^y^  Zi ,  les  équations  du  mou- 
vement sont 

Le  terme  ^ —  provient  des  forces  centrifuges  \  le  travail  virtuel 

de  ces  forces,  étant  égal  à  SK,  devient  en  effet,  en  fonction  des 
variables ^1,  ^3,  ...,  ^ai 

àK  ^  dK  ^  dK  . 

àqt    ^         àqt    ^  dqt,    ^ 
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Si  les  forces  données  dérivent  d'une  fonction  de  forces  U 


le  second  membre  est 


<^(U-4-K) 


àÇy 


Calcul  de  T.  —  La  vitesse  v^  d'un  point  m  par  rapport  aux 
axes  Ox^y^  z^  regardés  comme  fixes  est  la  résultante  de  sa  vitesse 
relative  Vr  par  rapport  aux  axes  Oxyz  et  de  sa  vitesse  d'entraî- 
nement v'^  par  ces  axes. 

La  vitesse  Vr  a  pour  projections  sur  Oxyz  les  dérivées  ^,  j^, 
>s';  la  vitesse  v'^  a  pour  projections  sur  ces  mêmes  axes  qz  —  ry^ 
rx  — pz^  py  —  qx^  car  dans  le  mouvement  du  trièdre  Oxyz  par 
rapport  à  Ox^y^z^  l'origine  O  est  fixe.  /?,  y,  r  désignent  comme 
plus  haut  les  composantes  suivant  Oxyz  de  la  rotation  instan- 
tanée o)  du  trièdre  mobile  Oxyz. 

On  a  donc 

T  =  '  Vm[(a:'-t-^5  —  ryY-^  {y' -Ji-  rx  —  pzy-^r  {z' -\-  py  —  ^J?)*], 

ce  que  l'on  peut  écrire 
en  posant 

0'=  ;;  ^m[(qz  —  ryY-{-  {rx  -  pzy-\-  {py  —  gxy], 
X>  =  ^^m\x' {qz  —  ry)  -^ y' {rx  —  pz)  -^  z' {py  —  qx)]. 

La  quantité  T^  est  la  demi-force  vive  du  système  dans  son  mou- 
vement relatif  par  rapport  aux  axes  Oxyz\  elle  s'exprimera  direc- 
tement au  moyen  des  variables  q^,  et  de  leurs  dérivées  q[,, 

La  quantité  (j*  représente  la  demi-force  vive  du  système  due  à 
la  rotation  d'entraînement  autour  de  Taxe  instantané  Oco  du 
trièdre  Oxyz\  elle  a  donc  pour  expression 

2 


CHAPITRE    XXIV.    —    ÉQUATIONS    DE    LAGRANGB.  38l 

H  étant  le  moment  d'inertie,  à  Tinstant  t,  du  système  matériel 
par  rapport  à  Taxe  Oco. 

Enfin,  la  valeur  de  "Ç  peut  s'écrire 

le  vecteur  0(r  ayant  pour  projections  sur  les  axes  mobiles 


^«.(j'V-.y),         '^m(z.--.z') 


et 


^m{xy—yx'), 


est  le  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  relatives  des 
divers  points  par  rapport  au  point  O;  on  a  alors  immédiatement 

L'avantage  que  présentent  ces  formes  géométriques,  données 
aux  quantités  K,  T^,  Ç,  'Ç,  consiste  en  ce  que,  dans  chaque  pro- 
blème particulier,  elles  fournissent  directement  les  expressions  de 
ces  quantités  en  fonction  des  ^y  et  des  q'yj  sans  que  l'on  doive 
passer  par  les  transformations  de  coordonnées. 

463.  Application  au  mouvement  relatif  d'un  système  pesant  par  rap- 
port à  la  Terre,  en  tenant  compte  du  mouvement  de  la  Terre.  —  Ima- 
ginons un  système  pesant  S  assujetti  à  des  liaisons  données  en  un  point  O 

Fig.  267. 


de  la  surface  terrestre;  nous  nous  proposons  d'étudier  son  mouvement 
relatif  par  rapport  à  des  axes  Oxyz  liés  à  la  Terre  et  entraînés  par  elle 
dans  son  mouvement  de  rotation  autour  de  la  ligne  des  pôles  PP'.  Si, 
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d'après  la  méthode  de  M.  Gilbert,  on  mène  par  O  des  axes  OxiyiZi  de 
directions  fixes  dans  Tespace,  le  mouvement  du  trièdre  Oxyz  par  rapporta 
ces  axes  est  une  rotation  a>,  égale  à  celle  de  la  Terre,  s'effectuant  autour 
d'un  axe  Oa>  parallèle  à  la  direction  nord-sud  PP'. 

Les  quantités  T;.,  Ç  e.l'Ç  se  calculeront  comme  nous  l'avons  expliqué; 
en  particulier,  Ç  est  égal  à  | H  a><,  H  étant  le  moment  d'inertie,  à  l'instanl  fi 
du  système  matériel  S  par  rapport  à  l'axe  Ooo.  Calculons  d'autre  part  l^•> 
fonction  des  forces  réellement  appliquées  (attraction  de  la  Terre),  etK.O^ 
sait  que  le  poids  m^  d'un  point  quelconque  du  système  S  est  la  résultan t.e 
de  l'attraction  et  de  la  force  centrifuge  4>  =  /na><p  (n^  «429).  En  adopta ^^^^ 
la  manière  de  voir  de  M.  Gilbert,  nous  regarderons  l'accélération       ë 
comme  constante  en  grandeur  et  en  direction  par  rapport  à  la  Ter^^^ 
dans  toute  rétendue  du  système  S,  dont  les  dimensions  sont  suppos 
très  petites.  La  direction  constante  de  g  est  la  verticale  descendante 
nadirale  OV  au  point  0.  Les  forces  réellement  appliquées  sont  les  attra 
tions  A  de  la  Terre  sur  les  différents  points  m  du  système  S.  Or,  comn3«^^^ 
mg  est  la  somme  géométrique  de  A  et  de  <l>  =  /na><p,  A  est  la  différenc^^^^ 
géométrique  de  mg  et  de  <l>  ;  pour  un  déplacement  quelconque  imprin^^^^^ 
au  point  m,  le  travail  de  A  est  la  différence  entre  le  travail  de  mg  et  cel 
de  4>;  donc,  enfin,  la  fonction  de  forces  U  d'où  dérivent  les  forces  réell^i^  ^' 


ui 


ment  appliquées  A  est  la  différence  de  la  fonction  de  forces  dont  dérive 

les  poids  et  de  celles  dont  dérivent  les  forces  4>.  La  hauteur  du  centre  £::=^< 

gravité  G  au-dessous  du  plan  horizontal  du  point  O  étant  OG  cos  GO 

les  poids  dérivent  de  la  fonction  de  forces  M^OGcosGOV,  où  M  est 
masse  totale  du  système. 

Les  forces  <l>  sont  normales  à  l'axe  terrestre  PP'  et  p  désigne  la  distan 
du  point  m  à  cet  axe;  le  travail  élémentaire  d'une  force  4>  est 


m  to*  pdp  =  d 


mw'o* 


i 

~  y 


l'ensemble  des  forces  *ï>  dérive  donc  de  la  fonction  de  forces 

111   désignant    le    moment    d'inertie    du    système    2mp'    par    rapport      -^^ 
Taxe  PP'  de  la  Terre.  Donc  la  fonction  U,  différence  des  précédentes,  es-  ^ 


U  =  M^OGcosGOV  -{n,a>2. 

Mais  nous  pouvons  calculer  Hi,  moment  d'inertie  par  rapport  à  PP',  en 

fonction  de  H,  moment  d'inertie  par  rapport  à  la  parallèle  Oo)  à  PP';  en 

effet,   d'après  un   théorème  connu,  si  l'on  appelle   di   et  d  les  distances 

GQi  et  GQ  du  centre  de   gravité  aux  axes  parallèles  PP'  et  Oto,  on  a 

(n»3n) 

H,-H  =  M(c/î— rf*). 
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D'autre  part,  dans  le  triangle  GQQi,  on  a,  en  appelant  S  la  distance  QQi 
évidemment  égale  à  la  distance  OR  du  point  0  à  Taxe  de  la  Terre, 

c?}  — rf«=8»— ?.rfocos  GQQi; 

la  quantité  €^cosGQQi  est  la  projection  deQGsur  QQi,  c'est  donc  aussi  la 

projection  de  OG  sur  QQi  et  sur  sa  parallèle  OR,  c'est-à-dire 0 G  cos  GOR. 
Donc 

Hi  =  H  H-  M  (o«  —  20  ÔG  cos  GOr). 
D'après  cela, 

U  =  M^ÔGcosGOV— {IIa)«-t-Mto«aÔGcosGOR— }a)»Mo«. 

m 

Pour  évaluer  K,  observons  que  l'origine  0  du  système  de  comparaison 
K^xyz  décrit,  par  suite  de  la  rotation  de  la  planète,  un  cercle  de  rayon  o 
autour  de  PP'  avec  une  vitesse  angulaire  (o.  L'accélération  J  a  donc  pour 
"valeur  co'ô  et  elle  est  dirigée  de  O  vers  R;  donc,  d'après  la  valeur  géné- 
rale de  K,  — MJ  .OG  cosJ.OG,  on  a 

K=  — Mto«aÔGcosGOR. 
On  trouve  enfin 

U  4-  K  =  M  gÔGcos  GOV  —AHa>«  — ^(o«Mo«, 

où  le  dernier  terme  est  une  constante  qui  disparaîtra  dans  les  dilTérentia- 
tions.  On  a,  d'ailleurs, 

d'après  la  valeur  de  Ç.  Si  Ton  appelle  q\^  g^j  . . .,  çjt  les  paramètres  défi- 
nissant la  position  du  système  pesant  par  rapport  aux  axes  OxyZy  les 
équations  du  mouvement  relatif  sont  alors 

dT        e)(U-hK)  __ 

—  ^  V    —     1,2,     •(■,A^. 


Oq^ 


Si  Ton  remplace  T  et  U  -h  K  par  leurs  valeurs,  il  se  produit  encore 
d'importantes  réductions.  D'abord,  C^  =  yH(i)*  ne  dépend  que  de  la  posi- 
tion actuelle  des  points  du  système  et  non  de  leurs  vitesses;  cette  quantité 


—  ~iL  Hii  nrp.mi<»r  mp.mbr<»  t\f*.  (  n\  «>«;t  ^fsA  an  tprmA .  ■ 


ne  contient  donc  pas  q\,  q\y  ...,9!i  ^^  T^  ^^^  ^^^'  Ensuite,  le  terme 

oq^ 


T^  du  premier  membre  de  (a)  est  égal  au  terme •  — r du  second. 
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Il  reste  donc  l'équation 


/■ 


(à) 


d  àiJr'^'O)  _  d(T;.-hV))  _  j^j     d'yOGcos  OOy ) ^ 
dt         dq'^  Oqy,  ôqy, 

V    ->^  1  j     ^,    (  •  «  j   A  • 


Ce  sont  là  les  équations  définitives  du  mouvement  relatif  d'un  système 
pesant  à  la  surface  de  la  Terre;  pour  les  écrire,  on  voit  qu'il  suffit  de  cal- 
culer Tr,  t;>  et  ÔG  cos  GoV. 

464.  Exemple.  —  Un  corps  solide  homogène  pesant  de  révolution  est 
suspendu  par  un  point  0  de  son  axe  de  révolution  OZ;  cet  axe  est  de 
plus  assujetti  à  rester  dans  un  plan  fixe  par  rapport  à  la  Terre- 
Mouvement  du  solide  par  rapport  aux  objets  terrestres,  en  tenant 
compte  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre. 

Soient  OXYZ  les  a\es  principaux  d'inertie  du  solide  entraînés  avec  1^^ 
Oxyz  des  axes  liés  à  la  Terre  par  rapport  auxquels  on  cherche  le  mouve- 
ment. Nous  choisirons  comme  plan  des  xy  le  plan  dans  lequel  se  meut  C)t> 
et,  pour  axe  Ox,  la  projection,  sur  ce  plan,  d'une  parallèle  Ou  au  segra^^^ 
représentatif  de   la  rotation  terrestre  :  Oco  est  parallèle  à  la  direct s^^^ 


nord-sud   de  l'axe   du   monde.   Nous   prenons  O^   dirigé  du   même  c- 
que   Oo)  par  rapport  au  plan  xOy.  Le  centre  de  gravité  G  est  supp^ 
sur  la  partie  positive  OZ  de  l'axe  de  révolution  à  une  distance  OG  =  / 
point  fixe. 

La  position  du  solide  par  rapport  aux  axes  Oxyz  dépend  de  deux  pa 
mètres,  par  exemple,  des  angles  d'Euler  o  et  ^j^  que  font  les  axes  XYZ  a*^ 

xyz\  l'angle  appelé  0  est  ici  égal  à  -y  car  cOZ  =  -• 

Calculons  T^  et  V^  La  quantité  T^  est  la  demi-force  vive  du   solide 
rapport  aux  axes  Oxyz\  le  mouvement  du  solide  par  rapport  à  ces  a 
est  le  mouvement  d*un  solide  autour  d'un  point  fixe;  si  donc  nous  ap 
Ions  P,  Q,  R  les  composantes  suivant  les  axes  principaux   OXYZ  de 


ir 
v< 


•àr 
les 
e- 
/a 
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rotation  instantanée  Q  du  corps  par  rapport  aux  axes  OxyZf  nous  avons, 
d'après  les  formules  générales  (n°  387), 

siDO  =  i,         P  =  (j^'sintp,         Q  =  <];'coscp,         R  =  cp', 

2T,.=  A(F2^-Q«)-hGR«=  Afî-f.Co'«. 

Calculons  de  même  'Ç.  En  appelant  <7  le  moment  résultant  par  rapport 
à  0  des  quantités  de  mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  Oa^z^  on  a 

\*)  =  0)0-  cosw,a. 
Figurons  la  droite  01  intersection  du  plan  XOY  et  du  plan  xOy  ;  on  a 

xOl  =  ^,  IOX  =  (ï). 

I-e  segment  <j  a  pour  composantes,  suivant  les  axes  OXYZ,  AF*,  AQ,  GR  ; 
il  a  donc  pour  projections,  sur  01,  A(Pcoscp  —  Qsin^p),  c'est-à-dire 
-^éro,  d'après  les  valeurs  de  F,  Q,  R,  et,  sur  0-s,  A  (P  sincp-+- Q  cosç), 
c'est-à-dire  A^J^'.  Le  segment  <j  est  donc  le  segment  résultant  d'un  seg- 
■nent  A^^'  suivant  Oz  et  d'un  segment  CR  ou  Cf'  suivant  OZ  ;  sa  projec- 
tion sur  0(1)  est  donc,  en  appelant  a  l'angle  constant  wOx, 


a  cosa),a  =  A<j^'  sina  -+-  Co'  cosa  siin}', 

«t 'Ç  est  égal  au  produit  de  cette  quantité  par  eu. 

La  quantité  TrH-'Ç^,  que  nous  appellerons  0  pour  abréger,  a  donc  poui 
expression 

e  =  Tr-h  "<>  =  y(  A  ^'2-^  Ccp'2)-+-  u)(  A^'  sina  -I-  Go'  cosa  sin^;.). 

D'autre  part,  appelons  a,  6,  c  les  cosinus  des  angles  constants  que  fait 
la  oadirale  OV  avec  les  axes  OxyZj  et  remarquons  que  la  coordonnée  2[ 
du  centre  de  gravité  G  est  nulle,  car  ce  point  étant  sur  l'axe  de  révolu- 
tion OZ  est  dans  le  plan  xOy  ;  nous  aurons,  pour  la  projection  de  00  sur 
la  nadirale, 

00  cosGOV  =  aj  -r-  ^Yj  =  l(a  sin<];  —  b  cosJ/), 

car,  dans  le  plan  xO^^  l'axe  OGZ  fait  avec  O^  l'angle  ^ >  et  00  est 

appelé  /;  les  coordonnées  ^  ci  r^  sont  donc  /sin<]/et  —  l  cos^.  Les  deux 
équations  du   mouvement  sont  alors,  d'après  (6),  si  l'on  remarque  que 

ni  6  ni  OGcosGOV  ne  contiennent  o, 

II.  25 
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On  peut  obtenir  deux  intégrales  premières  de  ces  équations.  On  a 
d'abord  immédiatement  -r-;  =  const.,  c'est-à-dire 

(2)  çp'-H  o)  cosasin^J' =  A:. 

Puis  on  peut  faire  sur  les  équations  (1)  la  combinaison  qui  donne  Tinté- 
grale  des  forces  vives  généralisée  par  M.  Painlevé  (n^  459),  en  multipliant 
la  première  par  cp',  la  deuxième  par  ^'  et  ajoutant  ;  on  obtient  ainsi  une 
relation  qu'on  peut  écrire 

(       =  M^/(a  costj/ H- ^  sintJ/)4''. 

Gomme  0  ne  contient  pas  t,  le  dernier  groupe  de  termes  du  premier 
membre  est  -^-;  d'autre  part,  en  séparant  dans  6  les  termes  81  du  second 
degré  en  cp'  et  Y  et  les  termes  du  premier  degré  61,  on  a 

et  l'équation  (3)  s'écrit 

^(•>.eî-i-e,)-^(e2H-e,)  =  M^/(acos';-+-6sint];)4;', 

d'où  en  intégrant 

Si  —  \I,j^/(a  sind/  —  b  cos'{/)  -t-  const., 
c'est-à-dire 

(4)  A'^s-f-  G'f2=  iM  gl(a  s'in'^  —  b  cos^) -h  h. 

Cette  intégrale  première  peut  évidemment  être  obtenue  indépendam- 
ment de  la  méthode  de  Gilbert  ;  c'est  l'intégrale  des  forces  vives  appliquée 
au  mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  Oxyz. 

Nous  appliquerons  ces  formules  à  deux  cas  particuliers  simples. 

463.  Boussole  gyroscopique  de  Foucault.  —  Supposons  le  corps  sus- 
pendu par  son  centre  de  gravité.  Alors  OG  =  /  =  o,  et  les  deux  intégrales 
premières  deviennent 

9' -H  w  cosa  sin-^  :=  A,         A'y2_|_  Q-y-i  _  /, 

Ges  équations  s'intègrent  par  des  quadratures  elliptiques.  Mais,  comme 
la  vitesse  angulaire  to  de  la  Terre  est  très  petite,  on  peut  négliger  w*;  on 
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alors,  en  tirant  cp'  de  la  première  pour  le  porter  dans  la  deuxième,  et 
légligeant  ci><, 

5)  A^'* — aC/iw  cosa  sin<];  r=y*, 

^  désignant  une  nouvelle  constante.  Nous  pouvons  toujours  supposer 
[u*on  ait  choisi  comme  sens  positif  OZ  sur  Taxe  du  corps,  un  sens  tel  que 
a  valeur  initiale  Ro  ou  90  ^^  '^  rotation  du  corps  suivant  OZ  soit  posi- 
jve  ;  supposons  de  plus  cette  valeur  sufGsamment  grande,  alors  k  est  positif. 
L'équation  (5)  se  ramène  alors  immédiatement  à  Féquation  du  mouve- 
nent  d'un  pendule  simple.  En  effet,  l'angle  ârOZ  étant  appelé  a,  on  a 

}^  =  M  H —  et  l'équation  (5)  devient 

,.       2  C  X:  o)  f 

it  *  =  — r —  cos  a  cos  u-{-  ^  9 
A  A 

identique  à  l'équation  du  mouvement  d'un  pendule  simple  dans  lequel  u 
îst  l'angle  d'écart  avec  la  verticale. 

L'axe  du  gyroscope  OZ  est  donc  animé  d'un  mouvement  pendulaire  au- 
tour de  Ox,  Dans  la  réalité,  par  suite  de  la  résistance  de  l'air  et  du  frot- 
tement, l'axe  OZ  s'arrête  au  bout  d'un  certain  temps  en  Ox,  c'est-à-dire 
suivant  la  projection  de  l'axe  du  monde  Oo)  sur  le  plan  fixe  xOy, 

De  là  le  nom  de  boussole  gyroscopique  donné  à  cet  appareil.  Si  le 
plan  xOy^  dans  lequel  l'axe  du  gyroscope  est  assujetti  à  se  mouvoir  est  le 
plan  horizontal  du  lieu  de  l'observation,  la  position  d'équilibre  relatif  de 
l'axe  OZ  est  la  direction  de  la  méridienne  :  l'appareil  peut  servir  de  bous- 
sole de  déclinaison.  Si  le  plan  xOy  coïncide  avec  le  plan  méridien,  l'axe 
se  place  suivant  Oco  qui  coïncide  alors  avec  Ox\  l'appareil  sert  de  bous- 
sole d'inclinaison. 

On  peut  résumer  la  discussion  en  disant  que  l'axe  de  la  boussole  gy- 
roscopique tend  à  faire  le  plus  petit  angle  possible  avec  l'axe  de  la  Terre. 

466.  Barogyroscope  de  Gilbert.  —  Dans  la  boussole  gyroscopique  de 
Foucault  que  nous  venons  d'étudier,  le  centre  de  gravité  du  corps  de  ré- 
volution est  supposé  placé  au  point  de  suspension  0  et  l'axe  OZ  du  corps 
assujetti  à  décrire  un  plan  lié  à  la  Terre  et  passant  par  0.  La  condition 
lue  le  centre  de  gravité  se  trouve  en  O  étant  très  difficile  à  réaliser  expé- 
imentalement,  M.  Gilbert  a  cherché  l'influence  de  la  rotation  de  la  Terre 
Ur  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution  suspendu  par  un  point 
txe  O  de  son  axe  OZ,  quand  cet  axe  OZ  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans 
n  plan  vertical  lié  à  la  Terre,  le  centre  de  gravité  G  n'étant  plus 
n  O.  M.  Gilbert  réalise  expérimentalement  les  conditions  que  nous  vc- 
ons  d'indiquer  dans  l'appareil  suivant  appelé  barogyroscope. 

Imaginons  un  tore  en  bronze  D,  dont  l'axe  d'acier  a  pivote  librement  dans 
es  tourillons  coniques  creuses  dans  des  vis  en  acier  v  et  v\  qui  traversent 
me  chape  GG  en  acier  reposant  par  les  couteaux  A  et  A'  sur  des  surfaces 


-   DIMMIQVK   PKS    STSTKMKS. 

en  Bcicr  trcmjié,  Ae  forme  cvlinilriijuc,  doni  les  couieauiL  occupent  ie 
fond.  C«  «ystéme  pimente  ane  sjmjuie  ctactc  |i«r  rapport  au  plaa  pu- 
uni  par  ï'txe  do  ior«  et  les  atite^  du  couIe«a,  et  «a  mubilitf  autoarde 
cdles-ci  e»I  telle  qu'un  soufDe  léger  suflil  à  ptiitiH|iter  de^  oscillalioai. 

Une  fois  qu'on  a,  par  des  vis  calantes  VV'V,  assufé  IliuritonUlrlt  it 
l'aie  de  sutpcafîon  A  A',  le  tore  constitue  un  corps  solîdi?  tU  réiolulioR. 
MoUlc  autour  d'un  pxint  ii\e  O  placé  à  l'interMcttun  de  son  aie  de  tin-  . 


lulion  vv'  et  de  l'axe  de  suiipeniiiun  AA';  de 
tore  ne  peut  que  se  mouvoir  duns  un  plan 
Terre. 

En  agissant  sur  les  vi»  i-et 
glissant  à  frottenient  dur  sur 
rieur  de  l'ave  du  tore  vv',  on 
tème  mobile  sur  l'asc  du  ion 
étant  en  repos,  on  a  ainsi  n 


rrlical    tî\c  par 


,  sur  d'autres  vis  u  el  u'  et  sur  un  cuncot 
ne  aiguille  formant  le  prolongement  i 
rrive  il  placer  le  centre  de  gravité  G  du 
'v',  un  peu  uu~desBous  du  point  0>  ^  ' 
pendule  composé,  suspendu  par  l'atc 
edoWf 


n  équilibre  stable  quand  l'aiguille  i'>,  c'est-à-din 
est  verticale.  On  porte  ensuite  la  eliape  sur  un  rouage  moteur  ell'o"' 
prime  au  tore  une  rotation  très  rapide  autour  de  son  axe,  «pré*  q>"" 
le  replace  sur  son  support  en  le  (guidant  par  tk-s  fourcLettes  F,  afin  q"» 
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i  des  couteaux  A,  A'  occupent  exactement  la  position  horizontale  qui 
été  assignée.  C'est  à  cet  instant  que  se  développent  les  phénomènes 
ts,  mais  bien  nets,  qui  accusent  la  rotation  de  la  Terre.  Le  système 
ad  une  nouvelle  position  apparente  d'équilibre  stable,  dans  laquelle' 
du  tore  n'est  plus  vertical,  mais  fait  avec  la  verticale  un  petit  angle  E 
tnt  plus  grand,  à  vitesse  égale,  que  le  plan  vertical  dans  lequel  Taxe 
re  peut  se  mouvoir  est  plus  voisin  du  plan  méridien.  Si  Ton  se  place 
les  conditions  les  plus  favorables,  en  mettant  le  plan  dans  lequel  se 
l'axe  du  tore  dans  le  plan  méridien,  l'angle  d'écart  E  de  l'axe  du 
ivec  la  verticale  se  perçoit  très  nettement.  Il  est  d'autant  plus  grand 
1  rotation  propre  du  tore  est  plus  grande  et  que  la  distance  OG  du 
3  de  gravité  à  l'axe  AA'  est  plus  petite  :  cet  écart  E  se  fait  d'ailleurs 
e  nord  ou  le  sud,  suivant  le  sens  de  la  rotation  du  tore.  C'est  ce 
explique  facilement  en  appliquant  les  formules  générales  que  nous 
établies  plus  haut  au  cas  actuel, 
plan  dans  lequel  se  meut  l'axe  du  corps  OZ  (/Ig.  270)  est  ici  le  plan 

Fig.  270. 


§ridien  du  point  O,  POP';  nous  devons,  pour  appliquer  les  formules 
aies,  prendre  ce  plan  pour  plan  des  xy,  en  prenant  pour  axe  des  x  la 
:;tion  de  la  rotation  Ou>,  égale  et  parallèle  à  la  rotation  de  la  Terre 
plan  xOy.  Actuellement,  Oo)  coïncide  donc  avec  Ox. 
urons  la  verticale  descendante  OV;  elle  est  dans  le  plan^Oa?  et  fait 
Ox  un  angle  égal  au  complément  de  la  latitude  X  du  point  O  : 

xO\  =  -  —  X; 
2 


sinus  a,  6,  c  des  angles  que  fait  la  verticale  OV  avec  les  axes  Oxyz 

lonc 

a  =  sinX,         6  =  cosX,         c  =  o, 

terme  as\n^  —  6cos<]/,  qui  figure  dans  l'intégrale  (4)»  a  pour  valeur 

—  cos(X  -h  ^), 
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Les  deux  intégrales  premières  obtenues  plus  haut  (2)  et  (4)  sont  donc 
maintenant,  puisque  a  est  nul, 


(6) 


©'  H-  o)  sin  ^};  =  A:  =  /i  -+-  (o  sin  4^0» 

A6'«-4-  Ccp'«  =  —  aM^/  cos( \^^)^h, 


n  désignant  la  valeur  initiale  de  cp',  c'est-à-dire  de  la  rotation  du  tore. 
Éliminons  ^\  en  négligeant  (i)<;  nous  aurons  pour  déterminer  4^  réqaatioo 


(7) 


A  (];'«—  2/iCb)sin<]/  =  —  2M^/cos(X  -h^')-»-/, 


y  désignant  une  nouvelle  constante. 

Introduisons,  à  la  place  de  ^y  l'angle  E  que  fait  Taxe  OZ  du  gyroscope 
avec  la  verticale,  cet  angle  étant  compte  positivement  de  Oar  versO/: 
on  a 


^  =  11-1, 


L'équation  devient 

X  (--T-j    =  — 2nCu>sin(E  — X)  4- aM^/cosE -+-/; 

on  pourrait  facilement  la  ramener,  par  un  nouveau  changement  de  l'ori- 
gine des  angles,  à  être  identique  à  l'équation  du  mouvement  d'un  pendule 
simple.   Bornons-nous  à   chercher  la  position  d'équilibre  de  l'axe.  Nous 

l'obtiendrons  en  cherchant  les  valeurs  de  E  qui  annulent  —t-t'  c'est-à-d*^^ 
la  dérivée  du  second  membre;  on  a  ainsi 


(8) 


nCw  cos(E  —  X)  -+-  M^/sinE  =  o, 

/itoG  cosX 


tan  g  E  = 


M^/  -\-  nuiC  sinX 


On  a  ainsi  l'angle  E  que  fait  avec  la  verticale  l'axe  du  tore,  après  qU^*' 
ques  oscillations  de  part  et  d'autre  de  la  direction  définie  par  cet  angl<5- 

Comme  o)  est  très  petit,  le  signe  du  dénominateur  est  celui  de  M^/,  c*^^ 
à-dire  -+- ;  tang  E  est  donc  du  signe  de  —  n  ;  si  n  est  positif,  c'est-à-<i*^ 
si  le  tore  tourne  dans  le  sens   positif  autour  de  l'axe  OG,  la  déviatioï* 
fait  vers  le  sud,  car  E  est  négatif;  si  n  est  négatif,  elle  se  fait  vers 
nord.  On  voit  que,  à  vitesse  de  rotation  en  valeur  absolue  égale,  la  dévi^' 
tion  est  plus  grande  quand  n  est  négatif. 


à 
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EXERCICES. 

1.  Appliquer  la  méthode  de  Lagrange  aux  problèmes  traités  et  proposés 
comme  application  des  théorèmes  généraux,  et  de  la  théorie  du  mouvement  re- 
latif dans  les  Chapitres  XVIII,  XIX,  XX,  XXI,  et  XXII. 

2.  Une  barre  homogène  pesante  AB  se  meut  dans  un  plan  horizontal  :  à  ses 
extrémités  A  et  B  est  attaché  un  fil  inextensible  et  sans  tnasse  passant  dans  un 
anneau  fixe  O  infiniment  petit.  Mouvement  du  système. 

Soit  ac  la  longueur  de  la  barre  et  a  a  la  longueur  AO  +  OB  du  fil.  Abaissons 
de  O  la  perpendiculaire  OP  sur  la  barre  et  soit  GP  la  distance  de  P  au  milieu  G 
de  la  barre.  Le  point  O  est  sur  une  ellipse  de  foyers  A  et  B  et  de  longueur 

GP         OP 
d*axe  focal  a  a.  On  a  donc,  en  faisant  a*—  C  —  6*  : 1 — rr-  =  i  et  l'on  peut 

poser 

GP  =  acos9,        0P  =  ôsin9. 

Appelons,  en  outre,  a  Tangle  2?0P  que  fait  la  perpendiculaire  OP  avec  un  axe 
fixe  O 07,  on  a  pour  les  coordonnées  polaires  r  et  6  du  point  G 

(i)  r'=  a*  cos»9 -h  ô»  sin*9,        6  =  a  —  arc  lang(  r  cotç  j. 

On  a  alo^ 

T=  ^  (r'»+r'e")  +  — Ar'ot'S 

2  2  ' 

MA:*  étant  le  moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport  à  G. 

Remplaçant  r,  r'et  6'  par  leurs  valeurs  tirées  de  (i),  on  a  T  exprimé  en  9,  9' 
et  a'.  Les  forces  appliquées  ont  un  travail  nul.  On  aura  les  deux  intégrales 
premières 

-—  =  const.,        T  =  h. 

L'élimination  de  a'  fournit  t  par  une  quadrature  en  fonction  de  7. 

3.  Mouvement  d'une  barre  homogène  pesante  dont  une  extrémité  A  glisse  sur 
un  plan  horizontal  xOy  et  l'autre  B  sur  un  axe  vertical  O^.  {Licence,) 

Appelant  9  l'angle  de  la  barre  avec  la  verticale  ascendante  O2,  6  l'angle  du 
plan  AOB  avec  xOz,  et  il  la  longueur  de  la  barre,  on  a 

T=  ii*(e'»sin';(p4-9''), 
\}  =  —  gl  cosç. 

On  a  les  deux  intégrales  premières 

-r^,  =  const.,        T  —  U  =  A. 
La  quantité  C0S9  est  une  fonction  elliptique  du  temps. 
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4.  Une  tige  homogène  pesante  est  attachée  par  une  extrémité  A  à  on  point 
fixe  0  au  moyen  d'un  fil  de  longueur  OA  =  AB,  tandis  que  l'autre  extrémité  B 
glisse  sans  frottement  sur  l'horizontale  Ox*  Oscillations  infiniment  petites. 

Soient  2/  la  longueur  de  la  barre,  0  l'angle  du  plan  OAB  avec  le  plan  vertical 
mené  par  Oxy  ^  l'angle  OBA.  On  a  (en  prenant  la  masse  de  la  barre  pour  unité) 

3T  =  J/'0'»sin'?-+-î/«(i-+-6sin>?)p, 
\}  =  gl  sinfl  cos6. 

Il  existe  une  position  d'équilibre  stable  correspondant  à  0  =  o,  p  =  -• 

5.  Mouvement  d'un  pendule  simple  de  longueur  variable;  cas  particolier  où  / 
varie  proportionnellement  à  t.  (Lecornu,  Acta  mathematica,  1896.) 

6.  Un  tube  rectiligne  OA,  infiniment  mince,  fait  un  angle  constant  6  avec  la 
verticale  ascendante  O^.  Suivant  quelle  loi  faut-il  faire  tourner  le  tube  autour 
de  O^  pour  qu'un  point  matériel  pesant  m,  glissant  sans  frottement  dans  le  tube, 
puisse  prendre,  dans  des  conditions  initiales  convenables,  un  mouvement  déGni 
par  l'équation 

O m  =  k {t  -\-  %y         (  A-  et  a  constantes). 

Soit  <j/  l'angle  du  plan  ;;0A  avec  un  plan  fixe.  Supposons  ^  donné  en  fonction 
du  temps  ^  =/{t)  et  appelons  p  la  distance  Om.  On  a 

T=  '^[p'^-:-p«5in«e/'>(0], 
U  =  —  ffipg  cosO, 
d'où  pour  l'équation  du  mouvement 

p"-  psin-0/'^(/)  -h  gco^fi  ^-  o. 

La  question  est  celle-ci  :  que  doit  être  /(O  pour  que  cette  équation  admette 
l'intégrale  particulirre  p  =  k{t-+-ay.  Exprimant  que  cette  fonction  vérifie  l'é- 
quation, on  a 


I  /7k  -'-  jç'cosô         /-ha 


k 

Si,  en  particulier,  A- —  —  l^g^  cosO,  on  trouve  f{t)  =0j  le  tube  doit  rester 
immobile. 

6  bis.  Un  tube  circulaire  homogène  de  section  infiniment  petite  peut  tourner 
autour  d'un  de  ses  diamclrcs  qui  est  vertical  et  fixe.  Dans  l'intérieur  peut  se 
mouvoir,  sans  frottement,  un  point  matériel  pesant  m.  Trouver  le  mouvement  du 
système. 

La  position  du  système  dépend  de  deux  variables.  Prenons  la  position  initiale 
du  tube  pour  plan  xOz  al  appelons  9  l'angle  qu'au  temps  t  le  plan  du  cercle  fait 
avec  sa  po>ition  initiale.  Prenons  pour  axe  Ox;  le  diamètre  fixe  descendant  et  soit 
6  l'angle  du  rayon  Om  avec  0^. 

R  désignant  le  rayon  du  tube,  M  sa  masse,  on  a 

2T  ^.  MU''w'3-h  mU»(^''^-  ^''sin'O), 
U  =  mgW  cosô. 
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7.  Deax  points  matériels  m  et  m'  s'attirent  proportionnellement  à  la  distance 
et  sont  assujettis  à  se  mouvoir  sur  deux  circonférences  de  rayons  a  et  a'  situées 
dans  un  même  plan  horizontal. 

Oscillations  inûniment  petites  autour  d'une  position  d'équilibre  stable. 
Étudier  le  mouvement  fini  dans  le  cas  où  les  deux  circonférences  sont  concen- 
triques. 

8.  Mouvement  d'un  point  pesant  M  sur  un  cercle  qui  tourne,  avec  une  vitesse 
angulaire  constante  (>>,  autour  d 'un  axe  vertical  ST  situé  dans  son  plan,  — 
Prenons  pour  système  de  comparaison  celui  qui  est  formé  par  la  verticale  du 
centre  zz'  et  l'horizontale  xOx'  rencontrant  ST,  le  sens  positif  de  Vaxezz'  étant 
celui  du  nadir. 

Soient  :  m  la  masse  du  point  M,  r  le  rayon  du  cercle,  a  la  distance  OA  du 
centre  O  à  l'axe  ST. 

La  position  du  pendule  OM  est  déterminée  à  chaque  instant  par  l'angle  0  qu'il 
fait  avec  Oz,  cet  angle  étant  supposé  compté  positivement  dans  le  sens  direct, 
c'est-à-dire  de  Oz  vers  Ox.  Employons  la  méthode  de  M.  Gilbert,  quoique  la 
méthode  directe  soit  beaucoup  plus  simple. 

Calcul  de  T^.—  C'est  la  force  vive  du  système  S,  réduit  ici  au  point  M,  dans 
son  mouvement  relatif  par  rapport  k  xOzy  c'est-à-dire  dans  son  mouvement  de 
rotation  autour  de  O, 

T,=  -  m/'»e'». 

Calcul  de  Ç.  —  L'axe  instantané  de  rotation  du  système  xOz  pour  le  point  0 
est  la  droite  zz'.  Le  moment  d'inertie  du  point  M  par  rapport  à  cet  axe  est 

H  =  mr'  sin'8. 
Donc,  on  a 

tj  =  —  mr'  sin'6. 

Calcul de'Ç.  —  L'axe  représentatif  de  la  rotation  instantanée  étant  dirigé  sui- 
vant Oz  et  celui  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  du  point  M  dans  son 
mouvement  relatif  par  rapport  k  xOz  étant  perpendiculaire  à  ce  plan  xOz,  ces 

deux  axes  sont  rectangulaires.  Donc,  ici,  cos  faa  =  o  efÇ  =  o. 
Calcul  de  U.  —  Les  composantes  de  la  seule  force  appliquée  étant 

X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  mg, 
on  a 

U  =m^r  cos  6. 

Calcul  de  K.  —  L'accélération  J  du  centre  O  tournant  avec  la  vitesse  angu- 
laire u  autour  du  point  A  est  dirigée  suivant  OA  et  égale  à  tù*a.  Donc 

K  =  mrta'a  sinÔ. 
On  a  donc 

T  =  -  mr»ô'*-f-  —  mr'  sin'6 

et 

U  -f-  K  =  mgr  cos6  -♦-  mrta'a  sinO. 
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L'équation  du  mouvement  est  donc 

-T—  =  w»  sine  cos9  —  ^  sine  H cose. 

dt'  r  r 

On  obtient  les  positions  d'équilibre  relatif  en  égalant  à  zéro  le  second  membre 
Ce  dernier  problème  a  été  résolu  géométriquement  au  n*  420. 

9.  Un  corps  solide  pesant D  est  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  xOx*\  Xvktxi 
tourne  lui-méïne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  o>  autour  d*un  axe  ver- 
tical zOz'  qui  le  rencontre.  Le  centre  de  gravité  G  du  corps  est  sur  une  perpendi- 
culaire élevée  en  0  à  arOj?';  on  suppose  que  xx'  et  OG  soient  des  axes  princi- 
paux d'inertie  du  corps  relatif  au  point  O. 

Trouver  le  mouvement  du  corps  (en  ne  tenant  pas  compte  de  la  rotation  delà 
Terre). 

Prenons  comme  système  de  comparaison  le  système  rectangulaire  Oxyz  toni- 
nant  autour  de  O  ^  avec  la  vitesse  donnée  u. 

Appelons  6  la  distance  GO,  e  l'angle  de  ÔG  avec  la  verticale  descendante  0*'. 
Le  mouvement  apparent  est  une  rotation  de  vitesse  angulaire  0'  autour  de  Ox. 
Nous  avons  donc,  en  appliquant  la  méthode  de  Gilbert, 

T,=  '-Ae'S        ()'=  -  (Bcos'en-Csin'e),        <)  =  çi. 

La  quantité  ^P  est  en  général  u)9C0Sh)7;  actuellement  le  moment  résultant  ff 
des  quantités  de  mouvement  relatives  est  égal  à  Ae'  et  dirigé  suivant  Ox;  u  est 

dirigé  suivant  O-z;  donc  coswa  =  o,  et  '<?  est  nul.  La  seule  force,  autre  que  les 
forces  de  liaisons,  agissant  réellement,  est  le  poids  :  on  a  donc 

U  —  Ma'O  cosO. 

Enfin  l'origine  0  étant  fixe,  K  est  nul.  L'équation  du  mouvement  est  donc 

A--^ w»(C  —  B)  sinOcosO  -—  Ms^osinO. 

Cette  équation  peut  être  identifiée  avec  l'équation  du  mouvement  d'un  point 
pesant  mobile  sur  un  cercle  qui  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  «•> 
autour  d'un  diamètre  vertical  fixe.  (Exercice  précédent.)  (Gilbert,  Mémoire  sur 
l'application  de  la  méthode  de  Lagrange  au  mouvement  relatif.) 

10.  On  peut  ramener  à  des  quadratures  la  recherche  du  mouvement  d'un  solide 
homogène  de  révolution  mobile  autour  d'un  point  de  son  axe  Oz,  toutes  les  fois 
que  les  forces  appliquées  dérivent  d'une  fonction  U  qui  dépend  uniquement  de 
l'angle  de  l'axe  Oz  avec  une  direction  fixe  Oz^, 

En  effet,  prenons  la  direction  fixe  pour  axe  0^, ;  on  a  U  =  /(O)  et  l'on  voit, 
en  écrivant  les  équations  de  Lagrange  relatives  à  9  et  <}  et  l'intégrale  des  forces 
vives,  qu'on  est  ramené  à  des  quadratures. 

11.  On  peut  de  même  ramener  aux  quadratures  l'étude  du  mouvement  d'un 
solide  homogène  de  révolution  glissant  ou  roulant  sur  un  plan  fixe,  toutes  les 
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fois  que  les  forces  appliquées  dérivent  d'une  fonction  U  dépendant  seulement  de 
l'angle  0  que  fait  l'axe  G 2  du  corps  avec  la  normale  Gz^  au  plan. 

12.  Généralisation  du  théorème  de  Bonnet  (n<>  247,  fin  de  l'application). 
(Padoya,  voir  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  p.  178;  i885.  ) 

13.  Tautochronisme  dans  les  systèmes,  —  Soit  un  système  à  liaisons  indé- 
pendantes du  temps,  sollicité  par  des  forces  connues  ne  dépendant  que  de  la  po- 
sition du  système;  appelons  ^,,  ^,, ...,  q^  les  paramètres  indépendants  qui  servent 
à  définir  la  position  du  système.  Le  problème  à  résoudre  est  le  suivant  : 

Quelles  nouvelles  liaisons^  au  nombre  dek—i,  faut-il  imposer  au  système  pour 
que  le  système  à  liaisons  complètes  ainsi  obtenu  soit  tautochrone,  c*est-à'dire 
mette  le  même  temps  à  revenir  à  une  position  déterminée  quelle  que  soit  la 
position  initiale  dans  laquelle  on  V abandonne  à  lui-même  sans  vitesse? 

Réponse.  —  On  a 

y  (X  8j?  -+-  Y  8jK  -f-  Z  8z)  =  Q,  «ç-,-*-. .  .-f-  Qj  5^^. 

Introduisons  de  nouvelles  liaisons  rendant  le  système  à  liaisons  complètes  et 
tautochrone  :  on  peut  toujours  supposer  alors  ^„  9,,  •••)  9»  exprimés  en  fonction 
d'un  paramétre  q\  l'équation  unique  du  mouvement  du  nouveau  système  est 
donnée  par  l'équation  des  forces  vives 

(I)  crr  =  Q,c/^,  +  ...-f-Q*rf^4. 

Prenons  à  la  place  de  q  une  nouvelle  variable  s  définie  par 

(a)  y^aiidqidq^  =  ds. 

Alors 

T  =  ^  A        Q,  dq,  +  . . .+  Q^  dq^=f{s)ds, 

et  l'équation  (i)  devient 

Pour  que  cette  équation  définisse  un  mouvement  tautochrone,  il  faut  et  il  suffit 
(n*  214  )  que  /{s)  soit  de  la  forme  —  (i'«,  où  (i*  est  une  constante  positive.  On  doit 
donc  avoir 

(3)  Q.<^^,+  Q,dq^-^.,,-hQ^dq,^  =  —\L*sds. 

Réciproquement,  si  l'on  a  trouvé  des  fonctions  ^,,  9,>  •  ••»  9t  <^c  ^  vérifiant  les 
deux  relations  (a)  et  (3),  le  système  devient  un  système  à  liaisons  complètes  dont 
la  position  dépend  du  seul  paramètre  «  et  ce  système  est  tautochrone. 

Comme  on  n'a  que  deux  relations  pour  déterminer  q^^q^i  •-••>  qk  c  fonctions 
de  «,  on  peut  se  donner  arbitrairement  A:  —  a  relations  compatibles  entre  q^* 

Çtf  •  •  •  1  Çk  «^  *• 
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On  peut,  par  exemple,  déterminer  le  problème  en  assujettissant  le  système  i 
être  tautochrone  non  seulement  pour  les  forces  données,  mais  encore  poar  k  —  7 
autres  systèmes  de  forces  XC'*),  Y(*),  Z(*)  ne  dépendant  que  de  la  position  (  Comptes 
rendus,  t.  CXIV,  p.  996;  1892). 

14.  Interprétation  des  valeurs  imaginaires  du  temps. 

Étant  donné  un  système  de  points  matériels  assujettis  à  des  liaisons  indé- 
pendantes du  temps  et  soumis  à  des  forces  qui  ne  dépendent  que  des  posi- 
tions des  différents  points,  les  intégrales  des  équations  différentielles  du  mou- 
vement de  ce  système  restent  réelles  si  l 'on  y  remplace  t  par  t  y— i  et  les 
projections  a  ,  p^,  y    de  la  vitesse  de  chacun  des  points  m^  par  —  a^  ^—t, 

—  pp  v^—  '  »  -~  Tp  ^—  *  •  ^'^  expressions  ainsi  obtenues  sont  les  équations  du 
nouveau  mouvement  que  prendraient  les  mêmes  points  matériels  si,  placés 
dans  les  mêmes  conditions  initiales,  ils  étaient  sollicités  par  des  forces  res- 
pectivement égales  et  opposées  à  celles  qui  produisaient  le  premier  mouve- 
ment. 

Démonstration,  —  On  peut  employer  les  équations  aux  multiplicateurs  de  La- 
grange,  et  y  changer  t  en  t^ — i  :  on  remarque  alors  immédiatement  que  cela 
revient  à  changer  de  signe  les  projections  des  forces  appliquées  et  à  modifier  les 
multiplicateurs. 

On  peut  également  se  servir  des  équations  de  Lagrange 


dt  [àq'J        àç,        '^•' 


T  est  alors  une  fonction  homogène  et  du  second  degré  de  q\^  q'^,  .. .,  q'j^  et  l'on 

voit  immédiatement  que  changer  t  en  t\—i  revient  à  changer  Q^  en  —  Qg- 
c'est-à-dire  à  changer  le  sens  des  forces  appliquées  (  Comptes  rendus,  t.  LXXXVII, 
p.  107/1;  '878  ). 
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CHAPITRE  XXV. 

ÉQUATIONS  CANONIQUES.  -  THÉORÈMES 

DE  JACOBI  ET  DE  POISSON. 

PRINCIPES  D'HAMILTON  ET  DE  U  MOINDRE  ACTION. 


I.  -  EQUATIONS  CANONIQUES. 

467.  Transformation  de  Poisson  et  d'Hamilton.  —  Nous  avons 
vu  au  commencement  de  ce  Volume,  n®*  291  et  suivants,  com- 
ment on  ramène  les  équations  du  mouvement  d'un  point  prises 
sous  la  forme  donnée  par  Lagrange  à  la  forme  appelée  cano- 
nique. 

Une  méthode  identique  s^applique  aux  équations  du  mouve- 
ment d'un  système  quelconque  dont  la  position  dépend  de  k 
paramètres  q^,  q^^  ...,  qk*  C'est  ce  que  nous  allons  montrer 
rapidement,  en  renvoyant,  pour  tous  les  détails  du  calcul,  au 
Chapitre  XVI,  dans  lequel  les  calculs  sont  développés  pour  le  cas 
de  A:  =  3. 

Les  équations  de  Lagrange  sont 


(I) 


Prenons,  d'après  Poisson,  comme  nouvelles  variables,  à  la 
place  àe  q  \^  q'.^^  .  . . ,  q\j  les  quantités 

Ces  équations  étant  linéaires  par  rapport  k  q\^  . .  .^  q\  peuvent 
être  résolues  et  donnent,  pour  ces  quantités,  des  expressions 
linéaires  en />|,  ...,  /?a«  Voyons  ce  que  deviennent  les  équa- 
tions (i)  quand  on  fait  ce  changement  de  variables. 
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Laissons  la  variable  /  constante  et  donnons  aux  variables  if  tip 
des  accroissements  infiniment  petits,  arbitraires,  indépendants 
iq  et  S/7  ;  il  en  résulte  pour  les  q'  des  accroissements  S^'  définis 
par  les  relations  (2)  supposées  résolues  par  rapport  aux  q'. 

La  fonction  T,  qui  dépend  des  lettres  q  et  q'^  subit  alors  uoe 
variation 


dT  ^  VI  dT 


V 


ou,  Qn  vertu  des  équations  (2), 

dT  . 


^'^=^-dVJ'^'^^^'^^^' 


ce  qu'on  peut  écrire,  en  posant  K  =  Yipy^q^  — T, 

On  a  ainsi  une  première  expression  de  la  différentielle  totale 
8K.  Supposons,  d'autre  part,  K  exprimé  au  moyen  du  nouveau 
système  de  variables  ^v?  />v  Quand ,  t  restant  constant,  ces  va- 
riables subissent  des  variations  arbitraires  ^q^  et  S/^y,  on  a 

Cette  nouvelle  expression  de  3K  doit  être  identique  à  la  précé- 
dente, quels  que  soient  les  tq  et  les  S/?;  oh  a  donc 

Dans  ces  équations,  les  dérivées  partielles  de  T  sont  prises  en 
supposant  T  exprime  à  l'aide  des  q  et  des  q\  et  celles  de  K  en 
supposant  K  exprimé  à  Talde  des  q  et  des  p.  D'après  ces  rela- 
tions (3),  les  équations  (1)  de  Lagrange  prennent  la  forme 

Ces   équations   du    premier   ordre    détermineront   les    variables 
Pm P21  •  •  m/^a>  7<7  72,  .  . .,  7a  en  fonction  du  temps. 
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Dans  tout  ce  qui  suit  nous  supposerons  que  les  composantes 
suivant  les  axes  des  forces  appliquées,  autres  que  les  forces  de 
liaison,  soient  les  dérivées  partielles,  par  rapport  aux  coordon- 
nées, d^une  fonction  U  des  coordonnées  et  du  temps;  cette  con- 
dition sera  réalisée,  en  particulier,  si  les  forces  appliquées  dé- 
rivent d'une  fonction  de  forces,  mais  alors  U  ne  contiendra  que 
les  coordonnées  et  non  le  temps. 

Dans  cette  hypothèse,  comme  les  coordonnées  des  différents 
points  du  système  sont  des  fonctions  des  paramètres  ^i, 
(Jiy  •••9  (Jk  et  peut-être  du  temps,  U  est  une  fonction  de  ^i, 
92}   •  •  M  9*9  ^  ^e  contenant  pas  les  lettres /7v)  de  sorte  que  les 


dérivées  partielles  -r—  sont  nulles;  on  a  de  plus  Qv  =  t—  Posons 

alors 

(5)  K— U  =  H, 

nous  aurons 

et  les  équations  (4)  deviennent 


dt         dpy,  dt  dq 


V 


Ce  sont  là  les  équations  canoniques  du  mouvement  données 
par  Hamilton  ;  elles  forment  un  système  de  'xk  équations  du  pre- 
mier ordre,  définissant  ^i,  ^a,  *  '  "t  qk^^ P\t  P2^  ..., /?A  en  fonc- 
tion du  temps  et  de  2/:  constantes  arbitraires. 

468.  Cas  particulier  où  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps. 
—  Si  les  liaisons  imposées  au  système  sont  indépendantes  du 
temps,  on  peut  toujours  choisir  comme  paramètres  ^1,  ^,,  . , .  ^q^ 
des  quantités  telles  que  les  expressions  des  coordonnées  des  diffé- 
rents points  du  système  en  fonction  de  ces  paramètres  ne  con- 
tiennent pas  explicitement  t.  Alors  T  est  une  fonction  homogène 
et  du  second  degré  des  9'  (n"444)  et,  d'après  le  théorème  des 
fonctions  homogènes,  on  a 
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car^v  est  égal  à  -r-r*  Dans  ce  cas  la  fonction  K  devient 

K  =  2/?vy;  — T  =  2T  — T  =  T, 

cl  Ton  a 

H  =  K-U=T-U. 

Dans  ce  cas,  les  calculs  qu'il  faut  faire  pour  passer  de  la  forme 
quadratique  T  exprimée  en  ^  ^  . . . ,  ^]^  à  la  forme  T  exprimée 
eny?!,  ...^p^  sont  identiques  à  ceux  que  Ton  fait  pour  passer 
d'une  forme  quadratique  à  la  forme  adjointe. 

469.  Cas  où  les  liaisons  étant  indépendantes  du  temps,  il  existe 
une  fonction  des  forces  ;  intégrale  des  forces  vives.  —  Aux  hypo- 
thèses faites  dans  le  numéro  précédent,  ajoutons  la  supposition 
(ju'il  existe  une  fonction  des  forces,  c'est-à-dire  que  U  dépende  des 
coordonnées  des  différents  points  et  non  du  temps.  Alors,  comme 
les  expressions  des  coordonnées  en  fonction  des  q  sont  supposées 
ne  pas  contenir  /,  U  devient  une  fonction  de  <jr«,  q^^  . . .,  ça,  ne 
contenant  pas  t.  Dans  ce  cas,  le  théorème  des  forces  vives  conduit 

à  l'intégrale 

T  — U  =  /?        ou        \\  =  h. 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  déduire  des  équations  canoniques.  En 
effet,  actuellement,  la  fonction  H  =  T  —  U  ne  contient  pas  expli- 
citement t)  elle  s'exprime  uniquement  à  l'aide  des  variables  q^  et 
/>v.  Pendant  le  mouvement,  ces  variables  q>,  et  /?v  sont  des  fonc- 
tions du  temps,  H  devient,  par  leur  intermédiaire,  une  fonction 
du  temps,  et  Ton  a 

(it   ~^\Jy^^    dt'  ~^  ôïhf  ~dr  )' 

V 

mais,  d'après  les  équations  canoniques,  chaque  terme  de  la  somme 
du  second  membre  est  nul.  Donc,  pendant  le  mouvement,  on  a 

dU  „      , 

— —  =  o,         11  =  h. 
dt 


Remarque.  —  Si  H  contenait  explicitement  /,  on  aurait 

2 


d\\  __^  (ô}\_  dq^        0\\    dpy\         dU 
dt    *~^\(>r/v    dt    "^  Op'^    dt  I  "^   Ot 

V 
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la  somme  élanl  nulle  en  vertu  des  équations  canoniques;  on  trou- 
verait 

dt    "~  dt  ' 

AlO.  La  transformation  de  Poisson-Hamilton  est  toujours  possible.  — 
La  transformation  repose  sur  la  résolution  des  équations  (7.)  linéaires  en 
q\y  ^',,  ...,  q'j^.  On  montre,  comme  dans  le  n°  294,  que  le  déterminant 
des  coefGcients  des  inconnues  q[,  ne  peut  pas  être  nul. 

U.  -  THÈORÈBfE  DE  JACOBI  ET  APPLICATIONS. 

471.  Théorème  de  Jacobi.  —  Le  théorème  de  Jacobi  s'applique 
à  des  équations  de  la  forme  canonique  dans  lesquelles  H  est  une 
fonction  quelconque  des  variables  q^^  p^  cl  t.  Nous  écrirons  cette 
fonction 

^HpiiPii  ' ' '}Pk\ qii qtj  •  •  .> qk) 0? 

en  mettant  les  variables  en  évidence.  Le  théorème  repose  sur 
cette  remarque  que  les  équations  canoniques  sont  les  équations 
des  caractéristiques  d'une  certaine  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  :  il  ramène  l'intégration  des  équations 
canoniques  à  la  recherche  d'une  intégrale  complète  de  cette  équa- 
tion. Voici  comment  on  peut  énoncer  le  théorème  : 

Soit  ^équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

qui  définit  \  en  fonction  des  variables  </< ,  72 , . . . ,  y^j  ^  regardées 
comme  indépendantes.  Si  l'on  connaît  une  intégrale  complète 

(C)  V(^i,<7i,  ...,<7^,  /;ai,aj,  ...,aA)H-  const. 

de  cette  équation  avec  k  constantes  arbitraires  ai,  «a,  . . .,  au 
dont  aucune  nest  une  constante  additive,  les  équations  finies 
du  mouvement,  c^est-à-dire  les  intégrales  générales  des  équa- 
tions canoniques  sont 


avec  aÀ  constantes  arbitraires  «i,  a^?  . . .,  a^'y  6|,  b^y  . . .,  ^a- 
lî.  26 
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Nous  avons,  dans  le  n*'  297,  démontré  ce  théorème  dansThypo- 
thèse  que  le  nombre  des  variables  q  est  3,  (A:  =  3).  La  même  dé- 
monstration s'applique  identiquement  au  cas  général  où  A*  est  un 
entier  quelconque.  Il  est  inutile  de  revenir  sur  celte  démonstra- 
tion. Le  théorème  général  doit  donc  être  regardé  comme  dé- 
montré :  les  équations  (Ji)  donnent  q^,  q^j  ...,9a  en  fonction 
du  temps  et  des  ik  constantes  a^,  et  &vl  ces  expressions  définis- 
sent le  mouvement  du  système;  les  équations  (Jj)  donnent  ensuite 
les  variables  auxiliaires />v. 

472.  Cas  particulier  où  t  ne  figure  pas  dans  les  coefficients  de 
l'équation  de  Jacobi.  —  Lorsque  t  ne  figure  pas  dans  les  coeffi- 
cients de  Téqualion  (J),  on  peut  vérifier  cette  équation  par  une 

fonction  de  la  forme 

V  =  -  ht  -t-  W, 

h  désignant  une  constante,  et  W  une  fonction  de  y<,  q^^  .».<,  qk 
indépendante  de  t.  En  substituant  cette  expression  de  V  dans 
Péquation  (J),  on  a,  pour  déterminer  W,  Téquation 

11  suffira  de  trouver  une  intégrale  complète  de  cette  équation  (J') 
^^  (7ij  72,  •  •  •>  Çk'i  <Uj  «2'  •  •  -,  «A-i>  /O  -^  const., 

contenant,  outre  A,  (k  —  i)  constantes  «<,  «>>  -  - ->  <^k^i  donl 
aucune  n'est  additivc.  On  aura  alors,  en  prenant 

V  =  —  ht  H-  W(7i,72,  . ..,  ^a;  «1,  «2,  ..-,  ci/J-x.h), 

une  intégrale  complclc  de  Téquation  de  Jacobi  avec  les  k  con- 
stantes ^/|,  ^oy  •••>  (ik-\'i  ^,  dont  la  dernière  remplace  ak^  Les 
équations  finies  du  mouvement  (J|)  et  (Jo)  deviennent  alors,  en 
désignant  la  constante  bh  par  —  <(,, 

Les  {k —  i)  premières  équations  (J',  )  ne  contenant  pas  /  défi- 


s 
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nissenl  la  suite  des  configuratioas  géométriques  par  lesquelles 
passe  le  système  pendant  le  mouvement  :  la  dernière  équation  (  J'^  ) 
donne  le  temps  t  que  met  le  système  à  atteindre  une  de  ces  confi- 
gurations. 

Le  cas  que  nous  venons  de  traiter  se  présente  en  particulier 
quand,  les  liaisons  étant  indépendantes  du  temps,  les  expressions 
des  coordonnées  des  points  du  système  en  fonction  des  ^v  ne 
contiennent  pas  /,  et  quand  les  forces  dérivent  d'une  fonction  de 
forces  U(^<,  ^2î  •  •  •?  ^k)'  Alors  H=:T  —  U  ne  contient  pas  /expli- 
citement. Dans  ce  cas,  la  constante  h  est  la  constante  des  forces 

vives,  car  l'équation  (P),  dans  laquelle  on  remplace  -^ —  par/?v>  de- 
vient 

H(/>i,i>î,  '",Pk\q\^qt,  '",gk)  =  h        ou        T— u  =  h: 
c'est  l'intégrale  des  forces  vives. 

Remarque .  —  Le  procédé  que  nous  venons  d'employer  pour 
simplifier  la  recherche  d^une  intégrale  complète,  quand  t  ne  figure 
pas  dans  les  coefficients  de  l'équation  de  Jacobi,  s'applique  de 
même  au  cas  où  toute  autre  variable,  q^  par  exemple,  ne  figurerait 
pas  dans  cette  équation.  On  essayerait  alors  de  vérifier  l'équation 
en  posant 

o  ne  dépendant  plus  de  qt  et  at  désignant  une  constante,  et  l'on 
serait  ramené  à  trouver  une  intégrale  complète  d'une  équation 
avec  une  variable  indépendante  de  moins. 

473.  Application  au  mouvement  de  la  toupie  sur  un  plan  horizontal. 
—  Ce  problème  a  été  traité  directement  n"  415  comme  exemple  du  mou- 
vement d'un  corps  homogène  pesant  de  révolution,  glissant  sur  un  plan 
horizontal.  En  adoptant  les  notations  des  n'**  414  et  415,  nous  voyons  que 
la  position  du  système  dépend  de  cinq  paramèlres  {,  t),  <p,  ^,  0  qui  jouent 
les  rôles  de  ^i,  ^j,  ya,  «74,  q^.  Le  Ç  du  centre  de  gravité  est  lié  à  0  par  la 
relation  Ç  =  /cos6.  Pour  abréger  l'écriture,  nous  supposerons  qu'on  ait 
pris  la  masse  de  la  toupie  pour  unité  (M  =  1).  La  demi-force  vive  est  alors 

T  =  l[{'«4-  7)'«-h  /«  sin«ee'«-f-  A (/>«-+-  <7«)  -h  Cr»], 

T  =  i[î'«H-  r;«+  (/*  sin»e  -4-  A)0'2-f-  \  sin'Oij.'» 4-  G((p'H-  ^'  cos^y]. 
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D'autre  part,  la  fonction  des  forces  est 

U  =  —  ^/cos6. 
Les  variables /?v  sont  définies  par  les  équations  /?v=  -r-y  qui  sont  ici 


/'3=S  =  C(cp'+6'cosO), 


(I) 


do' 
0^' 


p^=  —,r--  Asin«e^'-T-CcosO(<p'-+-i^'cose), 


/>5=  J=(/«sinîO-^A)e'. 

11  faut  résoudre  ces  équations  par  rapport  à  Ç',  r/,  0',  ç',  <J/'.  On  a  immé- 
diatement 

m  • 

^       ^  C  ^  Asin^O  /^sin*0-+-A 

En  portant  ces  valeurs  dans  T  et  remarquant  que,  T  étant  homogène  cr 
y'i)  f/'î»     "i  y's»  ^^  31  actuellement  H  =  T  —  U,  on  trouve 

If        «  r    *         .  P\  pI        (Pi  — /î.î  cosO)n  , 

•.>.  [^         ^^       /*sm*0-f-,A         C  A  Mu*0         J 

On  pourrait  alors  écrire  les  équations  canoniques 

,    ci;  _   m  dr,  _  OU 

dt  ~  Opi~    P''  Tli     "  ôfi       ^*' 


(3)  / 


(h        ')U         />3        (/>v  — /)3  t^osO) 

—  -    rrr —        —  — COS'j 

dt        Op.,         C  Asin^O  ' 


d'if        dll   _   />v  —  /^sCosO 


-  \ 


puis 


(//),             dll  _  dp.  _        r^H 

"7//  "         l>f  "  *''  ^'/Z    '    ~  J^  ■"  '*' 

r//>3             ()H  r/«v  t>H 

(  i  )                          <  — j—  — 7—  —  <).  —7—              , ,-  --  o, 

«  • 

dp:,     _  on 
dt~         on  ' 
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OÙ  nous  n'avons  pas  écrit  explicitement  la  dérivée  -r^-  Ces  équations  ca- 
noniques (3)  et  (4)  définissent  Ç,  r^  tp,  ^,  6,  ptt  Pty  pz,  p^j  fi  en  fonction 
de  /.  Le  premier  groupe  est  évidemment  identique  aux  équations  (i).  Le 
deuxième  groupe  donne  immédiatement  les  intégrales  premières 

/>3=  «3,  Pk~  «fc» 

d'où,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i)  ou  (3), 

(?'=«!,         ïj'=a2,         C(^'-hi^'cose)  =  a„ 
I  A  sin«ei^'-h  C  cos8((p'-r- f  cosô)  =  a4. 

Ces  quatre  intégrales  premières  sont  celles  que  nous  avons  trouvées  di- 
rectement (n°4ii)  par  l'application  des  théorèmes  généraux.  Les  deux 
premières  expriment  que  la  projection  horizontale  du  centre  de  gravité  est 
animée  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme;  la  troisième  que  la  compo- 
sante r  de  la  rotation  instantanée  est  constante;  la  dernière  que,  dans  le 
mouvement  autour  du  centre  de  gravité,  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  par  rapport  à  la  verticale  G^i  est  constante.  En  adjoi- 
gnant à  ces  intégrales  (5)  l'intégrale  des  forces  vives 

T  — U  =  A        ou         H  =  /?, 

on  obtient  toutes  les  équations  trouvées  directement. 

Appliquons  maintenant  le  théorème  de  Jacobi  :  nous  allons  retrouver 
les  mêmes  intégrales.  L'équation  aux  dérivées  partielles  est 

dV        I  [/àVy       /àVy  1  /d\y 

(^/  "^  2  LW;/    "^  \àrj   "^  /«sin«0-f-A  V<^0/ 
^  I   /c)V\»  I        /â\       d\        An  ,        . 

Gomme  elle  ne  contient  explicitement  dans  les  coefficients  aucune  des 
variables  t,  J,  tj,  ?p,  ^^  on  pourra  trouver  une  intégrale  de  la  forme 


\  =  —  ht  -{-  aii  -h  atT^  -h  a^t^  -h  a^^  -h  F (Q), 
où   A,  ai,  as,  a3,  a^,  sont  des  constantes  et  F(0)  une  fonction  de  0  seul. 


En  substituant  cette  valeur  de  V  dans  (6),  et  remarquant  que  -rx  est  égal 


à  F'(6),  on  a,  pour  déterminer  F'(0),  l'équation 


F»(e)  =  (/t  sin«6  -h  A )  [2  A  —  2^/  cosÔ  -^al  —  al 
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On  a  donc,  en  intégrant, 

F(0)=   rv^/»sin*e-hA  y/ërfe, 
où  Ton  a  posé,  pour  abréger, 

e  =  2 A  —  2^/cos6  —  a\  —  al pf  —  .     .  -^  (a^  —  ajccsO)*. 

*  C        A  sin*8 

On  a  ainsi  l'intégrale  complète 

V  =— A^H- aiÇ -4-ajTi-4-aa<p -i-a^ij^-h   /  //*  sin*6  -h  A  /e  rf6, 

avec  cinq  constantes   A,  ai,  a^,  as,  a^  dont  aucune  n*est  additive.  Les 
équations  du  mouvement  sous  forme  finie  sont  alors 

d\        ,  dy 

5^  =  ^»^»         5Â=-'^         (ix  =  i, 2,3,4). 

On  a  donc,  puisque  6  dépend  de  A,  ai,  aj,  as,  04,  en  differentiant  sous 
le  signe  /, 

,  /"//«sin^Q-f-A^^       .  /"v^/isinieH-A    „        , 

///isinîO-hA  fa,  cosO    ^  .1    ..        . 

"Té .vihïî^ ''"*  =  *- 

v//îsin2  0-+- A 


/ 


y/ë 


ciO  =  t  —  /o- 


Les  quatre  premières  équations  définissent  la  suite  des  positions  de  la 
toupie;  la  dernière  donne  le  temps.  En  remplaçant  la  dernière  intégrale 
par  /  —  ti)  dans  les  deux  premières  équations,  on  les  met  sous  la  forme 

^  —  lJ^  =  al(t—  to),         r,—bi=ai(t—to\ 

On  retrouve  ainsi  ce  résultat  que  la  projection  horizontale  du  centre  de 
gravité  se  meut  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme. 

Enfin,  si  l'on  veut  les  expressions  sous  forme  finie  des  variables  />i,  /?j,/?3. 

/?4,/?5,  il  faut  écrire /)v=  ^5 — ;  ce  qui  donne 

Pi=CL\t  /?2=«î»  />3=«3»  />*=«4» 

Pi  =  //«sin»0-hA  v/ë 
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474.  Exemple  dans  lequel  les  liaisons  dépendent  du  temps.  —  Appli- 
quons cette  méthode  au  problème  du  n°  460  : 

Mouvement  d'une  barre  homogène  pesante  mobile  sans  frottement 
dans  un  plan  qui  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  to,  au- 
tour d'une  verticale  fixe  du  plan, 

La  position  du  système  dépend  des  trois  paramètres^,  r^,  6  qui  joueront 
le  rôle  de  ^1,  ^i,  ^3* 

Supposons  la  masse  M  prise  pour  unité;  on  a,  comme  nous  Tavons 
trouvé,  les  expressions  suivantes  de  la  demi-force  vive  absolue  et  de  la 
fonction  des  forces 

T  =  i ({'î-H  Tj'4-h  X:îe'«-+-  a>«  k^  cos>e  -t-  w«Ç«), 
Il  faut  poser 


dT  dT  dl 

ce  qui  donne 


i>i=5j7>         ^«=5^'         ^"3=50'' 


équations  qui  sont  immédiatement  résolues  par  rapport  à  {',  tj',  0'.  On  doit 

faire  ensuite 

K=/>i5'H-/?iV-t-/>3e'— T, 

ce  qui  donne,  en  remplaçant  ?',  r/,  0'  par  leurs  valeurs  et  réduisant, 

K  =  Up\-^p\ -^  t|  —  wU-«  cos«0  —  to»?»^  . 

Enûn  la  fonction  H  =  K  —  U  a  pour  expression 

H  =  ^  ^/?î  -h  l?|  -4-  ||  -  w»  k^  cos«6  -  a>» \'^\  —  gti. 

Les  équations  canoniques  seraient  alors  aisées  à  écrire;  on  vérifîera 
qu'elles  sont  identiques  à  celles  du  n°  460. 

Appliquons  la  méthode  de  Jacobi.  L'équation  aux  dérivées  partielles  est 

En  récrivant 

+[îi(S)'-"'*'H-''' 
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on  aperçoit  une  intégrale  première  de  la  forme 

V  =  - /i^ -+- F,(0 -4- F,(yi) -+- F,(0), 

les  fonctions  Fi,   F2,   F3  des  variables  ^,    T^y    0  vérifiant    identiquement 
réquation 

-2A-+-[F;*(0~co«$»]  +  [F;«(r,)--2^7î] 

-^  [TiFin®)  — wU-«cos«o|  =0. 

Comme,  dans  Téquation  au\  dérivées  partielles,  les  variables^,  'vj,  Osent 
regardées  comme  indépendantes,  cette  relation  ne  peut  avoir  lieu  que  si 
chacune  des  quantités  entre  crochets  est  séparément  constante.  II  faudra 
<lonc  prendre 

(1*011,  en  substituant. 

'-F3«{6)  — wU«cos50  =  2/<  — o.ai  — aaj. 

A 

Ces  équations  donnent  Fi,  Fj,  F3  par  des  quadratures  et  Ton  a  Tintégrale 
complète 


k   j  y\o'^  A-  cos* 0  H-  -2  /i  —  2 Ut  —  >. cii  c/0, 


avec  les  trois  constantes  ^,.  r/.>,  //  dont  aucune   n'est  additivc.    Les  équa- 
tions du  mouvement  sous  forme  finie  sont  alors 

—  =  Oi.         —  o^ 

Oeil  OUi 

el 

0\  _ 

(  0  (|ui  donne,  en  désignant  par  6  la  quantité 

tO^Aî  COS^O  -^  2/i  —  IHi 2<T2, 

/:  .     /V/0 


dr,  ,    r  do 


,    r  do 


X 
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Ces  équations  donnent  ^,  t),  6  en  fonction  de  t  et  de  six  constantes  ai, 
^î*  h,  bif  bff  to.  On  peut  écrire  les  deux  premières,  en  tenant  compte  de 
la  troisième, 

f-i—r^' =  =^  — /oH-^i,  f-7^—^ — -^  =t-.to-hbi, 

d'où  Ton  tire  pour  {  et  t]  des  expressions  identiques  à  celles  que  nous  avons 
trouvées  (n*  460). 

Les  valeurs  de pij  ptt  Pi  sont  enfin 


475.  Théorème  de  Liouville.  —  Liouville  a  indiqué  un  cas  très  étendu 
où  les  équations  du  mouvement  s'intègrent  par  des  quadratures.  Considé- 
rons un  système  sans  frottement  dont  les  liaisons  sont  indépendantes  du 
temps  et  dont  la  force  vive  s'exprime  en  fonction  des  paramètres  ^i,  ^t, 
. . .,  qic  sous  la  forme 

9.T  =  (  A,-+-  A,-f-.  .  .-4-  Aa.)(  B,  q\^  -4-  Bî^;*H-. .  .H-  Ba^'^»), 

où  Al  et  Bt  sont  des  fonctions  du  seul  paramètre  ^i,  Aj  et  Bj  du  seul  pa- 
ramètre ^j,  et  ainsi  de  suite.  Le  mouvement  de  ce  système  peut  se  calcu- 
ler par  quadratures  quand  aucune  force  n'agit  sur  lui,  ou  plus  générale- 
ment quand  les  forces  actives  qui  s'exercent  sur  lui  dérivent  d'une  fonction 
de  forces  U(yi,  yj,  ....  qk)  de  la  forme 

yj  =  _ ^ _  , 

A 1  -r-  A  2  -r-  .  .  .  -h  A  x- 

U|  dépendant  de  q\  seul,  ...,  Uy  de  ^v  seul.  Un  cas  très  particulier  de  ce 
théorème  a  été  indiqué  dans  le  premier  Chapitre  de  ce  Volume  (n*305). 

La  méthode  de  Jacobi  donne  immédiatement  le  mouvement  cherché.  Les 
variables />v  sont  actuellement  définies  par 

w 
/>v~  T-T  —  (At-H  Aj-f-. . .-+- Ajt)Bv^!,. 

Tirant  de  là  q',^  pour  le  porter  dans  T  et  remarquant  que  H  =  T —  L), 
car  T  est  homogène  par  rapport  aux  q'y  on  a 

A,-hA,-f-...-eA;tL2\l^i         B,       •••       Ba-/ 

--(Ui-+-  Uj-+-...--Ua)1. 
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L'équation  au\  dérivées  partielles  de  Jacobi  devient  donc,  en  y  faisant 


V  =  — /if-4-W, 


-A-t- 


Ai-+-  Aj-I-.  . .-+- A;t 

V 


2[à(S)'-".]=»- 


Elle  admet  une  intégrale  complète  de  la  forme 

(7)  W  =  V,-t- ¥,  +  ... +V*, 

OÙ  V|  dépend  uniquement  de  qi,  Vj  de  ^j,  . . .,  \k  de  Çk*  En  effet,  sub- 
stituons cette  valeur  de  W  et  chassons  le  dénominateur,  nous  aurons  une 
équation  qu'on  peut  écrire 

U(g)-'".--.]*[i(g)'— .--.]-• 

-fr.(S)'-'"'-H  =  °- 

La  première  parenthèse  dépend  uniquement  de  71,  la  deuxième  de 
^2,  . ..,  etc.  Gomme,  dans  l'équation  aux  dérivées  partielles,  ces  variables 
sont  indépendantes,  la  dernière  équation  ne  peut  être  satisfaite  que  si 
chaque  parenthèse  est  séparément  constante.  On  doit  donc  avoir 

jr-  l  ~^  )  —  a/iAv—  2Uv=  îtûTv  (v  =  I,  2,  . . .,  A), 

les  lettres  aj,  a^.  ...,  ak  désignant  des  constantes  dont  la  somme  est 
nulle  :  k  —  i  de  ces  constantes  ^|,  «j,  ..  .,  ^a-i  sont  donc  arbitraires  et 
l'on  a 

On  a  alors,  en  intégrant, 


Vv  =  I  v/l^v  y/'-îAAv-h  aUv-h  a^v  dq^. 


En  remplaçant  dans  l'expression  (7)  Vi,  Vj,  ...,  Va-  par  ces  valeurs, 
on  obtient  une  intégrale  complète  avec  k  constantes  arbitraires  ai, 
rtj,  .  ..1  «Ar-i»  h.  Les  équations  finies  du  mouvement  sont  alors 

d\\       ,  d\Y  ,  ,         , 
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c'est-à-dire  en  effectuant  les  dérivations  et  se  rappelant  fa  relation  (8) 


/•^ 


dq^ 


dqk 


=   ^IJLJ 


2/*^  73 


Av-r-  2UvH-  aav 


=  f  —  /o. 


v=x 


Le  problème  est  ainsi  résolu  par  quadratures. 

476.  Théorème  de  Staeckel.  --  M.  Staeckel  a  indiqué  dans  les  Comptes 
rendus  (1893)  une  généralisation  du  théorème  de  Liouville.  Cette  géné- 
ralisation s'applique  à  un  système  dépendant  de  k  paramètres  :  pour  ne 
pas  compliquer  les  notations,  nous  l'exposerons  dans  le  cas  de  trois 
paramétres. 

Soit  A  le  déterminant 


A  = 


?l(<7l)       ?î(^î)       ?3(^3) 

^i{q\)   ^t{q^)   '^^i<iz) 

Xi(^i)    X«(<7î)     XaC^a) 


et  4>i,  4>s,  <l>)  les  mineurs  de  A  par  rapport  aux.  éléments  cpi,  ^2,  93  de  la 
première  ligne,  V^,  . . .,  Xj,  ...  les  mineurs  relatifs  à  t}'!,  •  •  •>  Xi'  •  •  •* 

Supposons  que  la  force  vive  2  T  d'un  système  et  la  fonction  de  forces  U 
soient  de  la  forme  (*)  suivante 

(A)        2T  =  A/^^-4-21+^^,        u  ^/l(yi)^t+/»(^0<l>«-4-/3(^3)<r>3 

\4>i        *,        4>3/'  A 

La  méthode  de  Jacobi  va  permettre  de  déterminer  le  mouvement  par 
quadratures. 

Nous  avons,  en  effet,  ici 

Écrivons  l'équation  de  Jacobi,  puis  faisons-y  V  =  — A^-hW;  l'équa- 
tion (J')  en  W  s'écrit 

<^')         O'*^-^  (S'**"^  (^)'*3  =  .(/t*.-^/,<ï>,-^/3<ï>3-^AA). 

Cherchons  s'il  existe  une  intégrale  complète  de  la  forme 

W  =  V,C5r,)^.V,(^,)-|-V3(y3). 


(')  Voir  GouRSAT,  Comptes  rendus,  iSgS. 
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Si  nous  observons  qu'on  a 
oi*,4-ç,<l»i-f-çj*3=HA,    <Vi*i-+-4/j*,-f-<j/3*3~o,     Xi*i-^Xï*«"+"X»*»=®' 
on  voit  qu'en  prenant 


dVtV 
ciq. 


-)   =2(/i-4-/i^,-f-a,4^,-ha,Xi)  =  ^t(7i)» 


dq: 


j     =2(/8-+-  A?3-^«l'}'3H-aîX«)  =  ^^3(^3)i 


réquation  (J')  est  vérifiée  identiquement  :  A,  ai,  a^  désignent  des  con- 
stantes arbitraires. 

Le  mouvement  est  alors  défini  par  les  égalités 

Le  théorème  précédent  renferme  le  théorème  de  Liouville  comme  cas 
particulier.  Car  si  T  et  U  sont  tic  la  forme  qu'exige  le  théorème  de  Liou- 
ville, on  voit  aussitôt  qu'on  peut  toujours  les  mettre  sous  la  forme  (A). 

On  trouvera  une  généralisation  de  ce  théorème  dans  une  deuxième 
Note  de  M.  Stacckd  (Comptes  rendus,  7  octobre  iSgS). 

^177.  Application  de  la  transformation  de  Legendre  à  l'équation  de 
Jacobi.  —  Dans  la  théorie  précédente  on  fait  jouer  aux  q  et  aux  p  des 
rôles  différents;  mais  il  est  clair  que  dans  le  système  canonique 

dqy        oU             d/)y            OU 
(i)  -]-=-—,  -,-  — ; —  (v  —  r,  2,  . . .,  A); 

les  variables/?,  q  jouent  un  rôle  symétrique,  puisqu'il  suffit  de  changer  H 
en  —  H  pour  substituer  les  p  aux  q  et  réciproquement.  D'après  cela,  il 
est  loisible  de  substituer  à  l'équation  de  Jacobi 

la  suivante 

â\\       ,,  /  c^W  0\\      \ 

(3)  --  _n(^/,„.. .,/>,,  — ,...,^^-^,/j=o. 
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Si  l'on  connaît  une  intégrale  complète  W(^,je>i,  . . .,  pu,  ai  y  . . .,  aj^)  de 
cette  dernière  équation,  on  posera 

5^=*^'         •••'         à^u  =  ^''        ^^=^        (v  =  i, ...... A-;, 

et  ces  égalités  définiront  les  intégrales  générales  de  (i). 

Il  est  bien  facile  d'ailleurs  de  passer  de  l'équation  (i)  à  l'équation  (3),  eu 
substituant  aux  variables  ^  et  à  la  fonction  V  les  nouvelles  variables  p  et 
la  nouvelle  fonction  W  liées  aux  premières  par  les  égalités 


dqy 

(4)  {  v=A 


/>v  =  -^ — > 


d\ 


I 

En  répétant  le  calcul  à  l'aide  duquel  nous  avons  ramené  les  équations  de 
Lagrange  à  la  forme  canonique,  on  voit  que  ces  formules  entraînent  les 
suivantes  : 


(5) 


Op^ 

v  =  * 
v-i 

-W, 

dy        à\y 

ôl              dt 

Le  changement  de  variables  (4)  transforme  donc  Tcquation  (a)  en  l'é- 
quation (3).  A  une  intégrale  complète  V(/,  qi,  . . .,  qk^  «i,  •  • .,  o<k)  de  (a) 
correspond  une  intégrale  complète  W(t,piy  ...,/>jt;ai,  ...,  ajt)  de  (3), 

et  Ton  a  les  relations 

àV  __  ^V 

à\  à\ 

Les  équations -r —  =  b^j  Pv=  -. —  »  (v  ~  i,  g».,  . . .,  /c)  entraînent  donc  bien 

oa^  oqy^ 

les  équations 

La  transformation  (4)  est  appelée  transformation  de  Legendre.  C'est 
la  plus  simple  des  transformations  de  contact,  dont  on  trouvera  la  théorio 
dans  l'Ouvrage  de  M.  Goursat  :  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
(Chap.  XI). 
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HL  -  THÈOBÈMK  DE  POISSOH . 

478.  Oénénlités  sur  les  équations  diiférentiélles.  —  Considé- 
rons les  équations  diflerentielles  du  mouvement  sous  la  forme 
canonique 

dg-,        dlî  dp^  ^H  ,  , 

dl        ap',  dt  oq-,  ' 

L^intégration  de  ces  équations  donne  les  quantités  Çt,  q^.  ..., 
t]k*  p%^  Pt Pk  en  fonction  de  /  et  de  2  A*  constantes  arbi- 
traires. On  appelle  intégrale  première  des  équations  différen- 
tielles du  mouvement  toute  relation  de  la  forme 

/«  ^Ir  ^i ^k^Px^fu />i.  /»  =  C, 

qui  est  vérifiée  par  un  svstème  quelconque  de  fonctions  q^tip^. 
satisfaisant  aux  équations  (i).   En  d'autres   termes,   le  premier 

membre  A<7i,  72?  •  •  •?  7a,  />i>  /?2?  •  •  •»  Pk*  ')  de  Tintégraie  pre- 
mière est  une  fonction  des  7V7  des/^v  et  de  /,  qui  reste  constante 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  et  cela  quelles  que  soient 
les  condilions  initiales.  II  est  évident  que.  si  f  =  C  est  une  inlé- 
légrale,  il  en  est  de  même  de  F  (y*;  =  C,  F  étant  une  fonction  de/ 
Deux  intégrales  premières 

J\  *  ^/i'  g* Çk^ Pi^  Pîi Pk:  t )  =  Cl.       fi  =  Cl 

sont  dites  distinctrs  si  Tune  des  fonctions,  f.2  par  exemple,  n'esl 
pas  une  fonction  de  l'autre,  c'est-à-dire  s'il  n'existe  pas  une  rela- 
tion de  la  l'orme 

En  général,  n  intégrales  premières 

sont  distinctes  si  aucune  des  fonctions,  /^  par  exemple,  ne  peut 
s'exprimer  en  fonction  des  autres,  sous  la  forme 
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II  est  évident  que,  si  l'on  connaît  n  intégrales  premières,  telles 
que  (a),  la  relation 

est  encore  une  intégrale  première;  mais  elle  n'est  pas  distincte 
des  intégrales  (2). 

Lorsqu'on  connaît  a  A*  intégrales  premières  distinctes 

le  système  (i)  est  intégré,  car  ces  a  A"  équations  simultanées  défi- 
nissent q^ ,  ^2?  •  •  •  »  9a>  /?! î P2>  >  '  •y  ph  ^^  fonction  de  t  et  de  2 A 
constantes  arbitraires.  Les  équations  (i)  sont  intégrées. 

Intégrales  quelconques,  —  On  dit  en  général  qu'une  relation 
de  la  forme 

est  une  intégrale  des  équations  (1)  si  elle  est  vérifiée  identique- 
ment quand  on  y  remplace  les  q^  et  les/?v  par  iJ»e  solution  quel- 
conque de  système  (i)  et  les  constantes  C|,  C2,  . . .,  Cm  par  des 
valeurs  constantes  convenablement  choisies. 

Quand  une  intégrale  ne  contient  qu'une  constante  C|,  on  peut 
la  résoudre  par  rapport  à  cette  constante  et  l'écrire 

f\{<lU  Çly"'J  qk,P\,Pt,  '  .  .,/>A-,  t)  =Cx\ 

c'est  donc  une  intégrale  première. 

479.   Conditions  pour  que  /  =  C  soit  une  intégrale  première  ; 
parenthèses  de  Poisson.  —  Soit 

une  intégrale  première  des  équations  canoniques  du  mouve- 
ment (1).  La  fonction  /restant  constante,  par  hypothèse,  quand 
on  y  remplace  les  q^,  et  les  /?v  par  des  solutions  quelconques  des 
équations  (i),  la  dérivée  totale  de /par  rapport  à  t  doit  être  nulle: 

àf  dqx         df    dqi  ùf    dqk    ,     àf   dp^ 


dq\     dt         Oqt    dt         '    '        dqk    dt         Opi    dt 
.     àf  dp,       df  _ 
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OU,  en  remplaçant -^  et -^  par  leurs  valeurs  (i)  et  écrivant  les 
termes  dans  un  autre  ordre. 


àf   d\\        àf  c)H        ùf  dH        df   à\\ 


(4) 


àq\  àpx        dpi  dçi       àçi  dp^        dpx  dq^ 


df    m  àf    d\\         àf  _ 


àfjk  àpk        àpk  dqk        àt 


Cette  condition,  devant  être  satisfaisante  par  toute  solution  des 
équations  (i),  doit  être  satisfaite  identiquement,  quels  que  soient 
Çii  Çii  . . . ,  qki  Pi ,  P21  •  •  •  >  Pk^  t  ;  en  effet,  cette  condition,  devant 
être  satisfaite  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  doit  Tétreà 
un  instant  quelconque  (q,  regardé  comme  instant  initial,  et  l'on 
sait  qu'à  cet  instant  on  peut  donner  à  q^,  ^3,  .  . . ,  q^,  />i,  Pi,  . .  ., 
Ph  des  valeurs  initiales  arbitraires;  la  condition  doit  donc  être 
satisfaite  quand  on  donne  à  toutes  les  variables  qui  y  figurent  des 
valeurs  arbitraires;  elle  est  identiquement  satisfaite. 

Parenthèses  de  Poisson,  —  Soient  cp  et  ^  deux  fonctions  quel- 
conques de  (7< ,  ^2,  .  .  . ,  qf(j  p\^  P'2'>  .  .  . ,  />A  et  /,  nous  emploierons 
la  notation  (cp,  d>)  pour  désigner  l'expression  suivante  : 

Oo     dà  do    dà  àv     d'If  Ocf     â'I 

^' ^  d(/i   âpi        Opi   Oijy        Oqi  Opi        Opi  Oqi 

ôo     O'b  Oo     O'b 

"^  àq/c  df)f,         Opf,  Oqu^ 

appelée  parenthèse  de  Poisson, 

D'après  cette  notation,  la  condition  pour  que  /  =  C  soit  une 
intégrale  première  s'écrit 

Voici  quelques  propriétés  de  ces  parenthèses  qui  nous  seront 
utiles  plus  loin. 

Si  l'une  des  fonctions  o  ou  ^  est  constante,  la  parenthèse  (©,^) 
ost  nulle;  si  l'on  permute  cp  et  <|»  ou  si  Ton  change  une  des  fonc- 
tions '^  ou  à  de  signe,  la  parenthèse  change  de  signe. 


CHAPITRE  XXV.  —  ÉQUATIONS  CANONIQUES.         4l7 

Les  fonctions  o  et  ^j^  peuvent  contenir  explicitement  la  lettre  /; 
en  prenant  la  dérivée  partielle  de  (cp,  ^)  par  rapport  à  t,  on  trouve 
une  expression  qu'on  peut  écrire 


-J(;p,^)_/d»     ,\    ,    /      d^\ 


*2 

c'est-à-dire 


480.  Identité  de  Poisson.  —  Entre  les  parenthèses  de  trois 
fonctions  associées  deux  à  deux  a  lieu  une  identité  remarquable 
qui  nous  conduira  immédiatement  au  théorème  de  Poisson.  Pour 
établir  cette  identité,  nous  ferons  d'abord  la  remarque  suivante  : 

Soit /une  fonction  de  ^i,  q^^  . .  -,  yAj/>n/>2j  •  •  •?  Pkt  pouvant 
d'ailleurs  contenir  t^  et  A,,  A2,  .  .  . ,  K^k  des  fonctions  des  mêmes 
variables;  posons 

,,,  )        ■'  àq^  àq^  àqk  **'  d/>, 

^  àf  ^        àf 

A(/)  signifiant  qu'on  effectue  sur  /  l'opération  exprimée  par  le 
second  membre;  puis,  en  appelant  B|,  B2,  . . .,  Ba^  d'autres  fonc- 
tions des  mêmes  variables,  posons  de  même 

(6)        B(/)  =  Bi  ^  -f- . . .  -+-  B.V  ^  4-  Ba-^,  i/^  -^ . . . 4-  B,a  -f^ . 

àqi  dqk  àpi  dp/, 

Considérons  ensuite  l'expression  A[B(/)],  obtenue  en  rempla- 
çant, dans  les  deux  membres  de  (5), /par  B(/),  et  l'expression 
B[A(/)],  obtenue  en  remplaçant,  dans  les  deux  membres  de  (6), 
/par  A(/),  la  différence  A[B(/)]  —  B[A(/)]  ne  contient  pas 
de  dérivées  secondes  de  f.  C'est  ce  qu'on  vérifie  immédiatement. 

Par  exemple,  dans  A[B(/)],  les  coefficients  de  y-=^  et  - — —  sont 

respectivement  A|  B,  et  A1B2 -h  AaB^  ;  dans  B[A(/)],  les  coeffi- 
II.  27 
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cients  de  ^-^  el  ,  j^  sont  les  mêmes  ;  ces  dérivées  disparaissent 
donc  quand  on  fait  la  différence.  II  en  est  de  même  pour  toutes 
les  autres  dérivées   secondes,   par   exemple   pour   j^,  - — j-, 

-^ — T— >  etc. 

Ceci  posé,  soient  y*,  o,  ^  trois  fonctions  quelconques  de  q^ 
</a,  . . .,  r/A,/?i,/?27  •  •  -j/^A,  t.  Formons  les  parenthèses 

où  Ton  permute  circulairement  les  lettres/,  o,  »}.  On  a  identi- 
quement 

(/»/i)-+-(?»?i)-^-(4'»'{'i)  =  o, 

c'ost-ù-dire 

C*osl  là  l'identité  indiquée  par  Poisson.  On  peut  la  vérifier  par 
un  calcul  direct  ;  on  abn^ge  le  calcul  par  la  remarque  suivante, 
que  nous  empruntons  à  M.  Goursat  {Leçons  sur  r intégration 
lies  équations  aux  liénWes  partielles  du  premier  ordre,  p.  182; 
i8i)i).  (nuKjne  terme  du  premier  membre  de  Tidenlilé  (7)  à 
dômoiUrer  osl  le  |>roduit  d'une  dérivée  du  second  ordre  par  deux 
déri\éos  du  premier  ordre  ;  il  suffit  doue  de  prouver  que  ce  prc- 
luitM'  uu'inbro  110  cou  lient  aucune  dérivée  du  second  ordre.  Nous 
allons  nioulror,  par  exemple,  qu'il  ne  contient  pas  de  dérivées 
soeorKlcs  do  /\  c'est-à-dire  que  tous  les  termes  renfermant  des 
déris  éos  du  deuxième  ordre  de  y  disparaissent.  Les  termes  ren- 
iVruuuil  dos  dcrivcos  secondes  de  y  proviennent  tous  de 

< 'est- à- (lire 

(]ui  peut  encore  s'écrire 

Nous  pouvons  alors  poser 
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puisque  ces  deux  expressions  sont  linéaires  par  rapport  aux  déri- 
vées de/;  l'expression  précédente  (8)  s'écrit  avec  celte  notation 

A[B(/)]-B[A(/;]; 

elle  ne   contient  donc  pas,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus 
haut,  de  dérivées  secondes  de/. 

L'identité  de  Poisson  étant  ainsi  établie,  on  en  conclut  facile- 
ment le  théorème  découvert  par  Poisson,  dont  Jacobi  a  fait  res- 
sortir toute  l'importance. 

481 .  Théorème  de  Poisson.  —  Si 

^{qu ^î>  '",qA'ypiyP27  ...,/>A-,  0  =  ^ 

sont  deux  intégrales  premières  des  équations  du  mouvement, 

(o,^)=.c 

en  est  une  troisième.  Puisque  (f  =  a  eià  =  b  sont  des  intégrales 
premières,  on  a  identiquement 

(9)  (Q,II)-i-g=o,        (4.,H)4.g=o. 

Il  faut  montrer  qu'alors  (y,  ^j^)  =  c  est  encore  une  intégrale, 
c'est-à-dire  que  les  deux  identités  (g)  entraînent  la  suivante  : 

En  effet,  d'après  l'identité  de  Poisson  appliquée  aux  trois  fonc- 
tions H,  ç,  ^}/,  on  a 

(H,  (cp,  ^))  -H  (?,  (•>,  H))  +  (.{;,  (H,  o))  EH  o, 

c'est-à-dire,  d'après  les  identités  admises  (9)  et  en  se  reportant 
aux  propriétés  des  parenthèses, 


ou  encore 


((o,^),II)+^Jl±^=o, 


qui  démontre  que  {o,  'ii)  =  c  est  une  intégrale. 
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11  semblerait,  d'après  cela,  qu'il  suffirait  de  connaître  deux 
intégrales  des  équations  du  mouvement  pour  pouvoir  achever  l'in- 
tégration, puisque  de  deux  intégrales  on  en  déduit  une  troisième  ; 
en  combinant  cette  nouvelle  intégrale  avec  une  des  premières,  on 
en  aurait  une  quatrième,  et  ainsi  de  suite.  Mais  il  peut  arriver 
que  (o,  '})  se  réduise  identiquement  à  une  constante  ou  à  une 
fonction  des  intégrales  déjà  obtenues.  Il  en  résulte  que,  dans  la 
pratique,  le  théorème,  sans  être  en  défaut,  n'a  pas  toute  l'impor- 
tance qu'on  pourrait  lui  attribuer  d'après  son  énoncé. 

482.  Cas  où  H  ne  contient  pas  /.  Remarque  sur  l'intégrale  des 
forces  vives.  —  Si  H  ne  contient  pas  ^,  ce  qui  a  lieu  en  particu- 
lier quand  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps  et  qu'il  y  a 
une  fonction  de  forces  U(</<,  ^27  •••î  Ç/t)t  les  équations  cano- 
niques admettent  l'intégrale  première 

qui,  dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  d'indiquer,  coïncide 
avec  l'intégrale  des  forces  vives.  Soit  alors 

une  deuxième  intégrale  première.  D'après  le  théorème  de  Poisson 

(10)  (II,  cp)  =  c 

est  encore  une  intégrale  première.  Mais  cp  =:z  a  clantune  intégrale, 
on  a  idenliquemenl 

l'intégrale  (10)  s'écrit  alors 

Oo 

-'-  —  c. 
ôt 

ytinsi  (juandW  ne  contient  pas  /,  si  cp  z—.  a  est  une  intégrale^ 
-^  zzz  c  en  est   une  deuxième  ;   de  me  me  — 1  =  c    en  est   une 

o(  Ot- 

(lutre,  clc. 

Dans  le  cas  où  '^  ne  contiendrait  pas  /,  on  aurait  idenliquemenl 

(o,  H)  — u. 
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Le  théorème  de  Poisson,  appliqué  à  l'intégrale  des  forces  vives 
H  =:  h  combinée  avec  une  autre  intégrale  cp  =  «,  /le  contenant 
pas  t  conduit  donc  à  une  simple  identité  (©,  H)  =£  o. 

Nous  renverrons  pour  plus  de  détails  aux  Leçons  de  Jacobi,  et 
à  rOuvrage  de  M.  Goursat  :  Sur  Vintégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles . 

Au  point  de  vue  de  la  Mécanique,  on  consultera  avec  fruit  un 
Mémoire  de  M.  Francesco  Siacci  (Reale  Accadeniia  dei  Lincei, 
1881-1882). 

483.  Exemple.  —  Prenons  un  exemple  tout  à  fait  élémentaire,  en  con- 
sidérant le  mouvement  d'un  point  libre  de  masse  i  attiré  par  l'origine  O 
proportionnellement  à  la  distance.  Alors,  x,  y,  z  désignant  les  coor- 
données rectangulaires  du  point,  on  a 

T=  I(^'î-f-y2-f-;ï'*),         U  =— ^(a:«-i-^«H-5î). 

Ces  coordonnées  étant  appelées  q%,  q%,  q^,  on  a 

H  =  T-U=  L(pl^pl^pl)+  ^  {q^^  +  ql  +  ql). 
Les  équations  du  mouvement  sous  forme  canonique  sont 

nr  ^^''     -dû  -^*'      dt  -^" 

dpx  ,  dp^  .  dpi  , 

I.  On  a  d'abord  deu\  intégrales  premières  en  appliquant  le  théorème 
des  aires  à  la  projection  du  mouvement  sur  deux  plans  coordonnés  :  ces 
intégrales  sont 

^«0  p^(ji\  —  qzP\=  Cl,      ptqz  —  qiPz=^cx, 

Appliquons  le  théorème  de  Poisson  :  en  appelant  o  et  4^  les  premiers 
membres  de  ces  deux  équations,  la  relation 

c  est-à-dire,  en  détaillant, 

()o    ^        do    d^         d^    d^         do    à^         do    â^         do    d'^    

àçi  àpi       dpi  dqt       dq^  âpt       dpi  dqt       àq^  Op^       Op^  Oq^ 


422  DEUXIÈME    PARTIE.   —    DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES. 

est  une  nouvelle  intégrale.  En  faisant  le  calcul,  on  a  immédiatement 

(i3)  Pxqt—qxPt^^c^'^ 

c*est  bien  une  nouvelle  intégrale  qui  exprime  que  le  théorème  des  aires 
s*applique  à  la  projection  du  mouvement  sur  le  troisième  plan  coordonné. 
En  continuant  à  appliquer  le  théorème  de  Poisson  à  cette  nouvelle  inté- 
grale combinée  avec  l'une  des  deux  précédentes,  on  retrouvera  Tautre. 
Ce  théorème  ne  donne  plus  d'intégrales  nouvelles. 

II.  Les  équations  du  mouvement  admettent  l'intégrale  première 

(M)  p\'^V-'^<l\  =  (^u 

facile  à  vérifîer.  Combinons-la  avec  une  des  intégrales  des  aires,  par 
exemple  avec  l'équation  (i3). 

En  égalant  à  une  constante  la  parenthèse  (12)  formée  avec  les  deux  pre- 
miers membres  de  ces  dernières  intégrales  (i3)  et  (i4))  on  a 

(i5)  />i/>i-4-  fA'<7i7î  =  ^i> 

intégrale  nouvelle.  Combinons-la  avec  l'intégrale  des  aires  (i3),  nous 
avons 

P\  -+-  l^'^i  -  (P\  -^  f^'^î  )  =  const., 

c'est-à-dire,  en  tenant  compte  de  (i4)j 

Celle  intégrale  n'est  pas  nouvelle;  elle  est  une  conséquence  des  précé- 
denles,  comme  le  n»onlre  l'idenlilé 

(/>î-f-|x2^f)(/?5H-|x2^i)=(y>,/?2-HfxÎ7i72)2-t-|xî(7,/)j-/?,«jrî)î. 

Les  équalions  (i3),  (14)  el  (1  3)  entraînenl  donc  l'intégrale  rtj. 

Les  cinq  inléj^rales  (11),  (i3),  (i4))  (^V)  étant  distinctes,  on  ne  peut 
pas,  en  égalant  à  des  constantes  les  parenthèses  de  Poisson  formées  avec 
ces  inléj^rales  associées  deux  à  deux,  obtenir  une  sixième  intégrale  dis- 
tincte. \i\\  elTet,  toutes  les  nouvelles  intégrales  ainsi  formées  sont  indé- 
pendantes de  /,  el  il  ne  peut  y  avoir  que  cinq  intèf^rales  distinctes  ne  con- 
tenant pas  /;  car,  s'il  en  existait  six,  elles  donneraient,  pour  les  six 
variables  qx-,  q^t  qz^  Piy  pii  Pzi  dos  Naleurs  constantes. 

Voyons  maintenant  quel  parti  on  ])ourra  tirer  d'une  intégrale  conte- 
nant t. 

III.  En  se  reportant  aux  équations  du  mou\cnienl,  on  constate  facile- 
ment qu'elles  admettent  l'intégrale  première 

(16)  (JL<73  cos|JL/ — p^sinixt  —  ir^ 
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contenant  le  temps.  Nous  allons  appliquer  le  théorème  de  Poisson  à  cette 
intégrale  associée  successivement  aux  deux  intégrales  des  aires  (ii).  Nous 
obtenons  ainsi  les  deux  intégrales  nouvelles 

j  [x^icosfx/  — /),  sin[x^  =  ^,, 
}  liq  t  cos  [i  t— ptsin  lit  =  gi. 

Les  six  intégrales  (ii),  (i3),  (i6)  et  (17)  ainsi  formées  ne  sont  encore 
pas  distinctes;  on  vérifie,  en  effet,  que  Ton  a  identiquement 

Ci^i-4-c,^i-+-c,^3=o. 

Ces  six  intégrales  se  réduisent  donc  à  cinq. 

Mais  actuellement  nous  en  trouverons  une  sixième  en  appliquant  la  re- 
marque du  n**  i82.   La  fonction  H  ne  contenant  pas  explicitement  t,  si 

ç  =  a  est  une  intégrale,  -^  =  b  en  est  une  aussi.  Donc  de  l'intégrale  (16) 

on  déduit  immédiatement 

(18)  yLÇzsiniit  -hpicosyit  =/zi 

intégrale  qui,  associée  aux  cinq  précédentes,  résout  le  problème. 

On  pourrait  aussi,  des  intégrales  (17),  déduire  de  même  les  suivantes  : 

(  fi^j  sin  [jL^H-/?2  cosfx/ =/j. 

Les  six  intégrales  (16),  (17),  (18)  et  (19)  donnent  finalement  les  six  in- 
connues en  fonction  du  temps  et  des  six  constantes  ^1,  ^j,  ^j,/i,/i,/j  : 

y^qi  =  gi  cosfi/  -H  /i  sin iity 


avec  des  formules  analogues  pour  qt,  pt  et  q^y  p^.  Ce  sont  bien  les  inté- 
grales que  Ton  obtient  immédiatement  en  intégrant  les  équations  du 
mouvement. 

IV.  -  PRINCIPE   D'HAMU.TON. 
PRINCIPE  DE  LA  MOINDRE  ACTION. 

484.  Principe  d'Hamilton.  —  Nous  avons  vu,  dans  le  Chapitre  précé- 
dent, que,  dans  le  mouvement  d'un  système  à  liaisons  sans  frottement, 
on  a,  à  chaque  instant  /, 


(I) 
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pour  tous  les  déplacements  virtuels  Sa:,  ov,  os  compatibles  avec  les  liaisons 
à  cet  instant.  On  peut  énoncer  ce  fait  sous  la  forme  suivante  qui  constitue 
le  principe  d'flamilton. 

Donnons-nous  les  positions  Pq  et  P|  du  système  aa\  instants  ^o  et  ti\ 
dans  le  mouvement  naturel  du  système  de  Po  en  Pj,  sous  Taction  des 
forces  et  des  liaisons  données,  les  coordonnées  x^  ^,  z  des  différents 
points  du  système  sont  des  fonctions  du  temps  qui  satisfont  au^  équations 
de  liaison  et  qui  prennent  des  valeurs  données  d'avance  Bim  instants  /q  ^^ 
/j.  Soient  37 -h  oa™,  j' -f- ojKî  z -{- oz  des  fonctions  quelconques  de  t  infini- 
ment voisines  des  fonctions  x,  y^  z  qui  correspondent  au  mouvement  na- 
turel, ces  nouvelles  fonctions  satisfaisant  également  au\  équations  de  liaison 
et  prenant  aux  instants  /o  et  /^  les  mêmes  valeurs  que  x^y^  z\  de  cette 
façon,  ojr,  o/,  ^z  sont  des  fonctions  de  t  infiniment  p'elites,  s'annulantau\ 
instants  /©  et  t^  et  définissant,  dans  l'intervalle,  des  déplacements  compa- 
tibles avec  les  liaisons.  Désignons  par  T  =  \^m{x'^-^ y'^-r-  -s'*)  la  demi- 
force  vive  du  système  dans  le  mouvement  naturel  ou  réel  du  système,  et 
oT  la  variation  que  subit  cette  force  vive  quand  x,  y^  z  subissent  les  va- 
riations or,  8/,  03  définies  plus  baut.  Le  principe  d'Hamilton  consiste  en 
ce  que  l'intégrale 

a.-J=    r  '[aT-+-2(Xr>-H  Yoj'^-ZS;;)]///, 

est  égale  à  zérOj  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  ox,  3/,  os  satis- 
faisant aux  conditions  indiquées  :  la  somme  S  figurant  sous  le  signe    /  est 

étendue  à  toutes  les  forces  données  autres  que  les  forces  de  liaison.  Pour 
démontrer  que  0-3  est  nul,  remarquons  que  oT  est  égal  à 

S  m{x'  Ix'-^y'  Zy-\-  z  Iz'). 
Or,  on  a 

/•'•        ,.  r''      dx^dx  r''      dx     . 

/      m  X  fjx  dt  =^    I      m  ->-  o  —r-df=l      ni  —r-  d  ùx. 

'o  'o  '" 


'0 


■s  dx  ,     1    ,   ^  or     , ,      .      ,  .  ,     . 

car  ù -—  est  égal  a  — - —  h\\  inlcgrant  |)ar  parties,  on  peut  écrire  cette 

dernière  intégrale 


dx  ^ 
m  -r-  ox 
dt 


—   /      m- 


d^X^        . 

fix  dt, 


oïl  la  partie  intégrée  est  nulle  car  o.r  s'annule  aux  limites.  On  transfor- 
mera de  même  chaque  terme  de  l'intégrale   /  <i\  dt  el  l'on  trouvera  fina- 


lement 


■'■'"/"4(^-'»S)"-(^-"'S)*-'-('--S^)H'"- 
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c'est-à-dire  o-3  =  o,  comme  il  résulte  de  l'équation  (i)  qui  est  applicable 
puisque  8j?,  ^y,  oz  sont  des  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons  qui 
ont  lieu  au  temps  t. 

485.  Équations  de  Lagrange  déduites  du  principe  d'Hamilton.  —  Le 
principe  d'Hamilton  fournit  un  moyen  simple  d'établir  les  équations  de 
Lagrange.  Supposons  que  la  position  du  système  dépende  de  k  paramètres 
indépendants  Çi,  q^j  ...,</ a-.  Dans  le  mouvement  réel  du  système  Çi, 
Çii  •  • .»  Çk  sont  des  fonctions  de  /  qui  prennent  des  valeurs  données  pour 
t  =  to  et  t  =  ti  puisque  les  positions  Pq  et  Pi  du  système  à  ces  instants 
sont  supposées  données.  Pour  faire  subir  à  chaque  instant  au  système  un 
déplacement  compatible  avec  les  liaisons,  défini  par  les  variations  8jr,  oy, 
05  des  coordonnées  nulles  aux  instants  /©et  ^i>  >'  suffit  défaire  subira  çi, 
7ji  *"i  Çk  des  variations  ar^t7/*aï>e5,  o^i,  o^j,  ...,  87 a-  nulles  aux  mômes 
instants. 

Alors  la  somme  S(X  8jr  -h  Y  ^y  -h  Z  0^5)  prend  la  forme 

Qi  ô<7i  -h  Qj  07,  -+-...  -h  Qa  o<7a- 

(n"  444);   en  outre  T  est  une  fonction  de  ^i,  ^j,  . . .,  qui  q\y  q'±i  --  ">q'k 
et  t.  DonCf  d'après  le  principe  d'Hamilton,  si  ^i,  ^j,  *  --^qk  sont  les  fonc- 
tions de  t  correspondant  au  mouvement  naturel  ou  réel  du  système,  l'ex- 
pression 

8.3=   /     (oT^-QiO(7i-!-Q,  8<7i-+-...-i-Q*.o<7A.)^// 
est  nulle  quels  que  soient  o^i,  8^2,  . . .,  ôy^.  Or,  on  a,  à  chaque  instant  /, 


oT  =  TZ-^^i 
âqi 


-—-oqk-^  7-70^1 


dH 


àq'k 


T  m 


Portons  cette  valeur  dans  8-3,  puis  transformons,  par  l'intégration  par 
parties,  les  termes  en  ùq\,  8y',,  . ..,  oq'/^.  Nous  avons,  par  exemple, 

où  Ton  remarque  que  oq\  =  8—^  =  — j^*  La  partie  intégrée  est  nulle, 
car  8^1  s'annule  aux  limites.  Faisant  la  même  transformation  pour  tous  les 

où  Ton  n'a  écrit  que  le  terme  en  871,  les  termes  suivants  s'oblenant  par 
permutation  des  indices.  Cette  expression  8-3  devant  être  nulle  quelles  que 


^^f 


termes  en  o^^,  on  a 
8.3 
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soient  les  valeurs  de  8^1,  8^2,  ...,  8^;t  ^n  fonction  de  t,  il  faut  que  les 

coefficients  de  ces  variations  soient  tous  nuls  sous  le  signe   /  •  En  les 

égalant  à  zéro,  on  obtient  les  équations  du  mouvement  sous  la  forme 
donnée  par  Lagrange. 

•486.  Cas  particulier  où  les  composantes  suivant  les  axes  des  forces 
appliquées  sont  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  U  des  coordonnées 
et  du  temps.  —  Dans  cette  hypothèse  la  somme  des  travaux  virtuels 
2:(X8ar-+-Y8^-+-Zo5)  est  la  différentielle  totale  8U  de  la  fonction  U 
prise  en  regardant  t  comme  une  constante.  On  a  alors 

83=   r '(ûT-+-aU)rf/  =  8  f\T-+-\])dt, 

Le  principe  d'Hamilton  s'énonce  alors  sous  une  forme  élégante.  Si  l'on 
se  donne  les  positions  du  système  aux  instants  to  et  ^t,  la  variation 
que  subit  V intégrale 

5=  r  \i:-\-\})dt, 

quand  on  passe  du  mouvement  naturel  à  tout  mouvement  infiniment 
voisin  compatible  avec  les  liaisons  est  nulle.  On  trouve  donc  le  mouve- 
ment naturel  en  cherchant  quel  est  le  mouvement  compatible  avec  les 
liaisons  pour  lequel  l'intégrale  ^  est  maximum  ou  minimum,  car  pour 
trouver  ce  mouvement,  il  faut  précisément  égaler  à  zéro  la  variation  de -3. 
Cela  ne  veut  pas  dire  que  le  niouvemenl  naturel  rende  nécessairement  l'in- 
tégrale ^  maximum  ou  minimum.  M.  Darboux  a  montré  que,  si  U  ne  con- 
tient pas  tf  l'intégrale  ^  est  minimum  pour  le  mouvement  naturel  à  con- 
dition que  ti —  ^0  soit  suffisamment  petit  (Leçons  sur  la  théorie  générale 
des  sur/aces,  t.  II). 

487.  Principe  de  la  moindre  action. —  Ce  principe,  moins  général  que 
le  principe  d'Ilamilton,  s'applique  au  mouvement  d'un  système  assujetti  à 
des  liaisons  indépendantes  du  temps  et  soumis  à  des  forces  dérivant  d'une 
fonction  des  forces  U.  Le  principe  de  la  moindre  action  exprime  une  pro- 
priété géométrique  indé[)endante  de  la  notion  dn  temps. 

Soit  T  la  demi-force  vive  du  système;  en  appliquant  au  mouvement  le 
théorème  des  forces  vives,  on  a,  puisque  les  liaisons  sont  indépendantes  du 
temps  et  que  U  ne  contienl  pas  t, 

.I.mv'^         „,  I.mv^       ..       , 

d =  dVj —  U  -^  /î. 

•2.  À 

La  position  du  système  dépend  de  k  paramètres  géométriques  indépen- 
dants <7i,  qtj  . . .,  (/A,  de  sorte  que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
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X,  y  y  z  du  système  s'expriment  par  des  fonctions  de  ces  paramétres  ne 
contenant  pas  t. 

Pour  obtenir  un  déplacement  infiniment  petit  du  système  il  suffit  de 
faire  varier  ces  paramètres  de  dqi,  dq%,  . . .,  dqic\  alors  ar,  y^  z  subissent 
des  accroissements  dx^  dy,  dz;  posons 

dS^=:  I,m{dx^-hdy^-^dz^), 

la  somme  étant  étendue  à  tous  les  points  du  système.  En  y  remplaçant  dx, 
dy^  dz  par  leurs  expressions  en  fonction  de  dq^^  dq^,  . . .,  dq/c  on  trouve 
pour  rfS'  une  forme  quadratique  de  ces  différentielles 

rfS«  =  E  aij  dqt  dqj  ( a/y  =  «y/), 

les  coefficients  a/y  étant  fonctions  de  yi,  ^t,  . . .,  qk^  La  force  vive  2mt>* 
est  alors  --r-^  et  l'intégrale  des  forces  vives  s'écrit 


Nous  supposons,  dans  la  suite,  que  la  constante  des  forces  vives  h  a  une 
valeur  déterminée. 

Considérons  alors  deux  positions  Pq  et  Pi  du  système  correspondant  aux 
valeurs  (yi)o,  (<7î)o,  --m  (<7a)o  et  (<7i)i,  {qt)u  . ..,  (^aOi  des  paramètres. 
Au  point  de  vue  purement  géométrique,  on  peut  amener  le  système  d'une 
position  à  l'autre  d'une  infinité  de  manières  :  pour  avoir  l'une  de  ces  ma- 
nières il  suffit  d'exprimer  ^i,  q^,  . . .,  qi-  en  fonctions  continues  d'un  para- 
métre X 

(2)  ^l=/l(>^)>  <7s=/î(^)'  •••»  (Jk-fkO^), 

de  telle  façon  que  pour  X  =  Xq,  les  paramètres  prennent  les  valeurs 
(^1)0,  •..,  {qk)Q  correspondant  à  la  position  Pq  et  que  pour  X  =  Xi  ils 
prennent  les  valeurs  (yi)i,  (71)1,  ...,  (<7*)i  correspondant  à  Pi.  Alors  X 
variant  d'une  manière  continue  de  Xq  à  Xi  le  système  passera  d'une  ma- 
nière continue  de  la  première  position  à  la  seconde.  A  chaque  choix  des 
fonctions /i, yi,  »  >  .y/k  correspondra  ainsi  une  façon  d'amener  le  système 
de  la  position  P^  à  la  position  Pi. 

En  employant  un  langage  géométrique,  nous  regarderons  ^i,  q^,  . .  ,j  qk 
comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  un  espace  à  k  dimensions  :  les 
positions  Pq  et  Pi  correspondent  alors  à  deux  points  de  cet  espace,  de 
coordonnées  (^,)o,  (^2)0,  ..•:  (qk)o  et  (71),,  {qt)u  •.-,  (^aOi:  la  succes- 
sion des  points  définis  par  les  relations  (2),  quand  X  varie  de  Xq  à  Xi,  con- 
stitue une  courbe  G  joignant  les  deux  points  Pq  et  Pi.  On  appelle  alors 
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action  de  Pq  à  Pi  le  long  de  ia  courbe  C  l'intégrale 

<r.) 


X=    l       /â'i)  H- 2 /i  <f s 


prise  le  long  de  cette  courbe.  Appelons  ^i,  ^j,  . . .,  r^^  les  dérivées  pre- 
mières de<7i,<7j,  ...jÇi  par  rapport  à  X,  en  indiquant  la  dérivation  rela- 
tive à  X  par  un  point  placé  au-dessus  des  q  ;  alors,  le  long  de  la  courbe  C, 
on  aura,  puisque  le  long  de  celte  courbe  gr,,  ^j,  . . .,  ^^sont  fonctions  deX, 

^S  =  sj^ciijdqidqj  =  yJ^Laijqiqj  àX, 
car  dqi—  qidXy  etc.  Nous  appellerons  6  la  forme  quadratique 

e  =  -2,«-^^'^/^=î5xr 

Alors 


A^ 


Pour  chaque  courbe  joignant  les  deux  points  Pq  et  Pi,  c'est-à-dire  pour 
un  choix  déterminé  des  fonctions  yi,  yj,  ...,fk^  cette  action  a  une  valeur 
déterminée.  Le  principe  de  la  moindre  action  consiste  en  ce  que,  si  Ton 
cherche  la  courbe  G  par  laquelle  il  faut  joindre  les  deux  points 
pour  que  A.  soit  un  minimum,  on  trouve  que  cette  courbe  doit  être 
une  des  trajectoires  que  suit  naturellement  le  système  quand  on  le 
lance  de  Vq  de  telle  fanon  qu'il  atteigne  Pj,  la  constante  des  forces 
vives  étant  h.  Dans  cet  énoncé  nous  appelons  trajecloire  (dans  l'espace  à 
A*  dimensions)  la  courbe  définie  par  la  succession  des  valeurs  de  5^1,  ^j,  ..., 
q/,  correspondant  au  mouvement  réel  du  système  sous  l'action  des  forces 
données  dérivant  de  U. 

l'our  trouver  les  exj)ressions  de  y  1,  q^-,  . . . ,  <7/t  en  fonction  de  X  rendant 
al)  minimum,  il  faut  écrire  que  la  variation  [o^Xo  de  l'intégrale  est  nulle 
quand  qi,  q^,  ...,  q^^.  subissent  des  variations  iiifiniment  petites  cq^, 
Zq-i,  ...,  ^qk,  qui  sont  des  fonctions  arbitraires  de  X,  assujetties  à  s'an- 
nuler aux  limites  Xq  et  Xi  :  cette  dernière  condition  résulte  de  ce  que  les 
valeurs  de  r/i,  «jr,,  . . .,  q/^.  pour  X  =  Xq  et  X  =  Xi  sont  données  à  ravance. 
Quand  q^  varie  de  Zq\,  sa  dérivée  q\  |)ar  rapport  à  X  varie  de  0^1  ;  on  a 
donc 

où    nous  n'écrivons  que  les  termes  provenant  de  la   variation    de  ^1;   les 
termes  suivants  s'obtiendraient  en   mettant  successivement  2,  3,    ...,  X*  à 
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la  place  de  rindicc  i.  Transformons  parTintégration  par  parties  les  termes 
en  oqiy  8^2)  •  •  ••  On  a 

oqi  z=  0-^  =  —^y  0<7irfA  =  doqi, 

La  partie  de  l'intégrale  contenant  oq^  s'écrit  donc 


.'i 


— = —.  daqizzz 


'?.\J-h2h   âe  .      1^'         /"' '  ^ ( yj iX} -\- 'xh   de \  . 


La  partie  intégrée  est  nulle  aux  limites,  car  o//]    s'annule  aux  limites. 
On  transformera  de  même  les  autres  termes  et  l'on  aura 

où  nous  n'écrivons  que  les  termes  contenant  o^i  en  facteur.  Pour  que 
rintégrale  X  soit  minimum,  il  faut  que  SAo  soit  nul,  quelles  que  soient  les 
fonctions  infîniment  petites  o^j,  o^/a,  ...,  ô^x.-.  Il  faut  donc  que,  sous  le 
signe  /,  les  coefficients  de  ces  variations  soient  nuls  séparément.  On  a 
ainsi,  pour  déterminer  la  courbe  rendant  l'intégrale  minimum,  les  A:  équa- 
tions suivantes,  dont  nous  n'écrivons  que  la  première  : 

(3)      -—^ dA-h —^ dl—d[  ^ j-^. ---  )  =  o. 


Ces  équations,  diiïérentielles  du  second  ordre,  définissent  ^i,  q^,  .... 
éj/i.  en  fonction  de  X  :  il  faudra  déterminer  les  constantes  arbitraires 
introduites  par  l'intégration  en  écrivant  que  pour  X  =  Xo,  <7i,  ^j,  -..j^a- 
prennent  les  valeurs  données  (71  )o)  ...,  (7a-)o>  et  que,  pour  X  =  Xi,  ces 
paramètres  prennent  les  valeurs  données  (71)1  ..jCS'a)!*  Mais  il  est 
maintenant  aisé  de  voir  que  ces  équations  (3)  définissent  précisément  les 
trajectoires  du  système  dans  son  mouvement  naturel  :  nous  allons  montrer, 
en  effet,  que,  par  un  changement  de  variable  indépendante,  elles  se  ra- 
mènent aux  équations  du  mouvement  sous  la  forme  de  Lagrange.  Rem- 
plaçons X  par  une  autre  variable  l  définie  par  la  relation 

(i)  ^^f=-l~—-^^^^ 

sJ-jL  u  -h  xh 
et  appelons  q\t  q\,  . . .,  q'k  ïcs  dérivées  de  (/i,  r/j,  ....  q^  prises  par  rap- 
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port  à  t.  Posons  en  outre 


2  dt^ 


et  rappelons  que 

Nous  aurons  évidemment 

de_dT/û[£y  de  _  dT  dt 

^^  àqi"  dqx\d\)  '  dq^~dq\dk' 

comme  on  le  voit  en  calculant  ces  expressions  et  remarquant  que  ^i=  q'i'-K' 
Les  équations  (3)  deviennent  alors,  en  y  faisant  les  substitutions  (5)  et 

remplaçant  ensuite  ak  par  sa  valeur  (4) ;= dt, 

(6)  dqi  Oqi  \àqj 

Ce  sont  précisément  les  équations  de  Lagrange.  En  outre,  l'équation  (4) 
montre  que  k  est  la  constante  des  forces  vives,  car,  6  étant  égal  à  - -;c-;  » 
on  a  ^lé  dX  =  dS,  et  celte  équation  (4)  donne 

yc 

-j-  =  y/'>.  (  U  -h  //  },  OU  T  =  U    -f-  //, 

(jui  est  bien  l'intégrale  des  forces  vives. 

Le  théorème  est  donc  démontré  :  la  courbe  rendant  l'action  minimum 
de  Vq  en  Pi  est  une  des  trajectoires  naturelles  joignant  ces  deux  points, 
la  constante  des  forces  vives  étant  A;  d'une  manière  générale,  on  trouve 
ces  trajectoires  en  écrivant  o^V.  =  o. 

^8.  Problème  des  géodésiques.  —  Si  la  fonction  de  forces  U  est  nulle, 
c'est-à-dire  si  le  système  n'est  sollicité  par  aucune  force,  on  dit  que  les 
trajectoires  sont  des  ^éodcsiqucSj  par  extension  du  nom  donné  aux 
rourbes  que  décrit,  sur  une  surfact;  polie,  un  point  auquel  n'est  appliquée 
aucune  force.  Dans  ce  cas,  l'on  obtient  les  Irajecloires  en  cherchant  les 
courbes  rendant  minimum  l'intégrale 


\   =    /         ^/S  —    ^         sl^Hijdtliiiqj. 
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La  recherche  du  mouvement  d'un  système  à  liaisons  indépendantes 
du  temps  sous  l'action  de  forces  dérivant  dune  fonction  de  forces  U, 
peut  se  ramener  à  un  problème  de  géodésiques.  En  effet,  on  obtient  les 
trajectoires  de  ce  mouvement  en  cherchant  à  rendre  minimum  l'intégrale 


/.(Pi) 
K>=  j       /a U  -H  2 A  ^^aijdçidqj. 


La  fonction  U  est  une  fonction  de  çi,  q^j  ...,  qj^.  Considérons  la  forme 
quadratique  des  différentielles  dqt 

dS\  =  (2U  -♦-  2h)  I,aijdqidqj=  Lbijdqidqj] 

on  sera  ramené  à  chercher  le  minimum  de  Tintégrale 


f        dSi=  yJ'Lbijdqtdqj, 


ce  qui  est  un  problème  de  géodésiques. 

489.  Calcul  de  Faction  le  long  d'une  trajectoire.  —  D'après  le  théo- 
rème de  Jacobi  appliqué  au  cas  actuel  (liaisons  indépendantes  du  temps  et 
existence  d'une  fonction  des  forces  U),  il  suffit  pour  obtenir  les  trajec- 
toires de  connaître  une  intégrale  complète  W  de  l'équation 

avec  k  —  i  constantes  autres  que  A,  «1,02»  •  • .,  <^k-\»  Les  trajectoires  sont 
alors  données  par 

—  -b  —-b  ^W    _, 

àa\  '  da<i  Oa^—i  ~ 

En  exprimant  qu'une  trajectoire  passe  par  deux  points  donnés  (qt)oy  •  •  • , 
(^it)oet(^i)i,  (yj)i,  ...»  (qA')ii  et  appelant  Wo  et  Wi  les  valeurs  de  W  en 
ces  deux  points»  on  a»  pour  déterminer  les  constantes  a^  et  ^y,  les  équations 

d'où,  en  éliminant  les  by,\es  k  —  i  équations 

a(W,-\Vo) 


da, 


=  o,  V  =  I,  •«,...,  A  —  I, 


pour  déterminer  les  constantes  a^  Supposons  qu'on  ait  ainsi  déterminé 
une  trajectoire  joignant  les  deux  points  Po  et  Pi.  La  valeur  de  l'action 
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/e  long  de  cette  trajectoire  est  Wi  —  \Vo.  Pour  le  démontrer  appe- 
lons d\\  la  variation  que  subit  \V  quand  le  système,  dans  son  mouvement 
n'cl  I«*  lonp:  de  la  trajectoire  considérée,  va  du  point  q^,  ^j,  ...,<^tau 
point  q\-^  dq\^  qi-^  dq^,  ...,  qk-^dqk»  On  a 


r 


d\\      d\\    ,       d\\    ,  d\\ 

dt         Oq\  ^  *       Oqi  ^  '  àqk 

mais  on  a  trouve  que  dans  ce  mouvement 


ilonc 


Ofji  ^         Oqt  '*      dqt' 


mais  on  a  T  =  -  —    -  et  d'après  l'intéjjrale  des  forces  vives 


2  dt^ 


donc 


i|  =  /;âJ^TÂ; 


^V  =  2T^/  -r  '^f.  dS  =  \/'i  U  -^  ih  dS, 

dt 


ci  l'action  le  long  de  la  trajectoire  considérée  est 

/-'Pi) pf\) 

A.  =z  y/2  l  -h  2  //  dS  --^   /       ^AV  =  W,  -  Wo. 

490.  Propriétés  géométriques  des  trajectoires.  —  On  peut  étendre 
aux  s\?t«>mcs  que  nous  venons  d'éliidicr  les  ihéorèmcs  des  n"*  290  et  ÎK)1. 

Kn  suivant  la  voie  indiquée  par  M.  Bellraini  (Mémoires  de  l'Académie 
des  Sricnces  de  l'Instilut  de  Boloj^ne,  t.\Hlj  p.  5 19;  iSiWj),  nous  poserons 
les  (léllnitions  suivantes  : 

Soit  une  forme  quadratique 

dS^  =  ^  a,j  dq,  dqj, 

>\  l'on  considère  deux  déplacements  dS  et  oS  correspondant  à  deux 
systèmes  de  valeurs  dqi,  dq^,  . .  . ,  dq;,  et  or/i,  oq^,,  . . . ,  oq/,-  des  dilTéreii- 
tielles  des  paramètres  y,  nous  appellerons  anglede  ces  deux  déplacement* 

l'angle  dS,^j^  défini  par  la  formule 


dS.  oS.  cos  (dSj  oS)  —  Sa/y  dqioqj. 
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Deux  directions  dS  et  8S  sont  perpendiculaires  quand  on  a 

(7)  I.aijdqilqj  =  o. 
Étant  donnée  une  relation  quelconque 

nous  dirons  qu'elle  définit  une  sur/ace;  les  déplacements  8S  effectués  sur 
cette  surface  seront  caractérisés  par  la  relation 

(8)  XT  '^^i"^  :7~  ^^2"^  '"  -^  Â-'  <^^A=o. 

àqi     ^         à<ji    ^  oqk 

Nous  avons  déjà  appelé  courbe  Tensemble  des  valeurs  deçi,  ^j,  . . .,  qf^ 
qui  sont  des  fonctions  données  d'un  paramétre  variable  t.  Quand  t  augmente 
de  dt  le  point  subit  un  déplacement  dS  défini  parafai,  dq^, .. .,  dq^-  Nous 
dirons  que  la  courbe  est  orthogonale  à  la  surface  quand  le  déplacement  <iS 
effectué  sur  la  courbe  est  orthogonal  à  tous  les  déplacements  8S  effectués 
sur  la  surface,  c'est-à-dire  vérifîant  la  relation  (8).  Si  l'on  pose 

dqx  _     ,  dq^  _     ,  dqi,  _     , 

'dt-"^''  'dt~'^^'  •••'  ~dt~^''' 

la  condition  d'orthogonalité  (7)  devient 

(9)  d^^^«^5^^^^*-^----^^^^^  =  ^- 

Ces  définitions  étant  posées,  le  théorème  du  n*^  299  se  généralise  immé 
diatement  comme  il  suit  : 

Si  dans  les  équations  des  trajectoires 

àa\  o(ii  »«A-i 

on  donne  aux  constantes  ai,  a^,  . . .,  a/c-i,  des  valeurs  déterminées,  et 
si  l'on  fait  varier  61,  ôj,  . . .,  bk-i,  d'une  façon  quelconque,  les  trajec- 
toires ainsi  obtenues  sont  normales  aux  surfaces  ayant  pour  équation 
W  =  const.  Pour  le  démontrer,  il  faut  établir  que  tout  déplacement 
o^t,  8çj,  . . .,  ^qk^  effectué  sur  W  =  const.,  c'est-à-dire  vérifîant 

ôqi     ^         ôq^     ^  àqk 

est  orthogonal  au  déplacement  réel  dqi,  dq^,  ...,  dq^  effectué  sur  la  tra- 
jectoire. En  d'autres  termes,  il  faut  montrer  que  cette  condition  (10)  en- 
II.  28 
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traîne  la  condition  d'orthogonalité  (9).  Or  ceci   est  évident  d'après  le 
théorème  de  Jacobi  qui  donne  (n®  472) 

d\\  d\\ 

Pl= y  ••••  Pk—  ^ 

et,  d'après  la  définition  même  des  variables /?, /?v=  T~r'  Nous  renverrons, 

pour  une  étude  détaillée  de  ces  questions,  aux  Leçons  sur  la  théorie  des 
sur/aces  de  M.  Darboux  (t.  H,  Chapitre  VIII). 

491.  Extension  de  l'idée  de  fonction  de  forces.  Fonction  de  forces 
dépendant  des  vitesses  et  du  temps.  —  Nous  avons,  dans  ce  qui  précède, 
examiné  le  cas  où  les  forces  dérivent  d'une  fonction  U  dépendant  unique- 
ment des  coordonnées  des  points  du  système  et  du  temps.  M.  Mayer  a 
étendu  cette  notion  de  la  façon  suivante,  en  la  rattachant  au  principe 
d'Hamilton  {Mathematische  Annalen,  t.  XIII,  p.  20). 

Posons 

V  =  /l 

v  =  1 

et  soit  W  une  fonction  de  tj  des  3n  fonctions  inconnues  Xv,  ^v»  ^v  <Je  /  et 
de  leurs  dérivées  premières  x'^,  y[^,  z'^.  Supposons,  comme  dans  le  principe 
d'Haniillon,  que  les  valeurs  de  x,,  j'v,  Zy,  aux  instants  (^  et  ti  soient  don- 
nées, et  cherchons  ce  que  doivent  être  ces  fonctions  dans  l'intervalle 
/j —  ^oj  pour  que  l'on  ait 


0    r'(T-T-  \\)dl  =  0, 

'0 


pour  toutes  les  variations  possibles  c\c  Xy,  j\,  z>^.  Un  calcul  identique  à 
celui  du  n°  485  conduit  aux  3/i  équations  difTérentieiles  du  second  ordre 

„       0\\        d   oW 

myX..=i , -, 

'       Ox.,         dl  Ox[, 

„       ô\\         d  (AV 
<Vv        df  âj\^ 

o\y      d  o\\ 


nu^z,^  = 


Ozy        dl   ùz\ 


V 


Ce  sont  là,  rapportées  à  un  système  d'axes  rectangulaires,  les  équations 
du  mouvement  d'un  système  de  points  libres  de  masses  mi,  /?i2,  . . .,  irin. 
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le  point  m^,  étant,  à  l'instant  t,  sollicité  par  une  force  Fy  de  composantes 

_  dW        d  d\>I 
dx>i       dt  âx'^ 

j  dW        d  d\\ 


dzy        dt   Oz'y 


Zv  =  ^  -  -^ 


M.  Mayer  convient  de  dire  que  ces  forces  dérivent  d'un  potentiel  ou 
d'une  fonction  de  forces  W. 

49i.  Problème  de  M.  Mayer  pour  le  cas  où  les  forces  sont  intérieures. 
—  Supposons  que  les  forces  du  système  soient  toutes  intérieures,  c'est- 
à-dire  résultent  uniquement  des  actions  des  points  du  système  les  uns  sur 
les  autres.  En  se  plaçant  à  un  point  de  vue  très  général,  M.  Mayer  n'ad- 
met pas,  comme  nous  l'avons  fait  dans  tout  le  cours  de  cet  Ouvrage,  que 
ces  forces  intérieures  résultent  uniquement  des  actions  mutuelles  des 
points  deur  à  deux,  actions  qui  sont  égales  et  directement  opposées  :  il 
suppose  seulement  que  ces  forces  .intérieures  satisfont  à  chaque  instant 
aux  six  conditions  d'équiJibre  d'un  corps  solide  : 

v=n  v  =  /i  V--/I 

(a)  2Xv=o,         2Yv=o,         ^Zv  =  o, 

V  =  1  V  =1  V  =  1 

V  =  /l  V  =  /l  V  =  /l 

(^)     zl(.^v^v~"^^'^)-Q^      ^(JvXv— .rvZv)  =  o,      ^(j-yYy— ^vXv)  =  o, 

V=i  V  =  l  V=l 

de  telle  façon  que,  si  le  système  était  solidifié,  à  un  instant  quelconque  t, 
les  forces  intérieures  se  fassent  équilibre.  Gela  posé,  M.  Mayer  résout  le 
problème  suivant  : 

Trouver  les  expressions  les  plus  générales  des  forces  intérieures  Xy, 
Yy,  Zy  agissant  sur  un  système  en  mouvement  et  remplissant  les  deux 
conditions  suivantes  :  x"*  elles  dérivent  d^ une  fonction  \V;  2,"  elles  satis- 
font à  chaque  instant  aux  six  conditions  d^équilibre  d'un  solide. 

Nous  ne  pouvons  pas  reproduire  ici  l'analyse  de  M.  Mayer  :  nous  nous 
contenterons  d'énoncer  les  théorèmes  qu'il  a  obtenus  : 

I.  On  obtient  les  expressions  les  plus  générales  des  forces  (i)  satis- 
faisant identiquement  aux  conditions  {>.),  en  prenant  pour  W  une 
fonction  arbitraire  du  temps  et  des  différences 

;  /  I  I  ^t  ,»  \*    —  ^,    »*,...,/*  y, 

x^ — ^\i      y^t — y  \t      ^^     -I 
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II.  On  obtient  Us  expressions  les  plus  générales  des  forces  (i)  satis- 
faisant identiquement  aux  conditions  (3),  en  prenant  pomr  W  «Ji^ 
fonction  arbitraire  du  temps,  des  distances  des  points  du  système  à 
rori^ine,  de  leurs  distances  mutuel  les  y.  et  iies  dérivées  premières  de 
ces  deujp  sortes  de  distances  par  rapport  au  temps. 


Ea  couLbiaant  ces  âeu\  théorèmes,  ou  a  la  rêpoose  as  probléae  pro- 

III.  On  obtient  les  expreuions  les  plus  générales  ties  forces  {i)  satis- 
faisant aux  conditions  (2)  et  {Z)  en  prenant  pour  W  une  fonction 
arbitraire  du  temps,  des  distances  mutuelles  des  points  du  sjrstème  et 
des  dérivées  de  ces  distances  mutuelles  par  rapport  au  temps. 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  alors  rectiligne  et  uniforau, 
et  le  théorème  des  aires  s^ applique  à  la  projection  du  mouvement  sur 
chacun  des  plans  coordonnés. 

IV.  Pour  qu'il  existe  une  intégrale  des  forces  vives,  €^est-€h-dire pour 
que 


1»  = 


2(X,jr,—  X^y^-r-Z^Z,,) 


>  =  1 


soit  la  dérivée  totale  par  rapport  au  temps  d'une  certaine  fonction 
des  coordonnées,  de  leurs  dérivées  et  du  tempSy  il  faut  et  il  suffit  que 
les  forces  dérivent  d^une  fonction  W  XE  coxTE^riyr  pas  /.  L'intégrale 
des  forces  vives  est  alors 


'*  =  n 


T  —  W    —    >     (  X.,  r   —  ^.,  : Z.^  )   =  h. 

#  ^i 

Quand  la  fonction  W  remplit  les  conditions  du  théorème  III,  sans  con- 
tenir /.  celte  inlésrrale  s'écrit 

T-w_yi:^r,,=>i. 


u> 


où  Tjxv  désigne  la  distance  des  points  x.j.,  ^Vji,  z.j,  ^t  J'v.  .Vv-  -^v.  et  r'  la 
dérivée  de  r^>,  par  rapport  au  temps. 

Prenons,  par  exemple,  un  svsléme  formé  de  deux  points  matériels  situés 
à  une  distance  r  l'un  de  l'autre. 

Les  actions  mutuelles  de  ces  deux  points  sont  soumises  au  principe  de 
l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction.  Si  l'on  veut  de  plus  qu'elles  dérivent 
d'une  fonction  W  et  que  l'intégrale  des  forces  vives  existe,  il  faut  prendre 
pour  l'expression  de  l'action  mutuelle  R, 

^        )\\        d  dW 

n  = -r-   T' 

Or         dt   Or 
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OU,  ce  qui  est  la  même  chose, 


r'  dt\^       ^  dr'  ) 


dr 
où  W  est  une  fonction  des  seules  quantités  r  et  r'=  -7-- 

^  dt 

Nous  renverrons  également,  sur  ce  sujet,  à  une  Note  de  M.  Maurice 

Lévy  (Comptes  rendus,  t.  XCV). 


V.  -  MULTIPLICATEUR  DE  JACOBI. 

Nous  donnons,  dans  ces  derniers  paragraphes,  quelques  indications 
sommaires  sur  le  multiplicateur  de  Jacobi  et  les  invariants  intégraux  de 
M.  Poincaré.  Nous  adopterons  le  mode  d'exposition  suivi  par  M.  Kœnigs 
dans  ses  leçons  au  Collège  de  France,  de  façon  à  faire  connaître  en  même 
temps  les  derniers  résultats  obtenus  par  ce  géomètre  {Comptes  rendus, 
décembre  1895  et  janvier  1896). 

493.  Définition  du  multiplicateur.  —  On  sait  qu'étant  donné  le  système 
d'équations  différentielles 

V  dxx  _  dx^  __       __  dxn 

{l)  Y       —   -^       —  .  •  •  —     Y       ' 

Al  Al  Art 

où  les  X/  sont  des  fonctions  des  variables  xi,  Xt,  ...,  Xn,  on  appelle  inté- 
grale toute  fonction  0(â7i,  ...,  Xn)  qui  reste  constante  en  vertu  des  équa- 
tions différentielles.  De  la  sorte,  l'équation  suivante 

aO  =  - —  dXî  -h  ^i —  dx*  -+-...-+-  - —  dXn  =  o, 
OXi  dXi  Oxn 

qui  est  linéaire  par  rapport  aux  différentielles  dx,  doit  être  une  consé- 
quence des  équations  (i).  La  condition  nécessaire  et  suffisante  se  traduit 
par  l'équation 

(2)  X, hXî- h...-f-X„  T —  =0. 

On  désigne  habituellement  par  A  (B)Ie  premier  membre  de  cette  équation. 
Si  l'on  connaît  (n  —  i)  intégrales  indépendantes  entre  elles,  ôi,  O^,  . . ., 
0„_i,  toute  autre  intégrale  est  fonction  de  celles-là  et,  réciproquement, 
toute  fonction  de  Oi,  ôf,  . . .,  On-i  est  une  intégrale.  D'après  cela,  si  0  dé- 
signe une  intégrale  quelconque,  le  déterminant  fonctionnel 

D(6,  6i, .. .,  Qn-i) 
D{Xi^  x^, , . ,,  Xfi) 
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est  nul  et,  réciproquement,  si  6  annule  ce  déterminant,  c'est  que  0  est 
fonction  de  6i,  6},  . ..,  On-i  et,  par  suite,  0  est  une  intégrale. 

En  conséquence,  quand  on  connaît  un  système  de  {n  —  i)  intégrales  in- 
dépendantes, l'équation  (2)  peut  être  remplacée  par  Téquation 


(3) 


D(e.ei,Oî Qn-i) 


=  o. 


Il  faut  en  conclure  qu'il  existe  une  fonction  M  telle  que  l'on  ait  l'identité 


Jacobi  a  donné  le  nom  de  multiplicateur  à  cette  fonction  M. 

Dans  le  déterminant  — ~ r^>   désignons  par  A/  le  mineur 


I)(.r|.    .    .    .  ,    J";|   ) 


(90 


correspondant  à  -J^-  On  aura 

axi 


D(Q,  Oi 0/,-i)  ^  y  ^.  J^ 

D{Xi,Xi,  .  ,.,Xn)         Jkd     ^  dxi 


en  sorte  que  l'identité  (4),  où  0  est  une  fonction  quelconque  de  Xi,Xiy .... 
Xn,  équivaut  aux  n  relations 


(5) 


M.X/=A, 


(t  =  1,  9.,  . ..,  /i). 


i94.  Équation  du  multiplicateur.  —  En  parlant  de  ces  relations,  il  esi 
aisé  de  former  une  équation  difTcrcntielle  que  vérifie  Ja  fonction  M  et  d'où 
les  intégrales  supposées  connues  Oi,  Oo,  . . . ,  0;,_,  se  trouvent  éliminées. 
Jacobi  a  remarqué  en  effet  que  les  déterminants  A/  vérifient  l'identité 


(f>) 


1 


Oxi 


=  o. 


Pour  démontrer  l'identité  (6),  considérons  le  déterminant 


1>  = 


Ui 

Ui 

u„ 

c)0, 

()0, 

t)0, 

ôx, 

OXi 

OXn 

•   •   • 

Oxi 

àOn-l 
âx,       • 

Of)n-l 
OXn 

OÙ  Ml,  M25  ••.,  '^Ai  sont  n  constantes  quelconques. 
Kn  développant  ce  déterminant,  on  aura 


D  =  A,  WiH-  Ai^î-f-. . .-+-  A,, //„ 
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ce  qui   prouve  que  A/=  -r — •  Observons  maintenant  que  Xi,  0*2,  ...,5"„ 

OUî 

n'entrent  dans  A/  que  par  les  dérivées  -r-^j  à  l'exclusion  des  dérivées  -r-^« 
Posons,  pour  abréger,  -r-^  =  aa,^,  nous  aurons 

d'où 


^  dxi       Zà  Zà 


S  =  >  ;^'  = 


dXi       jLà  jLà  ùa-x  3  àxiàx< 

La  somme  S,  qu'il  faut  prouver  être  nulle,  est  ainsi  une  fonction  linéaire 
homogène  des  dérivées  secondes  -r — -^\  ^^  plus,  «et  p  sont  toujours  dis- 
tincts. En  groupant  les  termes  semblables,  nous  aurons  donc 

5^yy/_^_^_ç)_A^\J^6,_ 

jLâjUlX  àa^^'^        Oa^j  J  ôxi dx^ 
Oi     1,,° 

Le  théorème  sera  démontré  si  nous  faisons  voir  que  l'on  a 

(7)  ^^^i!^=o. 

Or  le  premier  membre  de  réquatlon  (7}  s'écrit  encore 

Si  nous  considérons  d'autre  part  dans  D  la  première  ligne  et  celle  où 
figure  la  fonction  Ojt,  c'est-à-dire  la  (a  4-1/"''  ligne,  puis  les  colonnes  de 
rangs  i  et  p,  les  termes  qui  se  trouvent  à  l'intersection  de  ces  lignes  et  de 


ces  colonnes  sont  les  suivants  z//,  1/3,  —  =  a^  ,,  -r —  =  ««  3. 

'      OXi  t/Xg  ^ 

Il  résulte  d'une   propriété  bien  connue  des  déterminants   que  D  pourra 
s'écrire  sous  la  forme 

où  R  ne  dépend  plus  des  termes  w/,  m^,  aot.p,  ««,/  et  où  Ri  contient  ces 
termes  linéairement.  Il  suffit  de  dilTérentier  pour  trouver 


d'où  la  formule  (7)  et  le  théorème  exprimé  par  l'identité  (G). 
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Si  Ton   rapproche  alors  l'identité  (6)  des  formules  (5),  on  voit  que  la 
fonction  M  vérifie  l'identité 


(8)  2 


<)(MX|) 
Oxi 


Telle  est  l'équation  du  multiplicateur.  On  donne  par  extension  le  nom 
de  multiplicateur  à  toute  solution  de  l'équation  (8). 
Il  est  aisé  de  prouver  le  théorème  suivant  : 

Le  quotient  de  deux  multiplicateurs,  c'est-à-dire  de  deux  solutions 
quelconques  de  V équation  (8),  est  une  intégrale. 

Soient,  en  effet,  M,  M'  deux  multiplicateurs. 
L'équation  (8)  se  développe  ainsi 

on  aura  de  même 

i  i 

Multiplions  par  —  M',  M  et  ajoutons,  il  viendra 


OU  encore 


i 

M'  . 

Donc  --J  est  bien  une  intégrale. 

Réciproquement,  le   produit   d'un   multiplicateur  par  une  intégrale  est 
encore  un  multiplicateur. 

Remarque.  —  Si  la  somme  12  =  ^"^"^  ^^^  nulle,  M  =  i  est  un  muhipli- 
caleur. 

49i).  Invariance  du  multiplicateur.  —  11  importe,  en  vue  de  ce  qui  va 
suivre,  de  se  rendre  compte  de  TelTet  d'un  changement  de  variables.  Nous 
allons  ainsi  être  amené  à  reconnaître  que  tout  multiplicateur  est  un  inva- 
riant, mais  un  invariant  relatif,  en  ce  sens  que  si  on  le  multiplie  par  le 
déterminant  de  la  transformation,  il  constitue  un  multiplicateur  pour  le 
nouveau  système  de  variables. 

Désignons  par^'i,  l'î,  ...,^/iles  nouvelles  variables  et  introduisons  pour 
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un  instant  une  variable  auxiliaire  t,  dont  la  différentielle  dt  égale  la  valeur 

dûPf 
commune  des  rapports  -^-*  Les  équations  (i)  s'écrivent 

On  aura  alors 

dt        dxi    de        ôxi    dt       "  '      dxn    dt 

et,  en  tenant  compte  des  équations  (i)', 

dyi  _y.    àyi  dyt  _  .  ,      v 

-di-^''ô^,^"'^^''lji„-^^^'^' 

Le  système  des  équations  différentielles  est  donc  devenu 

.     V  dy^  _dy^_        _dyn 

v'"/  "v      —     V      —  *  •  •  —  ~v      ' 

où  Ton  a  posé  Y/  =  k{yi). 

Observons  du  reste  que  la  fonction  A(ô)  est  une  expression  invariante. 
On  a  en  effet 


mais 


dXl  OVi    ÔXi  Oy*  ÔXi  ~^'"         f)y^   dXi  jLàÔXi  Ova' 


âxi       àyi  Oxi        Oyi  dxt       '"      dyn  àxt       jULôxi  Oyp' 
il  vient  donc 


p 


(f'^t  Oyp~  jLâ     ^  dyp 


Ainsi,  A (6)  peut  se  représenter  au  moyen  des  j^,  en  appliquant  aux 
équations  (10)  la  règle  qui  a  permis  de  construire  A (0)  au  moyen  des 
équations  (i).  Observons  que  ceci  ne  serait  plus  vrai  si,  au  lieu  de 
prendre  les  Y/  égaux  aux  expressions  A(^/),  on  les  prenait  simplement 
proportionnels  à  ces  quantités. 

Ceci  posé,  soient  Oi,  Oj,  . . . ,  On-i  un  système  de  {n  —  i)  intégrales  indé- 
pendantes, 0  une  fonction  arbitraire  et  Mo  le  multiplicateur  qui  vérifie 
l'identité 

(•')  MoAvQ)=  .  — :• 

U^Xly    Xi,      .     .     .,    Xfl) 

Opérons  un  changement  de  variables;  on  aura,  d'après  une  propriété 
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classique  des  délcrminants  fonclionnels,^i,  ^2«  "">yn  éiant  les  variables 
nouvelles, 

D(Q,Qi,  ...,Qn-i)  ^  D(0,Oi O/i-i)  D{T,.Xi Xn>i 

t>(jK!,  Vs,  ...,.r/i)        D(j:i,a^,,  ...,^/i)   I^Crit^î*  '"O^n) 

L'identité  Cii)  nous  donne  donc 

p(^-^» x„)  ^         rwo^o,^,^,^., ) 

ce  qui  prouve  que,  avec  les  nouvelles  variables,  la  fonction 

M,  «,      \j(.r\,  T^^  .  .  .  ,  Xn) 

est  un  multiplicateur. 

Soit  alors  M  un  multiplicateur  quelconque  pour  les  variables  ari,j*î — 
a7„,  cl  désignons  toujours  par  Mq  le  multiplicateur  de  Tidenlité  (ii).  On  a, 
comme  nous  l'avons  démontré, 

M  =  MoX, 

où  À  est  une  intégrale  ;  nous  aurons  donc 

»,  lyjXx.TA Xn)  __  ..    Dix^.x^.  . .  .,x„)  .  _         . 

Mais  puisque  IMJ,  est,  ainsi  qu'on  vient  de  le  prouver,  un  multiplicateur 
relatif  aux  variables  ^'1,  j'.,'  •••?  J'/i  5  puisque,  en  second  lieu,  X  est  une 
intégrale,  iM'oX  est  un  multiplicateur  pour  les  variables  ri>  J^2^  •••?>'/>• 

Donc   enfin,    M  ■; — ^ — —     '—'"'—    est   un  multiplicateur  pour   les  nou- 

1>«  >-i,  lo,  . . .  .y.,  ) 

vellcs  variables.  De  là  ce  ihéorcme  : 

Si  M  est  un  multiplicateur  pour  les  t)ari<ibles  X\,  Xi, r„.  le  pro- 
duit de  M  par  le  déterminant  fonctionnel  .  - — - "-  est  un  multi- 

plicateur  pour  les  nouvelles  variables  y \^  y i,  . .  .^yn- 

Ce  ibéorème  est  la  base  de  toute  la  tbéorie  du  multiplicateur. 

ion.  Usage  du  multiplicateur. —  Supposons  (jue  l'on  connaisse  k  inté- 
grales in<lépondantes  01,0*.  . . . ,  0^  ;  |)renons  ti  variables  nouvelles  >i, 
)'2,  • . .  ,yn  parmi  lesquelles  les  k  dernières  seront  liées  aux  x  par  les  formules 

yn-k^\  =  ^1'  ,V„-/,4  2  -   Oi y„  —  0^. 

Les   équations  différentielles   vont   se   simplifier,    car  on    a    maintenant 
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Y/=  A(j7)=  o,  si  i  >  n  —  k.  Nous  aurons  donc  les  équations  suivantes  : 

1  l*  1/i-A  O  O 

Nous    pourrons   alors    réduire    ce    système    aux    n  —  k  —  i    premières 
équations 

V*"*/  V      —    V      —  •••  —  "v  ' 

*  1  »!  1  «-A- 

à  la  condition  de  regarder /;i_ah-i,  j^„-jl.^.2,  ,,.,yn  comme  des  constantes 
numériques. 
Si  Ton  connaissait  au  début  un  multiplicateur  M  avec  les  variables  x^  le 

produit  M'  =  M  j- — ^ — '''*''  ^^  sera  un  multiplicateur  avec  les  variablesj^, 

en  sorte  que  Ton  aura 

(i3)  2^   — ■ =o; 


1  =  1 


àyi 


ainsi,  M',  où  yn-k+\^  yn-k^'î  -  -  -,  yn  sont  regardés  comme  des  constantes, 
est  un  multiplicateur  pour  le  système  réduit  (12). 

497.  Dernier  multiplicateur.  —  Supposons,  par  exemple,  que  Ton  con- 
naisse {n  —  'i)  intégrales,  en  sorte  qu'il  ne  manque  plus  qu'a/ie  intégrale 
pour  que  le  problème  de  l'intégration  soit  achevé.  Le  système  (12)  se 
réduit  à  l'équation  unique 

dvi  _  dvi 

ou  encore 

Ya  dfi  —  Yi  dvi  =  o. 

Si  l'on  connaissait  un  facteur  intégrant  |x  de  cette  équation,  on  obtien- 
drait la  dernière  équation  finie  qui  manque  en  écrivant 


/ 


\L{\idy\  —  Xxdfi)  =  const. 
Or,  l'équation  (i3),  qui  se  réduit  ici  à 


^>>'i  (^y 


—  c> 


2 


exprime  que  M'  est  un  pareil  facteur  intégrant.  De  là,  le  nom  de  dernier 
multiplicateur  donné  par  Jacobi  à  cette  fonction  M'. 

Ainsi,  la  connaissance  d'un  multiplicateur  permet  de  limiter  l'intégration 
du  problème  à  la  recherche  de  (/i  —  a)  intégrales;  une  simple  quadra- 
ture permettra  ensuite  de  former  la  dernière  équation  finie  qui  manque. 
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498.  Exemple.  —  Dans  la  pratique,  pour  profiter  d'intégrales  connues, 
il  sera  naturel  d'éliminer  certaines  des  variables  à  l'aide  de  ces  intégrales. 

Comme  il  importe  d'arriver  à  un  résultat  précis,  nous  présenterons  celte 
élimination  sous  la  forme  suivante  : 

Soient  Xn-k-hi  >  ^n-k-ht,  . . . ,  a?^  les  k  variables  que  Ton  veut  éliminer  en 
profitant  de  k  intégrales  connues,  61,  O^, ..  .,6a-;  cette  élimination  revient 
à  faire  le  changement  de  variables 


(M) 


yi  =ari, 

» 

» 

yn-k-hi  =  6i(a7i,a:j, .. 

'  •  »  ^n)  j 

J^/i-Ar-4-î  =  Oj(ari,a:j, . . 

"t^nh 

Nous  admettons,  il  est  vrai,  que  les  k  dernières  équations  sont  réso- 
lubles par  rapport  aux  k  variables  Xn-k'+iy  ^n-k-htf'^^n^  c'esl-à-dirc 
que  le  déterminant  des  k  fonctions  6,  par  rapport  à  ces  variables,  n'est  pas 
nul.  Or  cette  hypothèse  est  légitime,  attendu  que  si  tous  les  déterminants 
à  k  colonnes  tirés  du  Tableau 


()0,      (>0, 


00 1 

OXn 
dXn 


àf)k      àOk 


()xi     OXi 


à()k 
âXn 


étaient  nuls,  les  intégrales  G/  seraient  liées  par  une  relation;  elles  ne  se- 
raient pas  indépendantes.  Un  au  moins  de  ces  déterminants  n'est  pas  nul 

p                                                 .        D(0,,...,0;t.) 
et  1  on  peut  supposer  que  ce  soit  ^r — ^^ — ■ ^^* 

Observons  môme  à  ce  propos  que  le  déterminant  fonctionnel 
est  l'inverse  du  déterminant  r^.  '        .9  qui,  eu  égard  à  la  forme 


CHAPITRE    XXV.    —    ÉQUATIONS    CANONIQUES.  445 

particulière  des  équations  (i4))  se  réduit  précisément  au  déterminant 

D(8i,0j, . .  .,Ôa) 

t'  C  ^n  —  A-f-l  j  •  •  •  î  ^n  ) 

Ceci  étant,  avec  les  nouvelles  variables  j^i,j^i, .  ..,j^n»  les  équations 
différentielles  deviennent 

iyi  =  ?^  =       =  dyn-k  __  dyn-k^\  _       _  dyn 
Yi  Yj        " * '        \n-k  o  ' '         o 

Observons  que y^^yt, . .  ",ya-k  sont  les  variables  primitives  Xj,  arj,  . . ., 
Xn-k'j  ^1  c*est  donc  A(a:i),  c'est-à-dire  Xj,  mais  X|  où  l'on  a,  au  moyen 
des  équations  (i4)}  remplacé  les  variables  Xn-k-*-tf  ••  'y^n  par  leurs  valeurs 
en  fonctions  de  a?!,  x^, . .' . ,  x„-k  et  des  variables  nouvelles  y„-k-hii . .  • ,  J^/i, 
lesquelles  doivent  être  regardées  comme  des  constantes.  Convenons  de 
représenter  par  (Xi)  la  fonction  Xi  où  cette  substitution  a  été  opérée, 
et  de  même  pour  (X2),  (X3),  ....  Nous  aurons  ainsi  le  système  réduit 

/  r\  dxi   _   dXj   __       __    dxn-k  , 

^^  (Xo^cx,)  (X„_,-)' 

et  d'après  le  théorème  général,  si  M  est  un  multiplicateur  pour  le  système 
primitif  d'équations  différentielles,  le  quotient 

M 


D(fit,Oi,....ftA) 

sera  un  multiplicateur  pour  le  système  réduit  (i5). 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ne  connaisse  qu'une  intégrale  et  qu'on 

veuille  en  profiter  pour  se  débarrasser  d'une  variable  x^,  et  réduire  le 

système    d'équations  différentielles.   Si   0|   est    cette  intégrale;  si  M  est 

M 
un  multiplicateur  dans  le  système  primitif,  -rv —  sera  un  multiplicateur 

àxn 
pour  le  système  qui  résulte  de  l'élimination  de  x^  au  moyen  de  l'inté- 
grale. 

Jacobi  a  donné  l'exemple  suivant  : 

Soit  l'équation  différentielle 

(16)  g:  =/(^,y). 

dy 
Si  l'on  introduit  la  variable  j^'  =  -j-y  cette  équation  est  équivalente  au 

système  suivant  : 

tjn\  ^/  dy  _dx 

^^^  A^.y)  ""  y  -   I  ' 


446  DEIXIKME    PARTIK.   —    DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES. 

L'expression  que  nous  avons  désignée  plus  haut  par  Q  se  réduit  ici 
à  zéro.  Donc,  d'après  une  remarque  déjà  faite,  M  =  i  est  un  multipli- 
cateur. 

Supposons  alors  que  Ton  connaisse  une  intégrale 

(i8)  o{x,y,y)  =  c 

du  système(i7).  On  pourra  tirer  de  cette  équation  j^'  en  fonction  dear,/,  c, 

(19)  y  =  ^(^.y,c). 

Nous  aurons  alors  le  système  réduit 
pour  lequel-— — est  un  multiplicateur;  en  sorte  qu'en  définitive 

Cîyt  une  différentielle  exacte,  lorsque  l'on  y  remplace  j/*'  par  sa  valeur  tirée 
(le  l'équation  (18), 

i09.  Application  aux  équations  canoniques.  —  La  théorie  du  muliipli- 
cateur  trouve,  dans  les  équations  de  la  Dynamique,  une  de  ses  principales 
applications. 

Reprenons,  en  effet,  les  équations  canoniques 

_^/<7t_  _     drj2_   _        _     rlf/r,     __     <://>i     _        _     (Ipn     _    ,. 


équations  qui  conviennent  aux  problèmes  de  Dynamique,  dans  l'hypothèse 
d'une   fonction    de   forces   et  plus   généralement  aux   problèmes   dits   de 
variations,  dans  le  genre  de  ceux  qui  ont  été  traités  Tome  I. 
n  désigne  une  fonction  de  71,  </•,  . . .,  7,,,  /?i,  />2,  . . .,  />„,  t.  Si  l'on  forme 
la  quantité  12,  on  constate  qu'elle  est  nulle.  On  trouve,  en  effet, 

i  i 

Donc,  M  =  I  est  un  multiplicateur. 

Les  équations  canoniques  (70)  offrent  ainsi  un  vaste  champ  d'applications 
à  la  théorie  du  multiplicateur. 

S'il  n'y  a  pas  de  fonction  de  forces,  mais  si  la  force  ne  dépend  pas  des 
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vitesses,  il  en  est  de  même.  Dans  ce  cas,  en  effet,  le  système  canonique 
prend  la  forme 

^^^      âG    "    dG  f)G    "* 


dp, 

dp»            _., 

dG       ^ 

OG       ^    -'*'' 

dpi  àp'^  Opu 

où  Qi,  Qî,  ...,Q/»  sont  des  fonctions  de  ^i,  q^,  ...,  qn^  t.  On  constate 
qu'ici  encore  il  est  nul  et  que  i  est  un  multiplicateur. 

Il  faut  2/1  intégrales  pour  que  Tintégration  puisse  être  regardée  comme 
achevée  ;  mais,  à  cause  de  Texistence  du  multiplicateur  i ,  il  suffira  d'en  con- 
naître (2/1  —  i)  pour  être  à  même  de  ramener  le  problème  à  une  quadrature. 

Autres  causes  de  simplification.  —  D'autres  causes  de  simplification 
peuvent  se  présenter.  Par  exemple,  si  la  force  vive  et  les  forces  ne  dé- 
pendent pas  explicitement  du  temps,  on  pourra,  dans  les  équations  (20)  [ou 
(2i),  selon  le  cas],  mettre  de  côté  la  dernière  équation,  celle  qui  contient 
la  différentielle  du  temps.  Le  système  des  (2/1  —  i)  équations  restantes 
admet  le  multiplicateur  i.  Lors  donc  que  Ton  connaîtra  in  —  2  intégrales, 
on  aura  une  (2/1—  i)'""®  équation  finie  par  une  quadrature.  Quant  au 
temps,  une  fois  les  variables  ^1,  q^y  . . .,  </«,  /?i,  /?2,  . . .,  /?«,  exprimées  en 
fonction  de  l'une  d'elles  et  des  (2/1 — 1)  constantes  d'intégration,  on  aura 
une  relation  entre  la  variable  indépendante  et  le  temps  par  la  quadrature 

ùpi 

S'il  existe  une  fonction  de  forces  indépendante  du  temps,  on  connaît  une 
des .(2/1  —  2)  intégrales  qu'il  suffit  de  connaître;  en  sorte  que,  dans  ce  cas, 
il  suffit  de  connaître  {in  —  3)  intégrales  autres  que  celle  des  forces  vives, 
pour  être  à  même  d'achever  complètement  le  problème.  Si  /i  =  2,  par 
exemple,  il  suffit  d'M/ie  intégrale  autre  que  celle  des  forces  vives. 

Ainsi,  dans  le  cas  des  forces  centrales,  cette  intégrale  qui  décide,  en 
quelque  sorte,  de  la  possibilité  de  l'intégration  complète  du  problème, 
c'est  l'intégrale  des  aires. 

Mais  il  est  encore  une  source  de  simplifications  dont  l'importance  a  été 
bien  mise  en  lumière  par  Jacobi. 

Supposons  que  l'une  des  variables,  qn  par  exemple,  ne  figure  pas  expli- 
citement dans  H;  on  a  alors  - — =  o,  et,  en  vertu  des  équations  (èo), 

^qn 

—^  =  o.  D'où  d'abord  l'intégrale /?«=  const.  En  outre,  puisque  qn  ne  fi- 
gure dans  les  équations  que  par  sa  différentielle,  on  peut  mettre  à  part 
l'équation 

(23)  dqn^dq^ 

cm^      o\\_ 

"dp  a  Opi 
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et  se  borner  aux  équations 


(a4) 


on  c^H    ~      OH  on 


* 


Opi  Opn-l  Oçi  Oq„^i 


au  nombre  de  2 /t  —  3  et  pour  lesquelles  i  est  un  multiplicateur; /^ji  y  re- 
présente une  constante  arbitraire.  Il  suffira  de  connaître  (2/1  —  4)  inié- 
grales  pour  être  ramené  finalement  à  une  quadrature;  et,  comme  H  est 
une  intéjijrale,  on  voit  qu'il  suffira  de  (2/1  —  5)  intégrales  autres  que  celle 
<l(»s  forces  vives  ou  que  pn  =  constante,  pour  que  l'intégration  du  système 
(7.4)  soit  assurée.  Une  fois  ce  système  intégré,  l'équation  (23)  fournira 
par  quadrature  une  relation  entre  Çn  et  les  autres  variables,  et  enfin  une 
dornièrc  quadrature  (2*2)  fournira  la  relation  entre  le  temps  /  et  les  va- 
riables géométriques. 

Ainsi,  en  résumé,  dans  ce  cas,  la  connaissance  de  (2/1  —  5)  intégrales 
autres  que  celle  des  forces  vives  ou  que /?;,  =  const.  assure  l'intégration 
complète  du   problème. 

Les  divers  cas  de  mouvement  d'un  corps  solide  que  Ton  a  pu  intégrer 
jusqu'à  ce  jour  présentent  des  applications  de  cette  remarque. 

Considérons,  par  exemple,  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe,  avec  une  fonction  de  forces  indépendante  du  temps.  La  position 
du  corps  dépend  des  trois  angles  d'Euler  6,  cp,  <]/  (voir  dans  ce  Tome,  p.  189 et 
suivantes);  or  la  force  vive  ne  contient  pas  <]/  explicitement;  si  donc  la  fonc- 
tion de  forces  n'en  dépend  pas  non  plus,  on  sera  précisément  dans  le 
ras  traité  tout  à  riicure.  L'angle  ^^  v  tient  la  place  de  la  variable  q,,  et  Tin- 

tégralo  pn=  coust.  dépendra  de  la  dérivée  —--'  Comme  ici  -in  —  5  —  i,  il 

suffira  de  connaître  une  intégrale  autre  que  />„=const.,  et  autre  aussi 
que  l'intégrale  des  forces  vives,  pour  que  le  problème  soit  susceptible 
d'une  intégration  complète. 

Tel  est  le  cas  d'un  corps  pesant  de  révolution,  suspendu  par  un  point  de 
son  axe. 

Pareillement,  c'est  pour  avoir  trou>é  les  conditions  d'existence  d'une 
intégrale  nou\elle  que  M™"  Kowalewski  a  pu  parvenir  à  résoudre  complè- 
tement un  cas  nouveau  du  problème  d'un  corps  pesant  mobile  autour  d'un 
|)(>int  li\e. 

C'e>t  ce  qui  explique  que,  dans  ce  genre  de  questions,  tous  les  efforts  se 
portent  sur  la  recherche  d'une  intégrale  nouvelle.  Cette  recherche  est 
souvent  indirecte,  en  ce  sens  que  l'on  essaye  de  s'imposer  a  priori  une 
condition  déterminée  pour  l'intégrale,  comme  d'être  algébrique  ou  uni- 
forme, et  que  l'on  s'efforce  de  particulariser  les  données  de  la  question 
pour  que  les  conditions  d'existence  d'une  pareille  intégrale  se  trouvent 
réalisées.  Cette  méthode  a  quelquefois  réussi  :  le  cas  de  M"*  Kowalewski 
en  fait  foi. 
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500.  Application.  Problème  de  M.  de  Brun.  —  Les  molécules  d'un 
corps  solide  sonl  attirées  par  un  plan  fixe  proportionnellement  à  la  dis- 
tance; trouver  le  mouvement,  en  supposant  que  le  corps  a  un  point  fixe 
dans  le  plan  attirant. 

Soient  0  le  point  fixe,  Oar,  Oy,  Oz  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs 
à  ce  point  :  OM  la  perpendiculaire  élevée  en  0  au  plan  fixe  et  y»  y',  t"  ^^^ 
cosinus  directeurs  de  cette  perpendiculaire.  La  masse  [i,  de  coordonnées 
X,  y,  -5,  est  soumise  à  une  force  égale  à  K{i(y^  ^-t'J'"+~t''5)  et  dont  y»  t', 
y'  sont  les  cosinus  directeurs.  En  conséquence,  le  moment  résultant  des 
forces  appliquées,  pris  par  rapport  à  l'axe  Ox,  sera 

^I^jKy'Cy^H-T'^  +  T'-)  — f^^KY'CY^-t-Yy-HT'-s) 

=  KyY(2'^*>''-2^^') 

=  Ky'y'(G~B), 

et  de  même  pour  les  moments  relatifs  aux  deux  autres  axes  Oy,  Oz.  Les 
équations  d'Euler  s'écrivent  donc 

A  J  =  (B-C)C9r-KYY) 
(a5)  {'  B^^-  =  (C-A)(rp-KfY) 


cj  =(X-B)(pq-K-iY); 


on  a  d'ailleurs 


dy  ciY  (h" 

(26)  -l  =  ,Y-7ï%         -ir=/'T^-''n         -^  =  <I1-pY' 

On  possède  ainsi  six  équations  diflerentielles  qui  définissent  p,  q,  r,  y, 
y',  y'  ^^  fonction  du  temps.  Supposons  que  l'on  ait  intégré  ces  équations. 
Désignons  par  0,  ^,  '^  les  angles  d'Euler,  en  supposant  que  Taxe  fixe  Ozi 
est  perpendiculaire  au  plan  attirant  et  que  les  deux  autres  axes  fixes  Ox\^ 
oy\  sont  dans  ce  plan;  on  a,  comme  on  sait, 

Y=sin«psinO,        y'=  coscp  sinO,   "     y'^^osO, 

en  sorte  que  les  angles  cp,  0  seront  connus  en  fonction  du  temps.  Quant  à 
l'angle  <}/,  on  le  déduira  par  quadrature  de  l'équation 

(27)  r  =  ty'cos6-h  o'. 

Il  suffit  donc  d'intégrer  le  système  des  équations  (^5)  et  (26). 
II.  29 
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On  peut  laisser  de  côté  le  temps  qui  sera  donné  par  une  quadrature, 
puisqu^l  ne  figure  pas  explicitement  dans  les  équations  (aS)  et  (26).  Nous 
n'avons  dès  lors  à  nous  occuper  que  des  cinq  équations 

I\  dp  ^  B  dq  _  Cdr 

(B-C)(yr-KYW')  ""  (C-A)(r/>-KY'T)  ""  (A-B){pq^Krt') 
_      ^v      ^      dY      __     df 
n'—9^'     pi'—n     9^— Pi' 

lesquelles  admettent  un  multiplicateur  égal  à  Tunité,  comme  on  le  constate 
aisément.  11  suffira  donc  de  connaître  quatre  intégrales  pour  être  ramené 
aux  quadratures.  Or,  on  connaît  déjà  trois  intégrales  :  celle  des  forces 
vives  qui  s'écrit 

(•29)  A/?«-hB^«-f-Cr«-f-K(AY*-HBY'*-hCY'*)  =  /, 

celle  des  aires 

(3o)  A/?Y-f-B^Y'-f-CrY''=  /i 

et  ensuite 

(3i)  Y*^"ï''"*"  Y**  =  c^"st.  =  I  ; 

/  et  II  sont  deux  constantes  arbitraires.  La  constante  de  Téquation  (3i) 
doit  être  prise  égale  à  i. 

Si  donc  on  connaît  une  quatrième  intégrale,  le  problème  s'achève  par 
une  quadrature.  Or,  en  effet,  on  vérifie  que 

i'H)  AV^-T-  B2^2-+-  C2r2—  K(BCy2-4-  GAy'2-t- ABy'-)  =  U_ 

est  une  quatrième  intégrale. 

Le  problème  se  ramène  donc  aux  quadratures.  En  partant  des  formules 
préccdentus,  il  serait  aisé  de  prouver  que  les  quadratures  portent  sur  des 
différentielles  totales  algébriques.  C'est  le  résultat  auquel  a  été  conduit 
M.  Kobb  dans  un  article  inséré  au  Tome  XXIIl  du  Bulletin  des  Sciences 
nialhématiques.  11  serait  intéressant  de  faire  une  étude  plus  approfondie 
de  ces  intégrales,  mais  ce  n'est  pas  la  place  ici  (*). 


9   • 


VI.  -  PROPRIETES  DES  INTEGRALES. 
INVARIANTS  INTÉGRAUX. 

?>01.  Intégrales.  —  Considérons  le  système  d'équations 

où  X|,  X2,  ....  X„  sont  des  fonctions  de  t,  Tj,  X2,  ..  .,  2r„. 

(')  M.  (le  Brun  a  introduit,  dans  son  expression  de  la  force,  une  fonction  de 
la  distance  au  point  fixe;  mais  cette  fonction  disparait  naturellement  des  équa- 
tions et  n'a  aucun  rùlc. 
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Soit  ^i(tyXi,  , ,  .,Xn)i  02(/,  a:j,  • .  .,t«),  . . .,  ^ni^i^u  •  «î^/i)  un  sys- 
tème de  n  intégrales  indépendantes;  pour  chaque  système  de  solutions 
des  équations  (33),  61,  6t,  .. .,  6/»  ont  des  valeurs  constantes  «i,  ai,  ...,«/} 
et  les  divers  systèmes  de  solutions  des  équations  (33)  se  différentient  par 
les  valeurs  de  ces  constantes. 

Soient  Xi,  x^,  . . .,  Xn\  x\,  x\^  - . .,  a?^  deux  systèmes  différents  de  solu- 
tions; si  Ton  désigne  par  Xj ,  X,,  . . . ,  X^  ce  que  deviennent  Xi,  Xs,  . . .,  X^i 
quand  on  y  remplace  les  x  par  les  x\  les  variables  x*  vérifient  le  système 
d'équations 

/q/\  dx^   ,  dx^  „,  o-^n  Y' 

Si  l'on  considère  à  la  fois  les  systèmes  d'équations  (33)  et  (34),  le  sys- 
tème ainsi  obtenu  admet  des  intégrales  X^x^^x^^  . . . ,  a:;,  ;  a?', ,  a?, , arj,,  <)  où 
figurent  les  deux  séries  de  variables  a"|,  ,,  ,^  Xa\  x\y  . ..,  x\.  Nous  dirons 
d'une  telle  intégrale  qu'elle  dépend  de  deux  solutions  différentes  du  sys- 
tème (33).  Prenons  un  exemple  simple,  celui  d'un  point  attiré  par  un 
centre,  dans  un  plan,  proportionnellement  à  la  distance.  Les  équations  du 
problème  s'écrivent 

dxx  dxi  . 

dx\  __    ,  dx\  __         j    , 

di  ~'^*'       ■^T""''  •^»' 

où  ari,  x\  sont  les  coordonnées  rectangulaires  du  point.  Les  intégrales  de 
ce  problème  seront  en  général  des  fonctions  dépendant  de  deux  solutions 
du  système  unique 

dx\  dxi  - 

-rfr  =  ''«'     -^=-''^' 

On  peut,  de  même,  concevoir  des  intégrales  dépendant  de  trois,  quatre 
ou  d'un  plus  grand  nombre  de  solutions. 

Un  cas  intéressant  et  important  est  celui  des  intégrales  dépendant  de 
plusieurs  solutions  infiniment  voisines.  Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  là  : 

Soit  a*!,  Xf,  ...,  Xn  un  système  de  solutions  des  équations  (33)  et 
art  -h  oa?i,  jpj-h  oa?,»  • .  -,  ^«t-  0^/1  un  système  de  solutions  infiniment  voi- 
sin du  premier.  On  aura 

— i — — =  X,( /,:r,-f- 0^1,^2 -h  oj-t,  ...,a-„-h  or«)     (1=  1,  2, . . .,  /i), 

en  tenant  compte  des  équations  (33),  il  viendra  donc 
^__.  dùXi       d\i  ^  ô\/ ^  <>X/  -x  ,. 
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Ces  équations,  qui  permetleni  d'étudier  les  solutions  \oisines  d'une  so- 
lution donnée,  ont  été  introduites  par  M.  Poincaré,  qui  les  appelle  les 
équations  aux  variations  des  solutions  du  système  (33). 

Considérons  maintenant  une  fonction  homogène  en  8xj,  8aîj,  ,.,,lx,n, 
dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  de  a?!,  arj,  ...,  Xn  et  de  /;  une 
telle  fonction  sera  une  intégrale  dépendant  des  solutions  voisines  xi  et 
Xi-\-  oxiy  si  sa  dérivée  totale  est  nulle  en  vertu  des  équations  (33)  et  (33). 
Soit/ cette  fonction,  on  a 

df  ^df        ^  df  dxi       yç    df    dZxi 

'dt  ~  ~ôt'^  Zà'ôxi'~di  "^  ^àlxi     dt   ' 

I  I 

d'où  la  condition 


ik 


<^«>      vM;^'-^-2;?it^7..i:— 


cette  condition  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que/  soit  une  intégrale; 
elle  doit  avoir  lieu,  quelles  que  soient  les  variations  "^xi  et  quels  que  soient 
les  Xi  et  /.  Supposons  en  particulier  que  les  fonctions  X  ne  dépendent  pas 
explicitement  de  t\  il  est  aisé  de  montrer  que,  si  dans  la  fonction  /  on 
remplace  les  oa;/  par  les  quantités  X/,  la  fonction  F  ainsi  obtenue  est  unr 
intégrale.  La  fonction  /(/,J"i,  . . . ,  J7„  ;  o.ri,  ...,oj7„)  est  en  effet  devenue 
F  =/(^  j:*!,  . . .,  a:,,;  Xj,  . . .,  X«).  On  a  donc 

I 

dV       i\f       V  '\f'  '^'''>        V   'V   d\i 


dt         i)t 


ICI    OJ     (U'i         ICI    lij     </\/ 

2d'ô'n   dt  '^  Zd~^)\i  ~dT 


innis 


di  '  \Zd  Ojn,     dt    ~~  Zd  llvl 


k  k 


on  a  donc 


dV        Of        v^   ///*  ,.         V   '^f   '^^/  V. 


df  rit         ^  ôr,  Jmk  0\,  O.r/, 

i  i\  k 

et   cori    est    nul,   car   le  second    membre  est   ce   que   devient    le   pronuer 
membre  de  (36)  <]uand  on  y  prend  les  oj?/  proportionnels  aux  \/.  Ainsi 

— --  —  o,  V  est  une  mle^rale. 
dt 


:\0±.  Théorème   de   M.  Kœnigs.    —   Prenons,   par  exemple,   la    forme 
linéaire 

/*  =  Zi  o^-j  H-  Zj o./'i  -h ...-+-  Z/,  ^jj',i , 

où  les  Z/  sont  des  fonctions  de  .ri,  r*.  . .  . ,  j-,^  et  de  t. 
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Pour  exprimer  que /est  une  intégrale,  nous  écrirons  que  l'on  a 


df      "^  dSéi  ^         "^  ^  ^  dxi 

"^    '  -   0  — ,—  =:  o, 


1 


ou  encore 


n 


('^>         s=2;ï--i;-^-^-=- 


1 

ce  qui  s'écrit  encore 


.»ji 


(38)  8  {y^  X,eÀ  +2  (5' 2^'—  ■'''2'')  =  °- 

L'équation  (38)  se  prête  aisément  à  la  démonstration  d'un  élégant  théo- 
rème, dû  à  M.  Koenigs(^),  qui  établit  un  lien  entre  les  intégrales  linéaires 
telles  que /et  la  réduction  au  type  canonique  d'un  système  yae/co/iyi/e 
d'équations  diiTérentiellcs. 

Les  formes  linéaires  de  différentielles  telles  que  /  ont  été  l'objet  d'études 
nombreuses,  et  Pfaff,  notamment,  s'est  proposé  de  les  ramener  à  certains 
types  canoniques  (voir  Darboux,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques ^ 
t.  XVII,  p.  i6;  1882). 

On  démontre  en  effet  que  toute  forme  linéaire  de  différentielles  peut 
être  ramenée  à  l'un  des  deux  types 

(A)  -iô^,-f-.S2  0^a-r-...-h  Zp^Yp—ly, 

(B)  -,5^,  _H...-u  zp^y,,, 


où  les  variables  yjy\i  .-'^ypi  ^i»  ^2r  --'^  ^p  sont  indépendantes  entre 
elles.  L'obtention  de  ces  formes  réduites  exige  l'intégration  de  certaines 
équations  différentielles  pour  lesquelles  nous  renverrons  au  Mémoire  de 
M.  Darboux. 

Supposons,  dès  lors,  qu'on  ait  appliqué  le  procédé  de  réduction  à  la 
forme  /,  en  regardant  t  comme  une  constante,  et  que  l'on  soit  parvenu, 
par  exemple,  au  type  (A),  qui  contient  ip-\-i  variables. 

Il  pourra  arriver  que  ip  -f- 1  soit  moindre  que  n  ;  alors,  en  adjoignant 
à  y^  y\i  y^i  "  *i  yp^  ^ij  ^j»  .-î^/»  un  nombre  de  variables  i/i,...,i/^ 
égal  'd  q  z=  n  —  2/>  —  I,  on  pourra  prendre  pour  nouvelles  variables  les^, 
les  z  et  les  u. 


(')  Comptes  rendus^  décembre  1895. 
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Le  système  des  équations  différentielles  devi'^nùra,  «'vecces  variables, 

(39)  '    ^   ""    ^'  ^'^   "  ^' 

{      """zT z7  -"07  1J7  ""    ' 

où  Y,  Yi,  ...  Y,,,  Z|,  Zj.  . .  .yZpj  Ui,  ...,  U^  sont  des  fonctions  des  variables 

y^yii  •  •  •?  ^1»  •  •  •>  '^lï . . .,  «^7  et  t. 

La  condition  (38)  devient,  puisque  l'on  a  ici /=  \^  >3/oy/ — o^, 

(40)  S  (  2  «'Y,-Y  j  +2  (Z,Sj/-  Y/05f  ^  =  o. 

Posons 

p 

(4i)  H='^ziyt-y, 

1 

il  viendra 

(4a)  oU  -4-2  (Z/ V7-  Y.o;:,.)  =  o, 


d'où,  puisque  ceci  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  les  5, 

Oyi  Ozi 

on  aura  ensuite 


v=2.,v,-n.2-£;-H- 


Le  système  des  équations  { \\)  a  donc  la  forme  suivanie 

et  puis 

On  est  ainsi  ramone  au   système  canonique  (43),  suivi  du  système  de* 
équations  (44)  et  (45). 
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Si,  au  lieu  du  type  (A),  on  était  arrivé  au  type  (B),  on  eût  procédé  de 
même,  on  aurait  eu  la  condition 

Posons 

H  =2^'^" 
il  viendra,  comme  plus  haut, 

Li  —  —  -7 —  9  1 1  =  H-  -7—  ' 

djTi  dzi 

en  sorte  que  la  fonction  H  vérifie  ici  Téquation 


„=2.v,.2.S 


c'est-à-dire  que  H  est  homogène  et  du  degré  i  d'homogénéité  par  rapport 
aux  z. 

Le  système  des  équations  difTérentielles  devient  alors 

^^^  dt  ~      dzi'  dt  ~~  dyt' 

avec 

<^7)  -rfr  =  ""     ••••      rff  =  ^»- 

On  démontre  aisément  que  si  n  est  impair  et  si/  est  une  intégrale  quel- 
conque, linéaire  par  rapport  aux  variations,  c'est  le  type  (A)  qui  est 
atteint  et  /i  =  2/?-f-i;  si  au  contraire  n  est  pair,  c'est  le  type  (B)  et 
n  =  ip.  Ainsi,  en  général,  le  système  complémentaire  des  équations  (45) 
ou  (47)  n'existe  pas,  et  l'on  est  ramené  a  un  système  canonique  avec  ou 
sans  l'équation  (44)  selon  la  parité  de  n. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  de  n  impair,  et  supposons  que  l'on  donne  l'in- 
tégrale \  S/8a7/,  qui,  par  la  réduction  au  type  canonique  se  réduit  à 

1  =  1  k=.V 

On  aura  en  particulier,  si  les  S/  sont  indépendantes  de  la  variable  ^, 


^  S/  dxj  =  ^  Zk dyu—  dy, 
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OU  en  se  rappelant  que 

dxi-  Xidt,        dyk=-h  —  dt,        dy  =  i—  H  -h^  Zk-^  \  dt, 

(48)        2=.x.=H-2..g-2..g=H. 

t 

Ainsi,  la  somme  ^  S/X/  se  réduit  justement  à  la  fonction  principale  11. 

Si  H  est  indépendant  du  temps,  on  sait  que  H  est  une  intégrale. 

Tel  sera  le  cas  si  les  X  et  les  S  ne  dépendent  pas  du  temps. 

On  remarquera  que,  dans  tous  les  cas,  l'équation  (44)  se  réduit  à  une 
simple  quadrature. 

Le  cas  de  n  pair  donne  lieu  à  des  remarques  toutes  semblables. 

503.  Théorème  de  Poisson.  -~  La  considération  des  intégrales  dé- 
pendant, non  plus  de  deux,  mais  de  trois  solutions  infiniment  voisines, 
conduit  par  une  voie  nouvelle  au  théorème  de  Poisson,  ainsi  que  M.  Poin- 
caré  l'a  montré. 

Considérons  en  effet  un  système  canonique 

^.    ^  dqt        ÔW  dpi  d\\  .. 


Soit  p\^ pt*  ••  •,/'«?  ^1»  ^if  '  •  '^  Çn  un  système  de  solutions  et  pi-\-  o/?/, 
Çi-^og,-]  pi-h^'piy  qi-\-oq,  deux  systèmes  de  solutions  voisins  du 
premier. 

La  forme  bilinéairc 


) 


est  une  intégrale.  On  s'en  rend  compte  en  partant  d'une  identité  générale 
concernant  les  formes  linéaires  des  différentielles. 
Soit 

une  forme  linéaire  de  différentielles;  posons  de  même 

puis 

Prenons  trois  systèmes  de  différentielles,  d^  o,  o',  on  a  identiquement 
(  5o  )  d^ii'  -h  oegv/  -h  l' e^g  =  o. 
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Cela  revient  à  constater  que 

d(^ei'  —  S'eg)  -h  8(  S'es—  sego  -h  o'{det—  8e)  =  o, 

ce  qui  est  une  identité. 

Prenons  alors  pour  O5  la  forme  ^ /?,  8^1- ;  on  voit  que  l'on  a 

d'où,  d'après  Tidentité  (5o), 

Or,  on  a 

^rf5  =  y]  {dpiùqi—  dçiùpi)  =  —  8H  d(, 

BrfS'  =  —  o'  n  dt, 

si  Ton   suppose  que  les  différentielles   d  correspondent  à  une  variation 
de  la  variable  t^  en  sorte  que  les  équations  (49)  soient  satisfaites. 
On  a  ainsi 

-  df=  8'e,/5—  oQul'  =  —  8'8H  rf/  -h  00' H  dt  =  o. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 
Soit  réciproquement 

une  forme  linéaire  intégrale  et  posons 

où  e  désigne  une  constante  infiniment  petite;  je  disque /j, H- ô'/>/,  y, H- 8'^/ 
est  un  système  dé  solutions  voisin  du  système  de  solutions  />/,  Çi. 
On  a  en  effet,  par  hypothèse, 

I 
c'est-à-dire,  en  remplaçant  -^  t  -~  par  leurs  valeurs  (49)^ 

I 

Cette  relation  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  les  8/?/  et  les  8^/  ;  il  vient  donc 

P  P 
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équations  qui  s'écrivent,  en  remplaçant  Q/,  P/  par  les  quantités  propor- 
tionnelles ^'çij  ^'pii 

P  P 

et  pareillement 

c'est-à-dire  que  les  3'^/,  8'/?/  vérifient  les  équations  aux  variations  des 
équations  (49)* 

On  déduit  de  là  la  conséquence  suivante  : 

Soit  *(^i,7j,  . . . ,  qniPi^Pt}  •  •  'iPm  0  ^^^  intégrale  des  équations (49)- 
Il  est  clair  que  84>  est  une  intégrale  dépendant  de  deux  solutions  voisines; 
or 


donc,  d'après  le  théorème  précédent,  ^'  qi=  t  ■-— ,  8'/?,  =  —  s  - —  sont  des 

api  oqi 

solutions  des  équations  aux  variations. 

De  même,  avec  une  autre  intégrale  *i,   ^'qi^t  — — ,  Z" pi=.  —  s'- — 

api        *  àçi 

seront  encore  des  solutions  de  l'équation  aux  variations. 

Mais  on  a  vu  que  la  somme 

2^(ù  qi<»"pi—Opifi'qi) 

i 

est  une  intégrale;  donc 

"^  A>1>  <)<l»i        0^  ^*^^\ 
ÂêÀ  \Opi   ôqi        Oqi  ~dp,  / 

i 

est  une  intégrale;  on  rclrouve  le  théorème  de  Poisson. 

Nous  terminerons  en  faisant  connaître  la  définition   des  nouveaux  clé- 
ments que  M.  Poincaré  a  introduits  sous  le  nom  d'invariants  intégraux. 

304.  Invariants  intégraux.  —  Reprenons  le  système  d'équations  diffé- 

(lor  ' 
renliclles    (33),   -—  =  X/;  convenons  de  regarder  x^^x^,  ...,Xn  comme 

les  coordonnées  d'un  point  dans  un  espace  à  n  dimensions  et  t  représen- 
tera une  mesure  du  temps.  Les  équations  (33)  définissent  une  famille  de 
courbes  (G);  une  courbe  et  un  mouvement  sur  cette  courbe  sont  définis 
si  l'on  donne  la  position  x^y,  x^y  . . . ,  xj  du  mobile  à  une  époque  t^.  Appe- 
lons Po  celte  position  initiale  et  P  la  position  occupée  ensuite  par  le  mo- 
bile à  l'époque  /. 
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Imaginons  que  Ton  fasse  décrire  à  P^  un  certain  espace  à  k  dimensions  Ej.  ; 
le  point  P  décrira  lui-même  un  certain  espace  à  k  dimensions  E^.  Par 
exemple,  si  le  point  Po  décrit  un  arc  de  courbe  EJ,  le  point  P  décrira  un 
autre  arc  Ef. 

Arrêtons-nous  d'abord  à  ce  premier  cas;  convenons  de  désigner  par  le 
symbole  ô  les  variations  qui  correspondent  au  déplacement  de  P  sur 
Tare  El  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  Po  sur  l'arc  EJ. 

Considérons  une  expression  linéaire  de  la  forme 

Si  OTi  -+-  Sj  oaTj  -f- .  .  .  -h  Hrt  OJ^rt» 

où  les  S/  sont  des  fonctions  de  Xi,  ^j,  . . . ,  a?;,  et  de  /,  et  prenons  l'intégrale 


-> 


1  ^X\  -h  ^2  OXj  -h ...  -4-  Jl„  OXn. 


le  long  de  l'arc  E|.  Les  variables  xx^x^,  . . .,  ar„  sont  des  fonctions  de  t  et 
des  coordonnées,  initiales  x\,x\^  ...,ar2  du  point  P^.  Quand  ce  dernier 
point  se  déplace  sur  l'arc  E},  les  xj  sont  fonctions  d'un  paramètre  X  qui 
prend  les  valeurs  Xq,  Xi  aux  extrémités  de  l'arc.  Les  Xt  dans  l'intégrale  I 
sont  donc  aussi  des  fonctions  de  X  et  de  ^  sur  l'arc  Ei,  t  restant  constant 
pendant  l'intégration. 

Or  faisons  maintenant  varier  le  temps  t\  alors,  les  limites  de  l'inté- 
grale I  restent  Xq  et  Xj,  mais,  comme  l'élément  dépend  de  ty  I  n'en  appa- 
raît pas  moins  comme  une  fonction  de  t.  Il  peut  arriver  que  cette  fonction 
de  t  se  réduise  à  une  constante,  quel  que  soit  l'arc  E^.  On  dit  alors  que 
1  est  un  invariant  intégral. 

Pour  que  1  soit  un  invariant  intégral,  il  faut  que  —  soit  nul,   quel   que 

soit  l'arc  d'intégration.  On  en  déduit,  puisque  les  limites  Xi,Xo  de  l'inté- 
grale sont  indépendantes  du  temps,  que  la  dérivée  de  la  quantité  sous  le 
signe  somme,  doit  être  nulle, 

^  (S,OT, -4-...-hS«8xn)  =  o. 

Autrement  dit,  pour  que  I  soit  un  invariant  intégral,  il  faut  et  il  suffit  que 

Si  OTi  -h  Sj  OTj  -4- ...  H-  S,,  o:r,j 

soit  une  intégrale  dépendant  de  deux  solutions  voisines. 

Si,  au  lieu  de  prendre  un  élément  linéaire  par  rapport  aux  o,  on  prend  un 
élément  qui  soit  la  racine  m''™*  d'une  forme /(^,  a^i,  ...,a:„,  Sjti,  . . .,  ô.r;i) 
homogène  et  d'ordre  m  par  rapport  aux  8,  on  pourra,  de  même,  considérer 
l'intégrale  d'arc 

1=/    //(/,  J^i,  . .  .,^rt,  8^1,  . . .,  oa-n)» 
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et  la  condition  pour  que  I  soit  un  invariant  intégral  retient  à  dire  que 
y*  est  une  intégrale  dépendant  de  deux  solutions  voisines  oti,  jr^,  ...,Xg 

et  Xj  -i-  O-Tj.   .  .  .,X„-*-  OXfl. 

La  question  des  invariants  intégraux  représentés  par  des  intégrales 
simples  se  ramène  donc  à  celle  des  intégrales  dépendant  de  deux  solu- 
tions voisines. 

Mais  on  peut  concevoir  aussi  des  invariants  intégraux  représentés  par 
des  intégrales  multiples. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  point  P^  décrive  un  espace  Ef  à  deui 
dimensions  et  limité;  le  point  P  en  décrira  un  autre  E].  Désignons  encore 
par  0  les  déplacements  effectués  sur  cet  espace  Ej,  et  considérons  rinlé- 
grale  double 


étendue  à  l'espace  Ej.  Quand  P**  décrit  l'espace  EJ,  les  coordonnées 
xj,  .. .,  xj  sont  des  fonctions  de  deux  paramètres  X,  jx  et  les  xi,  .  ..jXg 
sont  également  des  fonctions  de  /  et  de  ces  deux  paramètres.  L'intégrale  I 
prendrait,  si  Ton  introduisait  les  variables  X,  ti,  la  forme 

i.k 

et  les  limites  d'intégration  ne  dépendraient  pas  du  temps. 

Cependant,  comme  les  Ma  et  les  x,  dépendent  du  lemps,  l'intégrale  1 
en  dépendra  généralement.  Pour  qu'elle  en  soit  indépenJanle,  il  faudra 
que  l'on  ait 

Si  ceci  a  lieu,  comme  on  l'a  déjà  supposé,  quelle  que  «oit  la  forme  et 
quelle  que  soit  l'étendue  de  l'espace  EJ  et,  par  suite,  de  l'espace  Ej,  il  est 
clair  que  celte  équation  doit  avoir  lieu,  quelles  que  soient  les  fonctions 
de  X.  a,  qu'on  a  prises  pour  les  xf  et.  par  suite,  pour  les  x/.  Or.  quand  À  varie 

de  oÀ,  x/ varie  de  o'x,  =  — ^'  oÀ,  et  il  saute  aux  yeux  que  les  ox/  vérifient 
les  équations  aux  variations  des  équations  (,33);  de  même,  pour  les  varia- 
tions  o'x,=  -^Y^  ûti  correspondant  à  la  seule  variation  de  it.  D'après  cela, 
l'équation  pourra  s'écrire 

-J»       7lM/iH.^>|0Vyt  — o'xii-o'x/)    =o: 
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elle  exprime  que  la  fonction 


461 


/  =  2  M/A(o'j:'/o''jrA.—  S'ar^to"^,) 


i,k 


est  une  intégrale    dépendant   de    trois   solutions  voisines,  xi^  x,-\-ù'xij 
jr/-f-  à' Xi, 

Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  des  équations  canoniques,  nous  avons 
vu  que  la  somme 


2(^'^^-^>'-^'^/'^» 


est  une  intégrale  quand  les  8'/?/,  o'qi  et  8'/?/,  o'gi  sont  deux  systèmes  de 
solutions  des  équations  aux  variations;  cela  équivaut  à  dire  que  l'intégrale 
«louble  / 

1  =  /  I  (dpidgi-^  (ipidf/i-^,  .  .-^  dpn(ffjfn) 

est  un  invariant  intégral. 

On  peut  considérer  de  la  même  façon  des  intégrales  A"'''**,  représentant 
des  invariants  intégraux,  c'est-à-dire  dont  la  dérivée  par  rapport  au  temps 
soit  nulle,  et  cela,  quel  que  soit  l'espace  E^  suivant  lequel  on  intègre. 

Soit 

k. 

une  telle  intégrale  k  —  uple,  où  les  M:<,p x  sont  des  fonctions  de  x  et 

de  t.  La  condition  -7-  =  o  équivaut  à  la  suivante  : 

af  * 


d^ 
dt 


2»' 


3C,  3,....  A 


oia:-3i     o^j'çj     ...     o'^x 


o^xa     o^j-w 


i   o^J7a     oA-.r^ 


l^x\ 


f    —  O. 


Elle  exprime  que  la  somme  ^>  où  0',  8',  . . .,  0^  sont  X*  symboles  diHé- 

rents  de  difTérenticlles,  est  une  intégrale  dépendant  de  (Ah-i)  solutions 
voisines. 

Prenons,  par  exemple,  l'intégrale  multiple  d'ordre  n 


n. 


-ff-f 


M  8x1,  oy-j, 


0./* 


«• 
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Dire  que  I  est  un  invariant,  c'est  dire  que  le  produit 


P  =  M. 


%a  «Sa 


o^x„ 

Ù^X„ 


=  M.D, 


Ù^Xi      C^Xt 


o^x"  ' 


où  s*,  c',  . . .,  S"  désignent  n  systèmes  différents  de  différentielles,  est  une 
intégrale  dépendant  de  (/t  +  i)  solutions  voisines.  Cherchons  ce  que  doit 

être  la  fonction  M  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  Il  faut  avoir  --j-  =  o,  ou 
La  différentiation  de  D  donne  d'ailleurs 


d^^  Xi 

~~dr 

dD  ^ 

-,-  =         dl 
dt 


o'j-j 


-dT   '*""• 


l^Xn 


l^Xn 


rr'X, 


OÙ  les  points  représentent  {n  —  i)  déterminants  analogues  au  premier  qui 
est  écrit. 

Mais  les  o^x/^  vérifient  les  équations  aux  variations,  en  sorte  que  l'on  a 


'rj.r, 


- —   o»jr, -T-  - —  o>j-, 
axi  OXf 


dt 


OXi  ' 


0\i  ., 
dx^  ^ 


()Xn 


do" Xi        0\i  .  0\i  . 

at  oxi  OXi 


0\, 
OXn 


n 


Eu  substituant  ces  valeurs  dans  le  déterminant  écrit,  on  voit  qu'il  est 
égal  au  produit 

0\^ 


0X\ 


D: 


les   autres   seraient  de  même  égaux  à  — "  D 

°  Oxo 


vient 


dD 


^\i 


dt  ^Oj, 


ÔJ'n 


D,   en   sorte   qu'il 
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d'où,  par  conséquent, 

-di=-^[-di^^Zô^J> 

(l'autre  part,  on  sait  que 


dt   ''  jZà    '  dxi  "^  dt 


Nous  trouvons  donc,  en  définitive, 


--[r-^T-'-^]- 


c'est-à-dire 


2 


d(XfM)       âW 


On  voit  ainsi  que  M  doit  être  un  multiplicateur  au  sens  de  Jacobi. 

On  déduirait  aisément  du  résultat  précédent  la  propriété  d'invariance 
qui  a  été  établie  dès  le  début,  attendu  que,  si  l'on  fait  un  changement  de 
variables  portant  sur  Xi.xt^  . .  .,37^,  le  déterminant  D  se  reproduit  multi- 
plié par  le  déterminant  de  la  transformation  A.  Si  donc,  M  était  un  multi- 
plicateur avec  les  premières  variables,  MA  sera  bien  un  multiplicateur 
pour  les  nouvelles  variables. 

Ce  retour  au  multiplicateur  de  Jacobi  est  très  intéressant,  car  il  mani- 
feste déjà  l'importance  des  notions  nouvelles  dues  à  M.  Poincaré,  puisque 
ce  multiplicateur  n'y  apparaît  que  comme  un  cas  particulier  de  concep- 
tions beaucoup  plus  générales.  Ajoutons  que  l'éminent  géomètre  a  tiré  un 
grand  parti  de  ces  invariants  intégraux  dans  ses  recherches  de  Mécanique, 
notamment  en  ce  qui  concerne  la  stabilité.  Mais  nous  renverrons,  pour  ce 
sujet,  au  livre  de  M.  Poincaré  Sur  les  Méthodes  nouvelles  de  la  Méca- 
nique céleste. 

Dans  une  Note  insérée  en  janvier  1896  aux  Comptes  rendus  de  V Aca- 
démie des  Sciences t  M.  Kœnigs  a  également  étudié  les  invariants  intégraux 
représentés  par  des  intégrales  (n  —  i)  —  uples  de  la  forme 


n —  I. 


1  =  /   /  . . .  /  Mfdxi . .  .dxi-i  dxi^i •  •  'dxnj 

dans  l'hypothèse  où  les  coefficients  X  des  équations  diiïérentielles  sont 
indépendants  de  tj  ainsi  que  les  fonctions  M/.  Si  l'on  pose 
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et  si  a  désigae  une  intégrale  qai  n'annule  pas  B(0),  la  fonction  B(a)  t%X 
un  multiplicateur . 
La  connaissance  de  deux  intégrales  a,  ^  permet  alors  d*en  former  une 

troisième  ^^,    {>  ainsi  que  le  permet  le  théorème  de  Poisson  dans  le  cas 

D(a)  ^ 

des  équations  canoniques. 

EXERCICES. 

1.  Appliquer  la  méthode  d'intégration  de  Jacobi  aux  problèmes  traités  dans 
les  Chapitres  précédents,  ou  proposés  comme  exercices  à  la  fin  de  ces  Chapitres. 

2.  Un  tricdre  trirectangic  OXYZ  tourne  avec  une  vitesse  constante  u  autour 
de  son  arête  OZ,  qui  est  dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesanteur;  il  entraîne 
avec  lui  un  paraboloYde  P  qui,  rapporté  aux  axes  OX,  OY,  OZ,  aurait  pour 
équation 

x^—  y^—  ipz. 

Un  point  M  de  masse  i,  de  poids  gy  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  surface  de  P, 

est  attiré  vers  le  sommet  O  du  paraboloïde  par  une  force  égale  à  --MO;  en 

outre,  MA,  MB  étant  les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  les  génératrices 
rcctilignes  de  P  qui  passent  au  sommet  O,  le  point  M  est  encore  sollicité  par 
deux   forces  dirigées  suivant  les  segments  AM,  DM,  et  égales,  la  première  à 

-^  AM,  la  seconde  à  -^  BM. 
P  P 

La  position  du  mobile  M  sera  définie  par  les  valeurs  des  paramètres  \  ji  qui 

figurent  dans  les  é(iualions 

x-  V*  ^  x^  ^- 


=  1  —  2Z,        — ; —    =  ;JL  H-  -^  z 


A  -  /y     '     A  -h  //  ;i  -r  />         a  —  /> 

des  paraboloïdes  houiofocaux  à  P  et  passant  par  le  point  M. 

Cela  posé,  on  demande  : 

I"  Do  former  l'équation  différentielle  aux  dérivées  partielles  dont,  suivant  le 
théorème  de  Jacobi,  il  suffirait  de  connaître  une  inlégrale  coniplcte  pour  en  dé- 
duire, par  de  simples  différenlialions,  les  équations  du  mouvement  du  point  M; 

j°  De  trouver  celle  intégrale  complète  cl  les  équations  du  mouvement  quand 
on  suppose  w  —  o  ; 

3"  Dinlégrcr  récpialion  de  la  trajectoire  et  d'indicjuer  la  forme  de  celle  ligne 
<]uand,  bi  étant  toujours  nul,  on  a,  à  l'in^-^tant  initial, 

J  (Ix  3-hi>\/.{    .—  f/y  ;)-+-V 


^    y    -2  (It  8         *  ^  ="  lit  X        ^  '  ^ 

{Agrégation.) 

\\.  Transformations  isogonales  en  Mècaniijue,  d'après  M.  Goursat.  —  Con- 
sidérons le  mouvement  d'un  point  matériel  dans  un  plan,  dan*  le  cas  où  il  existe 
une  fonction  de  forces  U(uC,  >-).  La  détermination  des  trajectoires  qui  corres- 
pondent à  une  même  valeur  k  de  la  constante  des  forces  vives  se  ramène  à  la 
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recherche  d'une  intégrale  complète  de  Téquation  aux  dérivées  partielles 

«  mHtï -'<"*'"■ 

Posons  z  =  x-\-yi,  Z  =  X  h- Yt  et  soit  z  =  F(Z)  une  fonction  analytique  de 
ia  variable  complexe  Z;  de  cette  relation,  on  tire 

(3)  :r  =  9(X,Y),       y  =  ^{\,\), 

les  fonctions  cp  et  4'  vériGant  les  conditions 

t%\  ^  —  ^     •      (^?  _       d'^ 

^    '  d\  ~  d\'         d\  ~       ô\' 

Si,  dans  Téquation  (i),on  fait  le  changement  de  variables  défini  par  les  for- 
mules (a),  on  reconnaît  immédiatement  qu'elle  devient 

équation  de  même  forme  que  (i).  Donc,  si  l'on  considère  toutes  les  trajectoires 
correspondant  à  la  fonction  des  forces  V  {Xy  y)  et  à  la  valeur  h  de  la  con- 
stante des  forces  vives,  et  qu'on  soumette  ces  courbes  à  la  transformation 
isogonale  (  a  ),  les  nouvelles  courbes  seront  les  trajectoires  correspondant  à  la 
nouvelle  fonction  des  forces 


[.(..) -..][(S)v(|)'] 


et  à  la  valeur  zéro  de  la  constante  des  forces  vives. 
Par  exemple,  en  prenant 

U  =         '         -4-  ?,        A  =  o, 

\/x*-\-y' 

où  a  et  p  sont  des  constantes,  puis  en  faisant  -z  =  Z*,  x  =  X"—  Y»,  y  =  aXY,  on 
trouve  pour  nouvelle  fonction  de  forces 

4a-+-4?(\'+Y'). 

On  passe  ainsi  de  la  loi  d'attraction  newtonienne  à  la  loi  d'attraction  propor- 
tionnelle à  la  distance.  (Goursat,  Comptes  rendus,  t.  CVIII,  p.  44^-) 

4.  Transformation  de  M.  Darboux.  —  Soit,  en  adoptant  les  notations  du 
n*  487,  un  système  à  liaisons  indépendantes  du  temps,  soumis  à  des  forces  déri- 
vant d'une  fonction  U  ne  contenant  pas  t^  et 


dS 


»  :=  ^  m ( dx* -^  dy* -hdz')^  ^a.^ dq, dq.. 


La  détermination  des  trajectoires  se  ramène,  d'après  le  principe  de  la  moindre 

H.  3o 
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action,  à  la  déterminalioD  des  fonctions  q^,  ^„  '"t  Çk  ^ndant  minimum  l'inté- 
grale 

où  3  et  p  désignent  des  constantes.  Comme  on  peut  écrire  identiquement 


-M 


a  V^'U  dS 


-M 


adS% 


ou 


rfS'-=U</S% 
on  voit  que  : 
Si  Von  sait  trouver  les  trajectoires  du  système  proposé,  la  constante  des 

forces  vives  étant  -t  on  en  déduit  les  trajectoires  d'un  autre  système  à  k  pa- 
ramètres 9,,  ç,,  "-f  Çk  pour  lequel  le  nouveau  dS*  est  donné  par 

et  la  nouvelle  fonction  des  forces  par 


la  nouvelle  constante  des  forces  vives  étant  g* 

Cette  transformation  comprend  la  précédente,  donnée  par  M.  Goursat. 

^Darboux,  Comptes  rendus,  t.  CVIII,  p.  449*) 

5.  Un  système,  assujetti  à  des  liaisons  pouvant  dépendre  du  temps,  est  sollicité 
par  des  forces  dérivant  d'une  fonction  U  des  coordonnées  et  du  temps;  en  outre, 
chaque  point  du  système  subit  une  résistance  de  milieu  proportionnelle  à  sa 
masse  et  à  sa  vitesse.  Démontrer  qu'on  peut,  par  un  changement  de  la  variable 
indépendante  /,  faire  disparaître  ces  résistances  de  milieu,  de  façon  à  pouvoir 
ensuite  appliquer  au  système  les  théorèmes  d'Hamilton  et  de  Jacobi. 

liéponse.  —  Les  équations  du  mouvement  sont,  d'après  la  méthode  des  multi- 
plicateurs de  Lagrange, 


(0 


m^  ——  —  -7—  —  A«r  -7  -  H-  A.  -r-^ 
"   du         ôx,.  "  dt  '  Ox^ 


àfj, 


où  k  est  une  constante  positive,  la  même  dans  toutes  les  équations. 
Faisons  le  changement  de  variable  t  =  c"*'.  Les  équations  prennent  la  forme 


(2) 


m 


d*x^ 

"  dx' 


à  condition  de  poser 


V  = 


F?u, 


On  est  donc  ramené  à  intégrer  les  équations  (a)  qui  sont  les  équations  du 
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moaTement  du  système  donné,  non  soumis  à  la  résistance  de  milieu  et  sollicite 
par  des  forces  dérivant  de  la  nouvelle  fonction  V. 

Od  pourra  donc  appliquer  à  ce  dernier  mouvement  les  méthodes  d'Hamilton 
et  de  Jacobi  ;  on  en  conclura,  en  revenant  à  la  variable  t,  les  intégrales  des  équa- 
tions (i). 

On  pourra  appliquer  cette  méthode  aux  cas  particuliers  suivants  : 

i<*  Mouvement  d'un  seul  point. 

[Ce  problème  a  été  traité  par  M.  Elliot  et  ramené  par  lui,  d'une  autre  manière, 
aux  formes  canoniques  {Comptes  rendus,  1892;  Annales  de  l'École  Normale, 
août  1893).  Voir  également  ce  Voluipe,  p.  48.] 

2*  Mouvement  de  deux  points  pesants  reliés  par  un  fil  inextensible  et  sans 
masse,  chaque  point  subissant  une  résistance  de  milieu  proportionnelle  à  sa 
masse  et  à  sa  vitesse. 

6.  Mouvement  de  trois  points  matériels  m,  m',  m",  situés  dans  un  plan  fixe  el 
s'attirant  mutuellement  suivant  une  fonction  de  la  distance;  les  points  m'  et  m" 
sont  en  outre  assujettis  à  rester  à  des  distances  constantes  de  m  [  Voir  Liou- 
VILLE,  Sur  un  problème  de  Mécanique  {Journal  de  Liouvitle,  2*  série,  t.  III)]. 

La  position  du  système  dépend  de  quatre  paramètres  :  en  prenant  pour  l'un  de 
ces  paramètres  l'angle  a  de  mm'  avec  mm",  on  voit  que  la  fonction  des  forces  ne 
dépend  que  de  a.  Le  problème  se  ramène  à  des  quadratures. 

7.  Soient  9  =  c,  vj/  =  c'  deux  intégrales  des  équations  canoniques;  si  la  paren- 
thèse (?,  «I')  n'est  pas  nulle  et  est  fonction  de  cp  et  de  4^  seulement,  il  existe  tou- 
jours une  fonction  /  de  7  et  <)/  qui,  égalée  à  une  constante,  fournit  une  intégrale 
telle  que  (?,/)  soit  identiquement  égal  à  l'unité. 
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CHAPITRE  XXVI. 


CHOCS  ET  PERCUSSIONS. 


I.  -  PERCUSSIONS  APPLIQUÉES  A  UN  POINT  MATÉRIEL. 

503.  Définitions.  —  Il  peut  arriver  que  les  points  d'un  système 
matériel  changent  brusquement  de  vitesses  dans  un  temps  extrê- 
mement court,  sans  que  le  système  change  sensiblement  de  posi- 
tion. 

Par  exemple,  quand  on  donne  un  coup  de  queue  à  une  bille  de 
billard  immobile,  dans  le  temps  extrêmement  court  pendant  lequel 
la  queue  touche  la  bille,  les  vitesses  des  diflerents  points  de  cette 
bille  prennent  brusquement  des  valeurs  finies,  sans  qu'elle  ait 
sensiblement  changé  de  position  :  la  bille  se  meut  ensuite  sur  le 
lapis  suivant  des  lois  que  nous  avons  étudiées. 

De  même,  une  balle  élastique  lancée  contre  un  mur  rebondit  : 
dans  le  temps  extrêmement  court  pendant  lequel  la  balle  est  en 
contact  avec  le  mur,  sa  position  ne  change  pas  sensiblement^  mais 
les  vitesses  de  ses  différents  points  changent  brusquement,  puisque 
la  balle  qui  se  dirigeait  vers  le  mur  un  instant  avant  le  contact 
s'en  éloigne  immédiatement  après;  à  partir  de  ce  moment  le  mou- 
vement de  la  balle  se  fait  de  nouveau  sous  l'action  de  la  pesanteur, 
dont  l'effet  est  négligeable  pendant  le  temps  très  court  qu'a  duré 
le  contact. 

Lorsque  des  faits  de  ce  genre  se  présentent,  on  dit  que  le  sys- 
tème en  mouvement  subit  des  percussions. 

Ces  phénomènes  étaient  attribués  autrefois  à  ce  qu'on  appelait 
des  forces  instantanées;  mais  on  peut  les  rattacher  très  simple- 
ment aux  théorèmes  généraux  de  la  Dynamique  :  ils  sont  produits 
par  des  forces  extrêmement  grandes  agissant  pendant  un 
temps  extrêmement  court.  Nous  analyserons  d'abord  le  phéno- 
mène pour  un  seul  point  matériel. 
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506.  Percussions  appliquées  à  un  point  matériel.  —  i*^  Une 
percussion,  ConsidcTons  d'abord  un  point  matériel  de  masse  m 
sollicité  par  une  force  F  de  projections  X,  Y,  Z;  les  équations  de 
son  mouvement  sont 

(I)  '"-rfïr=x,        "'rf^r^Y,        "«■^.=2; 

quelle  que  soit  la  loi  de  la  force,  les  quantités  X,  Y,  Z  peuvent 
être  regardées,  pendant  le  mouvement,  comme  des  fonctions  de  t. 
Multiplions  alors  les  deux  membres  de  ces  équations  par  dt  et 
intégrons  de  t^  k  t^  :  nous  aurons 

(»'S),-(»S).=.{-" 

'0 

oùfm-T--]    ^M'^"^")  >*••  désignent  les  valeurs  de  m -^>  •••  j 

aux  instants  t^  et  /q* 

On  appelle  impulsion  de  la  force  X,  Y,  Z  dans  l'intervalle 
^1 — /q  le  vecteur  dont  les  composantes  sont  les  intégrales  des 
seconds  membres.  Les  équations  (2)  expriment  alors  ce  théorème  : 

La  variation  géométrique  de  la  quantité  de  mouvement  du 
point  dans  V intervalle  t^  —  t^  est  égale  à  V impulsion  de  la 
force  agissant  sur  le  point. 

Supposons  que  l'intervalle  /|  —  ^o  soit  très  petit.  Si  la  force 
X,  Y,  Z  n'a  pas  dans  cet  intervalle  une  intensité  très  grande,  les 
seconds  membres  des  équations  (2)  sont  très  petits  et,  par  consé- 
quent, la  vitesse  du  mobile  varie  très  peu  dans  l'intervalle  de 
temps  t%  —  ^0  •  c'est  ce  qui  arrive  pour  le  mouvement  d'un  point 
soumis  à  des  forces  ordinaires  telles  que  la  pesanteur  ou  l'attrac- 
tion newtonienne  d'un  centre  fixe,  etc..  Mais,  si  la  force  X, 
Y,  Z  a,  dans  l'intervalle  très  court  t^  —  /qî  "i^^  intensité  très  grande 

de  Tordre  de  . ->  les  intégrales  des  seconds  membres  ont  des 
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valeurs  finies,  l'impulsion  reste  finie,  et,  par  suite,  la  vitesse  du 
point  subit  une  variation  finie;  d'ailleurs,  le  point  se  déplace 
très  peu  pendant  ce  même  intervalle  de  temps  tt — Iq^  puisque 
sa  vitesse  reste  finie  dans  tout  l'intervalle  :  d'une  façon  précise, 
si  Ton  appelle  V  le  maximum  de  la  vitesse  dans  l'intervalle  consi- 
déré, le  déplacement  du  point  est  moindre  que  V  (l|  —  /o). 

En  résumé,  une  force  très  grande,  agissant  sur  un  point 
pendant  un  temps  très  court,  produit  une  variation  finie  de  la 
vitesse  sans  que  le  point  se  déplace  sensiblement, 

A  titre  de  première  approximation,  considérons  le  cas  idéal 
où  l'intervalle  t^  —  /o  est  infiniment  petit  et  la  force  infiniment 

grande  de  l'ordre  de  ; dans  cet  intervalle.  Alors  le  point  JufriZ 

brusquement  une  variation  finie  de  vitesse  sans  que  sa  posi- 
tion change.  Nous  dirons  que  le  point  m  a  subi  une  percussiont 
et  nous  représenterons  cette  percussion  par  un  vecteur  P  d'ori- 
gine m,  ayant  pour  projections  les  trois  intégrales 

\dt,         b=:        Ydt,         c=  /     Zdt, 

Les  équations  (2)  donnant  la  variation  de  la  vitesse  s'écrivent 
alors 


(3) 


1  ("^î),"'KiOo="-  • 


Ces  équations  permettent  de  mesurer  la  percussion  par  son 
effet.  Soit  mjJLo  la  quantité  de  mouvement  du  point  m  avant  la 

Fig.  271. 


r::^^^»^^ 


percussion  et  m^y  sa  quantité  de  mouvement  après  :  construisons 
la  différence  géométrique  des  vecteurs  m[X|  et  m  [Xq  ;  les  équations 
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(3)  expriment  que  cette  difTérence  géométrique  est  égale  à   la 
percussion  appliquée  au  point.  On  a  donc  symboliquement 

(P)  =  (mfXi)  — (mjxo). 

Cette  relation  détermine  la  percussion  en  fonction  des  quan- 
tités de  mouvement  aux  instants  /q  ^^  ^i  \  inversement,  si  l'on 
connaît  la  quantité  de  mouvement  m  iaq,  avant  la  percussion,  et  la 
percussion  P,  la  quantité  de  mouvement  m[JL| ,  après  la  percussion, 
est  la  somme  géométrique  de  mjjio  et  P. 

2**  Plusieurs  percussions .  Soient  F',  F'',  F"',  .  .  .  plu- 
sieurs forces  agissant  sur  un  point  et  ayant  pour  projections 
(X',  Y',  Z'),  ....  Les  équations  du  mouvement  sont 

m-^  =X'-+-X'-+-X'"-f-..., 
m^  =  Y'-+-Y'-4-Y'"-^..., 
m'^  ^Z'-^-Z'^-Z^H-.... 

Multiplions  les  deux  membres  par  dt^  et  intégrons  de  ^o  à  /|, 
en  posant 

a'=  r  \'dt,        b'=  f  \'dt,        c'=  f   Z'di, 

^to  «^V,  ^t„ 

a'=f\''dt,        0'=  f^'dt,        c'=r'zV^ 

*^/,  *^/,  •'^Z, 


Nous  aurons 


i! 


m"^]    —  ('''^)    =  «'-H  a''H-a*'-+-. . ., 


dx\ 
df  ) 


^'^        ;('"^).-("4),=*'-^*'^*"' 


('''5ï).-('»î),= 


c'-f-c*-+-c"'-+- 


Supposons  rinlervallc  /«  —  Iq  infiniment  petit,  et  les  forces  F', 

F",  F'",  . . .  infiniment  grandes  de  Tordre  de  ; ->  dans  cet  in- 

tervalle;   les  intégrales  a',  6',  c',  a",  6",  c^,  . . .,  ont  des  valeurs 
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finies,  et  définissent  des  percussions  P,  P',  . .  . ,  comme  nous 
venons  de  le  voir. 

Les  équations  (4)  montrent  que  la  variation  de  la  quantité  de 
mouvement  du  point  m  est  la  même  que  s^il  était  soumis  à  une 
percussion  unique  P  de  projections  a,  6,  c,  définies  par  les  rela- 
tions 

a  =  a'-4- a'-+- a*"-!-. . .,     6  =  ô'-h  6'-f- 6*'-i- . . .,     c  =  c'h- c'-h  c*-h 

Cette  percussion  unique  P,  qui  peut  remplacer  les  percussions 
considérées,  est  donc  égale  à  leur  somme  géométrique.  Ainsi,  les 
percussions  appliquées  à  un  point  se  composent  comme  les  forces. 

307.  L'effet  des  forces  ordinaires,  comme  la  pesanteur,  est  nul 
pendant  la  durée  d'une  percussion.  —  En  eflet,  supposons  un 
point  sollicité  par  plusieurs  forces  F',  F",  F'",  . . .,  comme  dans 
le  numéro  précédent;  mais  imaginons  que  la  force  F'  reste  finie 
dans  l'intervalle  infiniment  petit   t^  —  /qî   tandis  que  les  autres 

F",  F'",  .  . .    deviennent  très  grandes,  comme ;  alors  a',  6', 

d  sont  nuls,  tandis  que  a",  fc",  d\  . . .  ont  des  valeurs  différentes 
de  zéro;  les  termes  a',  6',  c'  disparaissent  donc  des  équations  (4) 
et  l'effet  de  la  force  ordinaire  F'  est  négligeable  pendant  l'inter- 
valle /|  —  /,)• 

C'est  ainsi  que,  si  une  balle  heurte  un  mur,  l'action  de  la  pe- 
santeur sur  la  balle,  pendant  le  choc,  est  négligeable  par  rapport 
aux  effets  du  choc. 

508.  Résumé.  Théorèmes  relatifs  à  un  point  matériel,  —  Pour 
abréger  Técriture,  nous    désignerons    par  il  m -y-)  la   quantité 

iin  Y"  j    —  ('^'  777  )  *  c'est-à-dire  la  variation  que  subit  la  quantité 

m  -j-  )  dans  l'intervalle  t^  —  (q. 

T-        '    '     1         '.      .  f        .•         1  (I.r    dv    dz 

bn  gênerai,  a  étant  une  lonclion  de  .r,  j-,  :;,  —  ?  ^»  -y-»  nous 

appellerons  ^u  la  variation   Ux  —  Uq  que  subit  cette  quantités 

dans  Tintervalle  /,,  t^.  Pour  calculer  cette  variation,  il  faut  bien 

dx     dy    dz         ,  .      .  ,. 

remarquer  que  -y-»  -~-f  -tt  seuls  varient,   tandis  que  x,  j',  z  ne 
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varient  pas,  ie  point  ne  changeant  pas  de  position  pendant  la 
durée  de  la  percussion.  Les  équations  (4)  s'écrivent  alors 

(5,  .(»§)=2:-  ^("4)-I'.  K-S)"!" 

Elles  expriment  le  théorème  suivant  : 

La  variation  de  la  projection  de  la  quantité  de  mouve- 
ment d^un  point  sur  un  axe  est  égale  à  la  somme  des  projec- 
tions des  percussions  sur  le  même  axe. 

Faisons  maintenant,  sur  les  formules  (5),  la  combinaison  des 
moments  par  rapport  à  O^;  nous  aurons  une  première  équation 

dans  laquelle  le  second  membre  est  la  somme  des  moments  des 
percussions  par  rapport  kOz.  Quant  au  premier,  nous  l'interpré- 
terons ainsi  :  remarquant  que  x  e\,  y  restent  fixes  par  hypothèse 
pendant  la  percussion,  nous  pourrons  l'écrire 

/         dy  d.r\ 

et  nous  arrivons  à  ce  théorème  : 

La  variation  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  d^un 
point  par  rapport  à  un  axe  est  égale  à  la  somme  des  moments 
des  percussions  par  rapport  à  cet  axe. 

II.  -  PERCUSSIONS  APPLIQUÉES  A  UN  SYSTÈICE. 

509.  Théorèmes  généraux.  —  A  l'aide  des  théorèmes  pré- 
cédents, nous  obtiendrons  facilement  des  théorèmes  généraux 
concernant  les  percussions  dans  les  ensembles  matériels;  nous 
opérerons  absolument  comme  pour  la  recherche  des  théorèmes 
fondamentaux  de  la  dynamique  des  systèmes. 

Nous  partagerons  les  percussions  qui  agissent  sur  chacun  des 
points  m{xjy^z)  du  système  en  deux  catégories.  Dans  la  pre- 
mière, nous  placerons  les  percussions  intérieures  {ai^bi,Ci)^ 
autrement  dit,  les  percussions  résultant  des  forces  intérieures. 
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Toutes  les  autres  percussions  constitueront  la  seconde  catégorie^ 
celle  des  percussions  extérieures  (a^,  i<.,  Cg). 

En  faisant  cette  distinction,  nos  équations  (5)  deviennent  : 

Faisons  la  somme  des  équations  analogues  pour  tous  les  points 
du  système,  nous  aurons,  pour  les  équations  relatives  à  l'axe  des:r, 

2^("'ë)=22'''-*-22'''- 

Dans  le  premier  membre,  nous  pouvons  intervertir  les  signes  A 
et  S,    et  écrire  ^T]''*;77î   dans   le   second  membre,    le    terme 

SSa/  disparaît,  car  les  percussions  intérieures  obéissent  au  prin- 
cipe de  l'égalité  de  Taction  et  de  la  réaction  comme  les  forces  qui 
les  produisent;  on  a  donc 


2(ix        V^"V 


formule  qui  exprime  ce  théorème  : 

Théorème  T.  —  La  variation  de  la  somme  des  projections 
des  quantités  de  mouvement  sur  un  axe  fixe  est  égale  à  la 
somme  des  projections  des  percussions  extérieures  sur  cet  axe. 

On  peut  considérer  ce  théorème  comme  une  conséquence  du 
théorème  général  des  quantités  de  mouvements  projetées;  pour 
Ten  déduire,  il  suffirait  d'intégrer  de  fo  à  ^i  Téquation 

en  ne  conservant,  dans  le  second  membre,  que  les  termes  prove- 
nant des  forces  infiniment  grandes  pendant  l'intervalle  infiniment 
petit  /i  —  /„. 
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On  peut  interpréter  autrement  le  théorème  qui  précède  en  in- 
troduisant le  centre  de  gravité  (Ç,  vj,  Ç)  par  les  formules 

on  a  alors 

K"a)-22:" 

d'où 

Théorème.  —  La  variation  de  la  quantité  de  mouvement  du 
centre  de  gravité  est  la  même  que  si  la  masse  totale  y  était 
concentrée,  et  si  toutes  les  percussions  extérieures  y  étaient 
directement  appliquées. 

Prenons  maintenant  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  pour  un  point  matériel  du  système,  en  séparant  en- 
core les  percussions  en  intérieures  et  extérieures;  nous  aurons 

Ajoutons  les  équations  analogues  pour  tous  les  points  du  système, 
nous  obtiendrons  en  intervertissant  les  signes  S  et  A  dans  le  pre^ 
raier  membre 

où  les  percussions  intérieures  disparaissent  comme  égales  et  di- 
rectement opposées.  L'équation  qui  précède  est  l'expression  du 
théorème  : 

Théorème  II.  —  La  variation  de  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvements,  par  rapport  à  un  axe  fixe  y  est 
égale  à  la  somme  des  moments  des  percussions  extérieures 
par  rapport  à  cet  axe. 

Remarque.  —  Dans  tous  les  théorèmes  qui  précèdent,  nous 
n^avons  parlé  que  d'axes  fixes;  mais  comme,  par  hypothèse,  pen- 
dant la  durée  infiniment  petite  des  percussions,  le  système  ne 
subit  aucun  déplacement,  ces  théorèmes  s'appliquent  à  un  axe  lié 
à  un  des  corps  du  système. 
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in.  -  APPLICATIONS  DES  THÉORÈBŒS  GÉNÉRAUX. 

510.  Choc  direct  de  deux  sphères.  —  Soient  deux  sphères 
homogènes  de  masses  m  et  m'  qui,  à  un  instant  ^O)  viennent  à  se 
heurter.  Le  choc  des  deux  sphères  est  appelé  direct  quand  à  cet 
instant  /q  I^s  deux  sphères  ne  tournent  pas  et  que  les  vitesses  de 
leurs  centres  C  et  C  sont  dirigées  suivant  la  ligne  des  centres  CC. 
Pendant  la  durée  très  courte  du  choc  tt  —  /q,  la  ligne  des  centres 
peut  être  regardée  comme  sensiblement  immobile,  nous  la  pren- 
drons pour  axe  O^;  nous  appellerons  Vq  et  v'^  les  valeurs  algé- 
briques, estimées  suivant  cet  axe,  des  vitesses  des  deux  centres  à 
l'instant  Iq  où  le  choc  commence  et  t^i  et  {>\  les  valeurs  algébriques 
de  ces  vitesses  à  l'instant  ti  où  il  finit.  Nous  pouvons  admettre, 
par  raison  de  symétrie,  que  ces  vitesses  finales  sont  aussi  dirigées 
suivant  Oj:. 

Analysons  sommairement  le  phénomène.  A  partir  de  Tinstant  t^ 
où  les  sphères  se  louchent,  elles  se  déforment  aux  environs  du 
point  de  contact,  leurs  centres  continuent  à  se  rapprocher  un  peu 
jusqu'à  une  distance  minimum  atteinte  à  un  certain  instant  t'] 
pendant  cette  première  phase  du  choc,  il  se  produit  entre  les 
deux  sphères  des  réactions  tondant  à  les  écarter;  ces  réactions  sont 
très  grandes;  leur  travail  est  négatif,  et  la  force  vive  totale  du 
système  va  en  diminuant.  APinstant  /' les  deux  centres  ont  atteint 
la  même  vitesse,  ils  ne  se  rapprochent  plus  et  la  déformation  est 
maximum  ;  à  partir  de  ce  moment,  les  réactions  mutuelles  des 
deux  sphères  continuant  à  agir,  les  deux  sphères  tendent  à  se 
séparer  en  reprenant  leurs  formes  primitives  et,  à  Tinstant  /|, 
elles  ne  se  touchent  plus  que  par  un  point  :  le  choc  est  terminé. 
Pendant  cette  deuxième  phase,  de  l'instant  /'  à  l'instant  /<,  la 
force  vive  du  système  augmente  car  le  travail  des  réactions  est 
posilil. 

Une  première  relation  entre  les  vitesses  aux  instants  t^  et  tt  est 
fournie  par  le  théorème  des  projections  des  quantités  de  mouve- 
ment. Comme  les  forces  ordinaires,  telles  que  la  pesanteur, 
peuvent  être  négligées  pendant  la  durée  très  courle  du  choc,  les 
deux  sphères  constituent  un  système  soumis  uniquement  à  des 
percussions  intérieures.  La  variation  de  la  somme  des  projections 
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des  quantités  de  mouvement  sur  Ox  est  donc  nulle,  et  l'on  a 
l'équation 

(i)  mvi-^  m'v\  =  mvo-^  m'v'^^ 

qu'on  obtiendrait  également  en  écrivant  que  la  vitesse  V  ducenlre 
de  gravité  n'a  pas  varié 


./„/        ./,.' 


-.  __  mvQ-h  m  Vq  __  mvi-h/n  c, 
m  -+-  m'  m  h-  m' 

Pour  achever  de  déterminer  v^  et  v\^  il  faut  faire  des  hypothèses 
sur  la  nature  des  deux  corps. 

I**  Les  corps  sont  parfaitement  mous.  —  On  dit  que  les  corps 
sont  parfaitement  mous,  quand  ils  restent  en  contact  après  le 
choc.  Dans  le  problème  qui  nous  occupe,  cette  hypothèse  se  tra- 
duit par  ç^  =  v\.  On  a  alors,  d'après  la  relation  (i), 


.  ' ..' 


'  *  m  -4-  m 

Dans  ce  cas,  le  choc  se  réduit  à  sa  première  phase,  l'instant  /' 
coïncide  avec  ^|.  Il  y  a  donc  perte  de  force  vive.  C'est  ce  qu'il  est 
facile  de  vérifier;  en  effet,  la  force  vive  perdue  est 

mvl  4-  m  v'^  —  niv\  —  m  v'^ ; 
remplaçant  v%  et  v\  par  leurs  valeurs  (2),  on  trouve 

(3)  —— — iC^'o— ^'i)', 

//i  -+-  m 

quantité  positive.  Cette  perte  doit  s'entendre  comme  une  perte  de 
force  vive  sensible  mécaniquement;  d'après  le  théorème  de  la 
conservation  de  l'énergie,  la  force  vive  ainsi  perdue  doit  se  re- 
trouver sous  une  autre  forme,  par  exemple  sous  forme  de  chaleur. 
Nous  pouvons  faire  sur  cet  exemple  la  vérification  d'un  théorème 
de  Carnot,  que  nous  démontrerons  plus  loin  dans  sa  généralité. 
Remarquons  d'abord  que  le  choc  provient  de  ce  qu'une  nouvelle 
liaison  a  été  brusquement  introduite  dans  le  système;  deux  corps, 
qui  étaient  primitivement  indépendants,  sont  venus  se  mettre  en 
contact;  en  outre,  dans  le  cas  des  corps  mous,  qui  nous  occupe 
actuellement,  cette  liaison  brusquement  inlvoàmie  persiste  après 
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le  choc.  Dans  ces  conditions,  la  force  vive  perdue  est  égale  à  la 
jorce  vive  qu! aurait  le  système  si  chacun  de  ses  points  était 
animé  de  la  vitesse  qiCil  a  perdue  par  V effet  du  choc;  la  vitesse 
perdue  par  un  point  étant,  par  définition,  la  différence  géométrique 
entre  sa  vitesse  après  et  sa  vitesse  avant  le  choc. 

Actuellement,  la  vitesse  perdue  par  chaque  point  de  la  première 
sphère  est  égale  à  la  valeur  absolue  de  Vx  —  ^o»  car  les  vitesses  v^ 
et  (^0  sont  parallèles  à  Ox\  de  même  la  vitesse  perdue  par  chaque 
point  de  la  deuxième  sphère  est  la  valeur  absolue  de  v\  —  v\  ;  la 
force  vive  qui  serait  due  à  ces  vitesses  perdues  est  donc 

en  remplaçant  dans  cette  expression  v^i  et  v\  par  leur  valeur 
commune  (2),  on  trouve  immédiatement  qu'elle  est  égale  à  la 
force  vive  perdue  (3)  calculée  plus  haut. 

2°  Les  corps  sont  parfaitement  élastiques. 

On  dit  que  deux  corps  sont  parfaitement  élastiques  quand  il 
n'y  a  aucune  perte  de  force  vive  dans  leur  choc.  Si  donc  on  sup- 
pose que  les  deux  sphères  satisfassent  à  cette  condition,  on  a  la 
nouvelle  relation 

qui,  jointe  à 

permet  de  déterminer  les  vitesses  inconnues  Vx  et  v\.  Pour  ré- 
soudre ce  système,  nous  l'écrirons 

m(t',  —  t'o)  =  m'Ct'i  —  t'i), 

En  divisant  membre  à  membre  et,  transposant  les  termes,  on 
en  tire 

çi^v\  =  r^,— t'y, 

relation  qui  exprime  que  la  vitesse  relative  des  deux  sphères  n'a 
pas  varié  par  le  choc;  elle  a  seulement  changé  de  signe,  non  de 
grandeur;  posons 

l'équation  précédente  sera  identiquement  satisfaite;  si  nous  por- 
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tons  ces  valeurs  dans  la  deuxième  équation,  nous  avons 


m  —  m  , 

m  -h  m ^  "' 


d'où  Ton  déduit  immédiatement  les  vitesses  finales  (^i  et  v\. 
Si  les  deux  billes  ont  même  masse  (m  =  m')  on  a  a  =  o,  d'où 


Vi=Vo,  v\t-=Vq; 


chacune  des  billes  a,  après  le  choc,  la  vitesse  qu'avait  l'autre 
avant  le  choc,  et  pour  un  observateur  inattentif  tout  se  passe 
comme  si  les  deux  billes  s'étaient  simplement  traversées  sans  mo- 
difier leur  mouvement. 

3®  Cas  intermédiaire.  —  Dans  le  cas  des  corps  absolument 
mous,  nous  avons  vu  que  le  choc  avait  pour  effet  d'annuler  la  vi- 
tesse relative  des  deux  corps;  dans  le  cas  des  corps  élastiques,  le 
choc  en  fait  simplement  changer  le  signe.  On  peut,  avec  Newton, 
essayer  de  se  rendre  compte  de  ce  qui  se  passe  pour  des  corps  im- 
parfaitement élastiques,  en  supposant  que  le  choc  fasse  changer 
le  signe  de  cette  vitesse  relative  et  la  réduise  dans  un  rapport 

donné  k  : 

vi  —  v\  =  X-((^y  — i'o),         (avec  olX:li). 

Si  Ton  a  A"  =  o,  les  corps  sont  parfaitement  mous;  ils  sont  parfai- 
tement élastiques  si  k  est  égal  à  i.  Cette  dernière  équation,  à 
laquelle  nous  joignons  toujours  l'équation  des  quantités  de  mou- 
vement 

permet  de  calculer  les  vitesses  ç^i,  r', .  On  vérifie  aisément  qu'il  y  a 
toujours  perte  de  force  vive,  et  que  cette  perte  a  pour  expression 

-        mm 
^  m  -^  m^  "  '  ' 

c'est-à-dire  le  produit  par  (i  —  A:^)  de  la  perte  de  force  vive  qui 
serait  due  au  choc  si  l'on  supposait  les  corps  parfaitement  mous. 

SI  1 .  Percussions  appliquées  à  un  solide  mobile  autour  d'un  axe 
fixe  0-8.  —  Supposons  que  la  fixité  de  l'axe  Os  ait  été  obtenue  en 
fixant  deux  points  O  et  O'  d'un  solide.  Le  solide  étant  en  mouve- 
ment, on  lui  applique  à  l'instant  ùq  des  percussions  Pi ,  P^ ,  . . . ,  P,|, 
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regardées  comme  connues.  Alors,  la  vitesse  angulaire  de  rotation 
passe  brusquement  de  la  valeur  connue  oiQ  à  une  certaine  valeur 
inconnue  Wi,  qu'il  faut  déterminer.  Appelons  a*v,  J^v^  ^v  les  coor- 
données du  point  d'application  de  la  percussion  Pv,  et  Ay,  6v,  c^, 
les  projections  de  cette  percussion  sur  les  axes.  Le  corps  exercera 
des  percussions  sur  les  points  fixes  O  et  O',  et  ceux-ci  réagiront 
en  exerçant  sur  le  corps  des  percussions  inconnues  P  et  P',  de 
projections  a,  6,  c  et  a',  fc',  c".  Appelons  Mk^  le  moment  d'inertie 
du  corps  par  rapport  à  Oz  :  la  somme  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  des  points  du  corps  par  rapport  è  O^  est  MA'^o). 
Nous  avons  donc,  en  appliquant  le  théorème  des  moments  par 
rapport  à  O^  sous  la  forme  de  la  page  ^jo,  et  posant  Aoj  =  tu,  —  Wq  : 

(1)  ISU»  Aw  =  2  (J^v^v  — 7v«v); 

V 

les  percussions  P  et  P'  n'entrent  pas  dans  cette  formule,  puisque 
leurs  moments  sont  nuls.  Cette  équation  résout  entièrement  le 
problème  :  elle  donne  la  variation  de  vitesse  angulaire  due  aux 
percussions. 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  les  percussions  de 
liaison  P  et  P'.  Nous  appliquerons  pour  cela  le  ihéorcme  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Ox  et  O^,  puis 
le  théorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  par  rapport 
aux  trois  axes;  ce  qui  donnera  les  cinq  équations  nouvelles 

V 
V 
V 


2"  s  =2 


OÙ  h  est  le  z  du  point  O'. 
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Mais,  dans  une  rotation  de  vitesse  angulaire  to,  autour  de  Oz, 
on  a  à  chaque  instant 

dx  dy  dz 

en  remplaçant  les  dérivées  par  ces  valeurs  dans  les  équations 
ci-dessus,  et  remarquant  qu'on  peut  faire  sortir  des  signes  A  les 
quantités  telles  que  ^mxz^  qui  dépendent  seulement  de  la  posi- 
tion du  système,  puisque  le  corps  est  supposé  immobile  pendant 
la  percussion,  nous  obtiendrons 

V 


(2) 


V 

(  51  '"*^  )  Aco  =  y^  ^v  -4-  6  H-  h\ 


\ 


-2 


Cy-¥-  C-\-  C 


Ces  équations  ne  déterminent  pas  entièrement  les  percussions 
P  et  P'";  elles  nous  donnent,  en  effet,  6',  a',  a,  b  et  seulement 
c-\-c';  la  quantité  Ao),  qui  enl^e  dans  les  premiers  membres,  étant 
d'ailleurs  déterminée  par  la  relation  (i). 

512.  Cas  d'une  percussion  unique.  Centre  de  percussion.  — 
Supposons  qu'il  n'y  ait  qu'une  percussion  donnée  P|  («i,  6i,  C|) 
appliquée  au  point  (xi^yt,  Zy)^  et  cherchons  si  l'on  peut  disposer 
de  celte  percussion  de  façon  que  les  appuis  O  et  O'ne  supportent 
aucune  percussion,  c'est-à-dire  que  a,  b,  c,  a',  6',  c/  soient  nuls. 

En  introduisant  ces  conditions  dans  la  dernière  des  équations 
ci-dessus,  nous  obtiendrons 

o  =  c, 

c'est-à-dire  que  la  percussion  donnée   P|  doit  être  perpendicu- 
laire à  l'axe  de  rotation.  Supposons  alors  que  l'on  ait  pris  pour 
lî.  3i 
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plan  des  a:^  le  plan  OiX'y  perpendiculaire  à  Ozj  et  contenant 
cette  percussion,  et,  dans  ce  plan,  un  axe  des  x  perpendiculaire 
à  Pi  ;  on  aura  alors  (Jig*  272) 

«1  =  0,        bi  ^  o,        Cl  =  o,        zi  =  o, 

en  sorte  que  les  quatre  autres  équations  deviendront,  dans  ce 
nouveau  système  d'axes,  en  appelant  z'  la  nouvelle  valeur  de  z  : 

^  nixz'  =  o,  y^  Tnyz'  =  o,  ^  my  =  o,         Au>.  ^mx  =  6|. 

le  facteur  Aw  ^  o  étant  d^ailleurs  donné  par  Téquation  (1  ) 

MA*  Atu  =  xi  61. 

Les  deux  premières  équations  du  groupe  précédent  expriment 
que  O^  est  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  O1  ;  la  troisième, 
que  le  centre  de  gravité  doit  être  situé  dans  le  plan  zO^x^ \  quant 

à  la  quatrième,  si  l'on  y  remplace  Aw  par  sa  valeur  -èrAy  etS/wx 

par  son  expression  MÇ  en  fonction  de  l'abscisse  \  du  centre  de 
gravité,  elle  donne 

En  résumé  : 

Quand  un  corps  solide  est  mobile  autour  d'un  axe  fixe,  pour 
qu'on  puisse  lui  appliquer  une  percussion  telle  que  l'axe  ne  sup- 
porte aucune  percussion,  il  faut  d'abord  que  Taxe  de  rotation  soit 
principal  \iOuv  \in  de  ses  points  0^.  Cette  condition  étant  remplie, 
la  percussion  d'intensité  arbitraire  doit  ôlre  dans  le  plan  mené 
par  ce  point  Oi,  perpendiculairement  à  l'axe  de  rotation  Oz\  elle 
doit  être  normale  au  plan  déterminé  par  le  centre  de  gravité  G  et 
l'axe  ;  enfin  elle  doit  percer  ce  plan  en  un  point  situé,  par  rap- 
port à  l'axe,  du  même  côté  que  le  centre  de  gravité,  à  une  dis- 

tance  de  l'axe  égale  à  -y-*  On  peut  dire  aussi  que  l'axe  Oz  étant 

pris  pour  axe  de  suspension  du  corps  solide,  la  percussion  doit 
être  normale  au  plan  GO^z^  et  appliquée  à  la  projection  A|  du 
point  0<,  pour  lequel  l'axe  est  principal,  sur  l'axe  d'oscillation 
correspondant  à  l'axe  de  suspension  Oz  (n**  362). 

Le  point  d'application  A<  ainsi  déterminé,  se  nomme  centre  de 
percussion  relatif  à  l'axe  Oz. 
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Cas  d'une  plaque.  —  Considérons  le  cas  d'un  corps  d'épais- 
.seur  négligeable,  c'esl-à-dîre  d'une  plaque  infiniment  mince,  assu- 
jettie à  tourner  autour  d'un  axe  Oz  de  son  plan.  Quel  que  soit 
cet  axe,  il  est  possible  de  déterminer  une  percussion  perpendicu- 
laire au  plan  de  la  plaque  et  telle  que  l'axe  de  rotation  ne  subisse 
aucun  choc.  Ceci  tient  à  ce  que  Oz  est  toujours  axe  principal  pour 


p'. 


Fig.  27a. 


G- 


—,  0 


Ôl      "^^        J^ 


A. 


jr' 


Pi 


un  de  ses  points.  En  eflet,  le  plan  de  la  plaque  étant  pris  pour 
plan  des  xz,  transportons  les  axes  Oxyz  en  un  point  Oi,  de 
0^  (00|  =Zi)  en  OiX'y'z;  pour  que  0^  soit  axe  principal  par 
rapport  à  0|,  il  faut  que  l'on  ail  (fig'  272) 


1 


myz  =0, 


2 


mxz'  =  o  ; 


la  première  de  ces  conditions  est  toujours  remplie,  puisque  l'on 
a  ^=0  pour  tous  les  points  du  corps;  quant  à  la  seconde,  en 
vertu  de  la  formule  de  transformation  évidente 


elle  peut  s'écrire 


'  -4-  •. 


^^mr{z  —  z,)  =  o,  ^^  nixz  —  Zi  ^mx  =  o, 
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et  donne 


2 


tnxz 


mx 


2 

il  existe  donc  toujours  sur  O^  un  point  et  un  seul  pour  lequel 
cette  droite  est  axe  principal  d'inertie.  Ceci  posé,  pour  qu'une 
percussion  P4,  appliquée  à  la  plaque,  ne  donne  aucun  choc  à  Taxe, 
il  faut  que  cette  percussion  soit  normale  au  plan  de  la  plaque,  et 
rencontre  Taxe  Oxcd  en  un  point  Aj  à  une  distance  de  l'axe 


c'est-à-dire 


0,A, 

=  Tl  = 

5 

.r,  = 

V,n^ 

•2 

—   • 

2 


mx 


Le  point  A4  est  le  centre  de  percussion  de  la  plaque,  par  rappori 
à  l'axe  O^. 

D'après  ce  qui  précède,  à  chaque  droite  du  plan  correspond  un 
centre  de  percussion.  Si  Ton  pose  ni'=zmx^  les  coordonnées  du 
point  A|  sont 


!."'■'  2 


ni  z 


m  >  m: 


le  centre  de  percussion  de  la  plaque  relatif  à  un  axe  Oz  de  son 
plan,  coïncide  donc  avec  la  position  qu'occuperait  le  centre  de 
gravité,  si  la  masse  de  chaque  élément  était  multipliée  par  sa  dis- 
lance X  à  Taxe. 

Par  exemple,  pour  une  porte  rectangulaire  homogène  de  largeur  /, 
le  centre  de  percussion  est  au  milieu  de  la  hauteur,  à  une  distanc<^ 
de  l'axe  égale  à  |  /. 

."513.  Pendule  balistique.  —  Cet  appareil  est  destiné  à  mesurer  la  vitesse 
<les  projectiles.  Il  est  constitué  par  un  rcce|)teur  en  fonte  rempli  de  terre 
et  rattaché  par  une  lige  rigide  à  un  axe  horizontal  autour  duquel  il  peut 
tourner;   le  projectile,   lancé  horizontalement,  pénètre  dans  la  terre  qui 
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remplit  le  récepteur,  et  s'y  fixe  en  un  point  que  nous  supposerons  être 
dans  le  plan  passant  par  Taxe  et  le  centre  de  gravité.  Par  suite  du  choc 
qui  s*est  produit,  le  pendule  composé,  ainsi  formé,  est  dévié  de  la  verti- 
cale; on  mesure  l'angle  maximum  0  dont  il  s'en  est  écarté  ;  c'est  de  cet 
angle  que  l'on  déduit,  comme  nous  allons  le  voir,  la  vitesse  du  projectile. 
Nous  désignerons  par  m  la  masse  du  boulet,  par  v  sa  vitesse,  et  par  a 
la  distance  de  cette  vitesse  à   l'axe  de  suspension  au  moment  du  choc. 


Soient  en  outre  MA*,  le  moment  d'inertie  du  pendule  balistique,  par  rapport 
à  l'axe,  et  l  la  distance  du  centre  de  gravité  du  pendule  à  cet  axe. 

Nous  appliquerons  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment au  système  formé  par  le  pendule  balistique  et  le  boulet.  Le  moment 
de  la  quantité  de  mouvement  de  ce  système  avant  la  percussion  est  mva, 
puisque  le  boulet  seul  est  en  mouvement.  Si  nous  désignons  par  u>i  la 
vitesse  angulaire  de  rotation  du  pendule  balistique  immédiatement  après 
la  percussion,   la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  est 

devenue 

M  A'  10 1  -f-  ma^  lo i . 


Comme  les  seules  percussions  extérieures  du  système  sont  celles  qui 
proviennent  des  réactions  de  l'axe,  leurs  moments  par  rapport  à  Taxe 
sont  nuls  :  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  n'a  donc 
pas  varié,  et  nous  avons 

mva  =  MA-toi  -h  /na*a)|, 


486  DCCXICXE    PAKTie.   —    DYNAMIQUE    DES    STSTÀMES. 

d*où  noas  tirons 

(I)  P=  0)1. 

ma 

Cherchons  maintenant  la  relation  entre  Qt>i  et  Tangle  d'écart  maximom  0. 
Elle  nous  sera  donnée  par  le  théorème  des  forces  vives  :  quand  noos  pas- 
sons de  la  position  verticale  au  maximum  d'écartement,  la  force  vive  est 
d*abord  (Mi(^*-K/iia')ci>f,  puis  zéro;  mais  le  travail  des  forces,  c'est-à-dire 
des  poids  du  pendule  et  du  projectile,  a  pour  expression 

—  I,  M gl  -i-  mga ) (i  —  cos6 ). 

En  sorte  que  le  théorème  des  forces  vives  nous  donne 

\  M k^  -«-  ma^  >  w]  =iiMgl -i-  mga ) ( i  —  cos 0 ), 

A 

d*où  nous  tirons,  en  remplaçant  i  —  cosQ  par  asin'-y 


Cil 


.     0  ,   /g\  M/  —  ma) 
,  =  2sin  -  1/  ~^v-j- ; 


en  portant  cette  valeur  dans  Tégalité  0),  nous  aurons  enfin 

V  =  ^g{  M/  -+-  ma  )  (  M X*  -r-  ma* )  sin  -  • 

ma  2 

On  voit  donc  que,  si  le  projectile  est  toujours  lancé  à  la  même  distance 
de  Taxe,  sa  vitesse  est  proportionnelle  au  sinus  du  demi-angle  d'écart 
maximum. 

On  tâche  de  lancer  le  projectile  à  une  distance  a  de  Taxe  telle  que 
l'axe  ne  supporte  pas  de  percussion.  Cela  est  possible,  car,  l'appareil  étant 
symétrique  par  rapport  au  plan  vertical  dans  lequel  se  meut  son  centre 
de  gravité,  l'axe  de  suspension  est  principal  pour  le  point  A  projection 
du  centre  de  gravité  sur  l'axe.  Les  conditions  générales  que  nous  avons 
trouvées  montrent  que  le  boplet  doit  se  fixer  en  un  point  de  la  verticale 
du  centre  de  gra\ité,  à  une  distance  de  l'axe  déterminée  par  la  relation 

al  =  A«. 

Si  Ton  se  place  dans  cette  hypothèse,  la  plus  favorable  évidemment  pour 
la  conservation  de  l'appareil,  la  formule  se  simplifie  et  donne,  en  rempla- 
çant A*  par  sa  valeur, 

2  (  M  /  -T-  ma  ) 


V  = 


ni 


51  i.  Corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe.  —  Soit  un 
corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  O,  en  mouvement  sous 
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Faction  de  forces  ordinaires.  Supposons  qu'à  un  instant  Ùq  on  lui 
applique  des  percussions  connues  P|,  P2,  ...,?«:  l'effet  de  ces 
percussions  sera  de  modifier,  dans  un  temps  infiniment  petit 
ti  —  /q,  les  vitesses  des  différents  points  sans  modifier  la  position 
du  corps. 

Les  percussions  extérieures  appliquées  au  corps  sont  les  per- 
cussions données  P|,  P2,  . . . ,  P/i  et  la  percussion  de  réaction  P 
du  point  O.  Prenons  pour  axes  Oxyz  les  axes  principaux  d'iner- 
tie relatifs  au  point  O  :  ces  axes  peuvent  être  regardés  comme 
fixes  pendant  la  durée  de  la  percussion.  Appelons  A,  B,  C  les 
trois  moments  d'inertie  relatifs  aux  trois  axes,  /Jq?  Çoj  ^0  les  com- 
posantes de  la  rotation  instantanée  immédiatement  avant,  et  pty 
q^j  /*«  les  mêmes  composantes  après  la  percussion;  appelons 
d'autre  part  ^,  DIL,  X  les  sommes  des  moments  des  percussions 
données  par  rapport  aux  trois  axes. 

D'après  le  théorème  des  moments,  la  variation  de  la  somme  A/? 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Ox  égale 
la  somme  des  moments  des  percussions  extérieures,  somme  qui  se 
réduit  à  ^,  car  le  moment  de  la  percussion  de  réaction  Pest  nul. 
On  a  ainsi 

on  a  de  même 

d'où  l'on  tire/?!,  yi,  ri  par  des  équations  linéaires. 

Si  l'on  voulait  calculer  la  percussion  de  réaction  P,  il  suffirait 
d'appliquer  le  théorème  des  projections  des  quantités  de  mou- 
vement. 

Exemples.  —  Cas  d'une  seule  percussion,  —  Soient  a,  6,  c  les  pro- 
jections de  la  percussion  unique  sur  les  axes  Oxyz  et  XjJTj  z  les  coor- 
données de  son  point  d'application,  on  a 

4L=7C  —  5^»        d\L=za  —  xCj        ^  =  xb—ya. 

Les  formules  ci-dessus  donnent  alors  pi,  ^j,  r^.  Supposons />o,  ^0»  ''o 
nuls,  c'est-à-dire  le  corps  immobile  à  Tinstant  ^0  î  alors />i,  ç^i,  ri  sont 
donnés  par 

A/>i  =  4l,         B<7i=:01L,        Gri=X. 

Ces  équations  montrent  que  l'axe  de  la  rotation  instantanée  coi,  commu- 
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niquée  par  la  percussion  coDsidérée^  est  le  diamètre  conjugué,  par  rapport 
à  Tellipsoïde  d'inertie,  du  plan  déterminé  par  le  point  O  et  la  percussion. 
En  eiïet,  ce  plan  a  pour  équation,  en  appelant  X,  Y,  Z  les  coordonnées 
courantes, 

<;^Xh-011Y-+-XZ  =  o; 

et  le  diamètre  conjugué  de  ce  plan  dans  l'ellipsoïde 

AX«h-BYîh-GZ«  =  i 
a  pour  équations 


c'est-à-dire 


équations  de  Taxe  a>i. 

515.  Corps  solide  entièrement  libre.  —  Imaginons  un  solide 
libre  animé  d^un  mouvement  connu  :  à  un  instant  /q,  on  fait  agir 
différentes  percussions  P<,  Pa,  ...,P„,  qui  durent  toutes  un 
temps  infiniment  court  ti  —  /o-  Les  vitesses  des  différents  points 
du  corps  subissent  des  variations  brusques,  qu^il  s'agit  de  cal- 
culer. 

On  sait  que  la  distribution  des  vitesses  dans  un  corps  solide 
dépend  seulement  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  et  de  la  rota- 
tion instantanée  a>  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point.  Appelons 
Ç\  V,  ^'  les  composantes  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  suivant 
trois  axes  fixes  OÇtjÎ^,  et/?,  q^  r  les  composantes  de  la  rotation 
instantanée  (o  suivant  les  trois  axes  principaux  d'inertie  du  corps, 
Gxyz,  relatifs  au  centre  de  gravité  ;  affectons,  comme  plus  haut, 
des  indices  o  et  i    les  valeurs  de  ces  six  quantités  aux  instants 

to  et  /<. 

Soient  flTv,  ivî  Cy  les  projections  d'une  des  percussions  Py  sur 
les  axes  fixes  Oçr,!^;  le  théorème  des  quantités  de  mouvement 
projetées  donne  d'abord 

OÙ  M  désigne  la  masse  totale.  Soient  ensuite  41.v>  ^rcv,  Xy  les  mo- 
ments de  la  percussion  Py  par  rapport  aux  axes  principaux  Gxyz, 
le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  (n**  514) 
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appliqué  successivemenl  à  ces  axes,  donne 

(-2)    A(/?,-/>o)  =  S^v,        B(yi-yo)  =  2:011  V,        C(/,-ro)  =  SXv. 

Ces  six  équations  (i)  et  (2)  déterminent  Çj,  r/,,  Çp/>i,  5^0  r|. 
On  pourrait  les  obtenir  immédiatement  en  parlant  des  équations 
du  mouvement  d'un  solide  libre  multipliées  par  dt  et  intégrant 
ces  équations  de  ^0  à  /«. 

Remarque,  —  On  voit  que  les  problèmes  de  percussions  con- 
duisent à  la  résolution  d'équations  algébriques  et  non  à  des  inté- 
grations comme  les  problèmes  de  Dynamique. 

rV.  -  ÉQUATION  GÉNÉRALE  DE  LA  THÉORIE 
DES  PERCUSSIONS.  THÉORÈME  DE  CARNOT. 

516.  Équation  générale.  —  On  peut,  dans  la  théorie  des  per- 
cussions, introduire  un  principe  qui  est  analogue  au  principe  de 
d'Alembert,  dont  il  est  d'ailleurs  une  conséquence  immédiate. 

Soit  un  point  matériel  de  masse  m  et  de  coordonnées  x^  y^  z  \ 
désignons  par  ^',  j^',  5'  les  dérivées  de  a:,  y^  z  par  rapport  au 
temps,  c'est-à-dire  les  projections  de  la  vitesse  du  point.  La  per- 
cussion dure  un  temps  infiniment  court  ti  —  Iq,  Soient  v^  et  v^ 
les  vitesses  du  point  aux  instants  Iq  et  ^1,  et  (v  la  différence  géo- 
métrique des  vecteurs  Vq  et  i'i , 

Ce  vecteur  w  s'appelle  la  vitesse  perdue  par  le  point.  En  appe- 
lant ^'^jj^'^,  z\  t\.x\^y\y  z\  les  projections  de  i'o  et  ç»<,  celles  de 
iv  sont 

Le  vecteur  mw  est  la  quantité  de  mouvement  perdue  :  ses  pro- 
jections sont 

m(ar'o  —  t'i),     wO-'o  —y\),     ni(,z'Q—z\). 

ou  encore 

-A(m^'),     -A(w/),     -A(m5'), 

en  désignant,    comme    plus   haut,    par   à{mx')    la    variation 

m(x\-x',). 
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Ce  segment  nnv  va  jouer  ici  le  même  rôle  que  la  force  d'inertie 
dans  le  principe  de  d'Alembert. 

En  effet,  les  équations  qui  expriment,  pour  un  point,  le  théo- 
rème des  quantités  de  mouvement  projetées  peuvent  s'écrire 

l  —  A(ma7')  H- 2a  =  o, 
(i)  -A(my)H-26  =  o, 

f  —  A(m^')-^Sc  =  o. 

On  les  interprète  en  disant  qu'il  y  a  équilibre  entre  la  quan- 
tité de  mouvement  perdue  et  les  percussions  appliquées  au 
point.  Si  donc  l'on  imprime  au  point  un  déplacement  virtuel 
quelconque  ox,  ùy^  oz,  la  somme  des  travaux  de  la  quantité  de 
mouvement  perdue  et  des  percussions  est  nulle 

—  A(/na?')oa7  —  A(/n^')8^  —  A(m5')G<5  H-  S(aoar-H  60^-4-  cZz)  =  o. 

Imaginons  maintenant  un  système  à  liaisons  sans  frottement 
et  supposons  que,  dans  l'espace  de  temps  infiniment  court  t^  —  /g, 
il  subisse  des  percussions  données  P<,  P2,  . . . ,  P^  de  projections 

(«1,  bu  Cl),     (a,,  bi,  Ci),     

On  pourra  regarder  chaque  point  du  système  comme  libre,  à 
condition  de  lui  appliquer  les  percussions  provenant  des  liaisons 
qui  ont  lieu  dans  Tintervalle  ^<  —  to  ou  percussions  de  liaisons. 

Donc,  si  Ton  imprime  aux  différents  points  des  déplacements 
virtuels  quelconques,  la  somme  des  travaux  des  quantités  de  mou- 
vement perdues,  des  percussions  données  et  des  percussions  de 
liaison  est  nulle.  Mais,  si  les  déplacements  virtuels  imprimés  sont 
compatibles  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  pendant  le  temps  <|  —  ^q, 
la  somme  des  travaux  des  percussions  de  liaison  est  nulle  d'elle- 
même  ;  donc  la  somme  des  travaux  des  quantités  de  mouvement 
perdues  et  des  percussions  données  est  nulle  aussi.  Appelons  ôx, 
5y,  oz  un  déplacement  quelconque  du  point  x,y,  z  compatible 
avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  dans  Tintcrvalle  t^  —  to,  la  propriété 
que  nous  venons  d'exprimer  se  traduit  par  Téquation 

(2)    S[—  A  (m  a?')  007  —  ^{my)^y  —  A(m^')o3  -h  aojr-t-  68^-4-  c8-3]  =  0, 
OÙ  ne  figurent  que  les  percussions  données  (a,  6,  c),  la  somme 
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étant  étendue  à  tous  les  points  du  système.  C^est  là  Péquation  de 
la  théorie  des  percussions  sans  frottement,  jouant  le  même  rôle  que 
Téquation  générale  de  la  Dj^namique  (n®  43o).  Cette  équation  se 
partage  en  autant  d'équations  distinctes  que  les  liaisons  ayant  lieu 
dans  rintervalle  tt  —  /q  laissent  subsister  de  degrés  de  liberté 
dans  le  système. 

Remarque  sur  les  percussions  de  liaison.  —  Nous  avons  admis 
que,  si  les  liaisons  sont  sans  frottement,  pour  un  déplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons,  la  somme  des  travaux  des  percussions 
de  liaison  est  nulle.  11  est  aisé  de  vérifier  cette  propriété,  comme 
nous  Pavons  fait  au  n**  170  pour  les  forces  de  liaison.  Elle  résulte 
de  ce  que  les  percussions  de  liaison  sont  dues  aux  forces  de  liai- 
son agissant  pendant  l'intervalle  de  temps  t^  —  Iq.  Par  exemple, 
si  deux  corps  S  et  S'  sont  en  contact  sans  frottement,  les  forces 
de  liaison  sont  normales  au  plan  tangent  commun,  égales  et  oppo- 
sées :  il  en  résulte  que  les  percussions  provenant  de  cette  liaison 
sont  aussi  normales  au  plan  tangent  commun,  égales  et  opposées. 
En  effet,  appelons  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
commune  aux  deux  corps  en  contact,  N  la  réaction  de  S'  sur  S  : 
les  projections  de  N  sont  Na,  N^,  Ny.  Pendant  le  temps  t^  —  /©» 
N  devient  très  grand  et  donne  naissance  à  une  percussion  de  liai- 
son ayant  pour  projections 

/»'i  /»'i  /»'i 

Jt.  *//.  *//, 

Mais,  comme  les  corps  ne  se  déplacent  pas  sensiblement  pendant 
la  percussion,  on  peut  regarder  a,  ^,  y  comme  indépendants  de  / 
et  écrire  ces  projections 

OL  f'^df,      ^  f^Nde,     ^  f^Ndt, 

La  percussion  de  liaison  de  S'  sur  S  est  un  segment  P  =  /     N  rf^ 

normal  au  plan  tangent  commun.  De  même,  la  percussion  de 
liaison  de  S  sur  S'  est  un  segment  P  égal  et  opposé  à  P,  car  ses 
projections  se  déduisent  des  précédentes  en  les  changeant  de 
signes.  Alors,  pour  un  déplacement  compatible  avec  la  liaison, 
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la  somme  des  travaux  des  percussions  de  liaison  P  et  P  est  nulle. 
On  fera  une  vérification  analogue  pour  les  autres  types  de  liai- 
sons. 

517.  Sur  les  liaisons  existant  au  moment  des  percussions  et  du 
choc.  —  Les  liaisons  qui  existent  au  moment  du  choc  peuvent 
être  de  deux  espèces  :  les  unes  sont  persistantes,  les  autres  ne  le 
sont  pas.  Nous  dippellerons  pe  résistant  es  les  liaisons  qui,  existant 
an  moment  du  choc,  existent  encore  après,  de  telle  sorte  que  le 
déplacement  réel  qui  suit  immédiatement  le  choc  soit  compatible 
avec  ces  liaisons.  Au  contraire,  les  haisons  non  persistantes  sont 
celles  qui,  existant  au  moment  du  choc,  n'exislent  pas  après;  le 
déplacement  réel  qui  suit  immédiatement  le  choc  n'est  pas  com- 
patible avec  ces  liaisons. 

D'après  cela,  les  liaisons  existant  au  moment  du  choc  peuvent 
être  classées  dans  les  catégories  suivantes,  qui  s'excluent  : 

i"  Liaisons  existant  avant,  pendant  et  après  le  choc; 

2^  Liaisons  existant  pendant  et  après,  mais  non  avant; 

3^  Liaisons  existant  avant  et  pendant,  mais  non  après; 

4^  Liaisons  existant  seulement  pendant  le  choc,  mais  n'existant 
ni  avant  ni  après. 

Les  deux  premières  catégories  contiennent  des  liaisons  persis- 
tantes, les  deux  autres  des  liaisons  non  persistantes. 

Par  exemple,  dans  le  pendule  balistique,  le  pendule  est  mobile 
autour  d'un  axe  fixe;  cette  liaison  existe  avant,  pendant  et  après 
la  percussion.  Le  boulet,  primitivement  indépendant  du  pendule, 
vient  brusquement  faire  corps  avec  lui  ;  on  a  ainsi  une  nouvelle 
liaison  dont  la  brusque  réalisation  produit  le  choc  et  qui  existe 
pendant  et  après  le  choc,  mais  non  avant .  Le  déplacement  réel  qui 
suit  le  choc  est,  dans  ce  cas,  compatible  avec  les  liaisons  qui  ont 
lieu  au  moment  du  choc. 

Prenons,  comme  autre  exemple,  le  choc  direct  de  deux  sphères. 
La  percussion  se  produit  parce  que  les  deux  sphères,  primitive- 
ment indépendantes,  se  trouvent  subitement  en  contact;  une  nou- 
velle liaison  est  donc  introduite  brusquement  dans  le  système. 
Cette  liaison  n'existe  pas  avant  la  percussion;  elle  persiste  après 
si  les  corps  sont  parfaitement  mous,  parce  que  les  sphères  restent 
alors  au  contact;  elle  ne  persiste  pas  après  si  les  corps  sont  élas- 
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tiques,  même  imparfaitement,  car  les  sphères  se  séparent  alors 
Immédiatement  après  la  percussion.  Dans  ce  dernier  cas  (sphères 
élastiques),  on  a  une  liaison  existant  pendant  la  percussion,  mais 
n'existant  ni  avant,  ni  après;  le  déplacement  réel  qui  suit  la  per- 
cussion n'est  pas  compatible  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  au 
moment  de  la  percussion. 

EnGn  imaginons  deux  points  reliés  par  un  fil  inextensible  et 
lancés  en  Tair.  Supposons  qu'on  saisisse  brusquement  Tun  des 
deux  points  et  qu'à  ce  moment  le  fil  se  rompe;  alors  on  voit 
qu'une  liaison  a  été  brusquement  introduite  d'une  façon  persis- 
tante, car  un  des  points  devient  et  reste  fixe;  en  même  temps  une 
liaison,  existant  avant  le  choc,  n'existe  plus  après^  car  le  fil  s'est 
rompn\:  cette  liaison  rentre  dans  la  troisième  catégorie. 

ol8.  Conséquences  de  l'équation  générale.  —  Il  est  évident  que 
l'on  peut  déduire  de  l'équation  générale  (2)  des  conséquences  ana- 
logues à  celles  que  nous  avons  déduites  en  Dynamique  de  l'équa- 
tion générale  de  la  Dynamique  établie  dans  le  Chapitre  XXII J. 
Par  exemple,  on  obtiendrait  des  théorèmes  analogues  à  ceux  des 
n"*  4)19  et  410,  en  supposant  successivement  que  les  liaisons 
existant  à  l'instant  de  la  percussion  permettent  une  translation 
d'ensemble  parallèle  à  un  axe,  ou  une  rotation  d'ensemble  autour 
d'un  axe.  Nous  nous  bornerons  à  déduire  de  cette  équation  le 
thi'orème  de  Carnot. 

519.  Théorème  de  Carnot.  —  Imaginons  un  système  à  liaisons 
sans  frottements,  animé  d'un  mouvement  connu.  Puis,  supposons 
qu'à  l'instant  /q  on  introduise  brusquement  dans  le  système  de 
nouvelles  liaisons  sans  frottements;  il  se  produit  alors  un  choc  ou 
une  percussion  qui  dure  un  temps  t^  —  /q  q^e  nous  regardons 
comme  infiniment  court.  Pendant  ce  temps,  les  vitesses  des  diffé- 
rents points  qui  étaient  Tq?  •  •  •  deviennent  Ti,  ...  Actuellement, 
les  percussions  données  de  projections  a,  6,  c  sont  nulles,  car 
les  seules  percussions  agissant  sur  le  système  sont  celles  qui  pro- 
viennent des  liaisons  antérieures  ou  brusquement  introduites. 
L'équation  générale  (2)  devient  alors 

(3)  V  [\{nix')  ox  H-  A  (/n/)  0/  -+-  \(mz')  oz]  =  o, 
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équation  qui  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  déplacements  virtuels 
compatibles  avec  les  liaisons  existant  pendant  les  percussions. 

Le  théorème  de  Carnot  est  alors  le  suivant  :  Si  les  liaisons 
antérieures  et  les  liaisons  brusquement  introduites  subsistent 
après  les  percussions,  la  force  vive  perdue  est  égale  à  la  font 
vive  que  posséderait  le  système  si  chaque  point  était  animé  de 
la  vitesse  quHl  a  perdue. 

En  effet,  Téquation  (3)  étant  vérifiée  pour  tous  les  déplacements 
virtuels  compatibles  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  moment  des 
percussions  est  actuellement  vérifiée  par  le  déplacement  réel  qui 
suit  les  percussions,  puisque  les  liaisons  persistent.  Or,  pour  ce 
déplacement  réel,  on  a 

8ar  =  x\  dt^         oj'  =  y\  dt,         Zz  =  z\  dt, 
et  l'équation  (3)  donne 

2  [l{mx')x\  -f-  A(/wy )y,  -h  \{mz')z\  ]  =  o, 
ou,  en  remplaçant  A  (mx'),  .. .  parleurs  valeurs  m  {x\  —  j-|,), ..., 

^m[{x\-x',)x\-^{y\-y,)y\^(z\-z',)z\]=:o. 

Or,  on  a,  pour  les  vitesses  avant  et  après  les  percussions  el 
pour  la  vitesse  perdue  (v,  les  expressions 


*   1   —  "^1       •    J  \  ''\    ^ 

w^  =  {x,-^  x\Y-r  {y',-  y\y--^  {z',^  z\)^. 


On  vérifie  immédiatement  que,  dans  Téquation  (3),  le  coeffi- 
cient de  m  est  ^(t'f  —  Cy-i-  t^^).  Cette  équation  donne  donc 

Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

La  force  vive  \^  mw'^  s'appelle  la  force  vive  due  aux  vitesses 
perdues. 
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Applications  du  théorème  de  Carnol,  —  Le  théorème  de 
Carnet  joue  dans  la  théorie  des  percussions  un  rôle  analogue  à 
celui  que  joue  le  théorème  des  forces  vives  en  Dynamique.  Il 
détermine  entièrement  l'état  des  vitesses  après  les  percussions, 
toutes  les  fois  que  les  liaisons  antérieures  et  les  liaisons  intro- 
duites brusquement  persistent  après  les  percussions  et  sont  en 
nombre  tel  que  le  système  devienne  un  système  à  liaisons  com- 
plètes. 

En  vue  de  préparer  ces  applications,  nous  ferons  quelques 
remarques  sur  Tévaluation  de  la  force  vive  due  aux  vitesses 
perdues  pour  un  corps  solide  mobile  autour  d\in  axe  fixe  ou  d^un 
point  fixe. 

Corps  solide  mobile  autour  d'un  axe  fixe.  —  Appelons  M/-*  le 
moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  l'axe  fixe  pris  pour  axe  0^^ 
<i>o  et  a>i  les  vitesses  angulaires  de  rotation  du  corps  aux  instants  t^  et  ^i 
où  commencent  et  finissent  les  percussions.  Un  point  m  du  corps  avait  à 
l'instant  ^o  une  vitesse  perpendiculaire  au  plan  mOz  et  égale  à  /'(Oo» 
r  désignant  la  distance  du  point  m  à  l'axe  de  rotation  0^;  à  l'instant  ^i, 
sa  vitesse  est  devenue  rioi  et  a  conservé  la  même  direction.  La  différence 
géométrique  (w)  =  (  1^0 )  —  (i^i)  ou  vitesse  perdue  est  donc  égale  à  la 
valeur  absolue  de  /'(wq — tt>i).  La  force  vive  due  à  cette  vitesse  perdue 
est,  pour  le  point  m,  /?ir*(u)o  —  wi)*,  et,  pour  le  corps  entier, 

Corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe,  —  Soit  O  le  point  fixe, 
Oxyz  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  à  ce  point,  et  A,  B,  G  les 
moments  d'inertie  correspondants.  Avant  les  percussions,  le  corps  est 
animé  d'une  rotation  instantanée  de  composantes  p^,  Çq,  Tq  suivant  les 
axes  Oxjrz^  et  après  les  percussions  il  est  animé  d'une  rotation  décompo- 
santes Pli  Çi,  Ti.  Les  projections  de  la  vitesse  Çq  d'un  point  m(x,  y,  z) 
sont  Çf^z  —  roj^j  r^x — /?o^,  p^y  —  q^x  et  la  force  vive  avant  les  percus- 
sions est  (n*>  388) 

,,.  1   ^^^{{q^z  —  r^yy^-^i^r^x^Pf.zY+ip^y  —  q^xy^X 

(4)  <  ^^ 

(        =A/>J-+-B9rJ-hC/-J. 

On  a  de  même  les  projections  de  la  vitesse  Vi  du  point  m  et  la  force 
vive  finale  A/>î-h  Bçrf-h  Cr}.  La  vitesse  perdue  w  a  pour  projections  les 
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différences  des  projeclions  de  «^o  et  «'i» 

(po—pOy  —  iqo—qi)^, 

et  la  force  vive  due  à  ces  vitesses  perdues  a  une  expression  qui  se  déduit 
de  (4)  par  le  changement  de  />o,  Çot  Tq  en  po  —  />i,  q^ —  çrj,  ro —  rj  ;  elle 
est  donc 

^mwi=  Ar/>o  — /?i)»H-B(7o— ^i)*-4-G(ro.— r,)«. 

Premier  exemple.  Pendule  balistique,  —  Dans  le  pendule  balistique, 
les  percussions  proviennent  d'une  liaison  brusquement  introduite,  persis- 
tant après  les  percussions.  Le  théorème  de  Garnot  s*applique.  Employons 
les  mêmes  notations  qu'au  n°  513. 

Avant  le  choc,  le  pendule  est  immobile;  la  force  vive  totale  du  système 
se  réduit  donc  à  celle  du  boulet  mpj. 

Après  le  choc,  la  vitesse  du  boulet  est  a«oi,  la  vitesse  angulaire  du  pen- 
dule étant  u>i;  la  force  vive  du  système  est  donc  /na^ciif-t-  MA:*aiJ. 

Évaluons  enfin  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues.  La  vitesse  perdue 
par  le  boulet  est  i^o — «W|,  car  les  vitesses  du  boulet,  avant  et  immédia- 
tement après  le  choc,  ont  les  mêmes  directions;  la  force  vive  due  à  la 
vitesse  perdue  par  le  boulet  est  donc  m{vo — awi)*.  La  force  vive  due  aux 
vitesses  perdues  par  les  points  du  pendule  est  M/:'(ti>o — Wi)*,  diaprés  la 
remarque  générale  précédente;  mais,  actuellement,  'jJq  étant  nul,  celtt» 
expression  se  réduit  à  M/^wJ.  Ecrivanl  que  la  force  vive  perdue  est  égale 
à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues,  on  a 

mrj—  ma- toi  —  M  A^wJ  =  m{i\—  rt(o,)2-h  MA*(of. 

Celle  équation,  après  réduction,  donne  pour  Wj  la  valeur  trouvée  dans 
le  n"  oi:{. 

Deuxième  exemple.  —  Soient  deux  poulies  de  rayons  R  et  R'  tournant 
autour  d'axes  parallèles  0  et  O'  avec  des  vitesses  angulaires  dont  les  va- 
leurs algébriques  estimées  dans  un  même  sens  de  rotation  sont  coq  et  co^. 
Un  fil  non  tendu  s'enroule  sur  les  deux  poulies.  11  arrive  un  moment  où 


Fig.  274. 
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0          / 

/ 
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0'^^ 


le  fil  se  tend;  des  percussions  se  produisent.  On  demande  de  trouver  les 
vitesses  angulaires  nouvelles  toj  et  m\  que  prennent  les  poulies,  en  admet- 
tant que  le  Jil  reste  tendu  après  le  choc. 
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Si  nous  désignons  par  fi,  fx'  les  moments  d'inertie  des  poulies  par  rap- 
port à  leurs  axes,  la  force  vive  perdue  par  le  système  est 

Celle  qui  serait  due  aux  vitesses  perdues  est 

le  théorème  de  Carnot  nous  donnera  donc 

jjwiij-f-fi'toi—  {jLtuî— {x'to'i*=  {x(tOo—  a)i)*-^  jJi'(«»*o— ^'i)^- 

ou,  en  simplifiant, 

{10)0(1)1  ^-  k'wqw'j  =  [n»}\  ■+•  {i'a)\*. 

Mais,  le  fil  restant  tendu,  les  vitesses  angulaires  finales  satisfont   à  la 

relation 

Ra),=:  R'u)'i. 

De  ces  deux  équations,  nous  tirerons  les  vitesses  angulaires  cherchées 

_  R^(fjLR'(Oo-hfx^R(o;>) 
***»-  jjiR'ï-+-fi'R*        ' 


,  __  R(HLR^coo-^p.-Ra);) 
jjL  R'ï  -+-  II'  Ri 


U),= 


Troisième  exemple.  —  Imaginons  un  corps  solide  en  mouvement 
autour  d'un  point  fixe  O^  et  supposons  que,  subitement,  on  fixe  un 
deuxième  point  O'  du  corps^  de  sorte  que  le  corps  ne  puisse  plus  quo 
tourner  autour  de  00'.  Cherchons  la  vitesse  de  rotation  finale  wi  autour 
de  00'. 

Le  théorème  de  Carnot  s'applique,  car  on  introduit  une  liaison  per- 
sistante. Prenons  pour  axes  Oxyz  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au 
point  O.  Appelons  A,  B,  C  les  moments  principaux  d'inertie  et/^o,  ^o^  ^o 
les  composantes  de  la  rotation  instantanée  avant  le  choc,  quantités  connues. 

Appelons,  d'autre  part,  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  de  00'  par  rapport 
aux  axes  Oxyz;  ces  quantités  sont  connues,  puisque  le  point  O',  qui  est 
fixé  brusquement,  est  un  point  déterminé  du  corps.  La  rotation  finale  coi, 
autour  de  00',  a  pour  composantes  suivant  les  axes 

/>i  =  aa)i,         <7,=  pti)|,         ri  =  -(b}i. 

Écrivant  que  la  force  vive  perdue  égale  la  force  vive  duc  aux  vitesses 
perdues,  on  a 

A/>î-+-  B^5-^  CrJ  — (Aa«-h  B?«-h  Cy*)w} 

=  A(/7o— awi)«4-B(ç'o—  pwi)«-i-  G(ro— Y^i)'- 
II.  33 
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D'où  Ton  tire 

_  A/?og  -4-  Byo3  -4-  Gtoy 

On  voit  que  si  Ton  avait 

Xfooi  -4-  B^op  -H  GroY  =  o, 

c'est-à-dire  si  poi  Çot  ^o  et  a,  3,  y  étaient  deux  directions  conjuguées  par 
rapport  à  l'ellipsoïde  d'inertie,  on  aurait  (Di  =  o;  le  corps  resterait  immo- 
bile après  le  choc. 

520.  Extension  du  théorème  de  Camot  au  cas  où  certaines  percus- 
sions sont  données.  —  Supposons  qu'en  même  temps  qu*on  introduit  des 
liaisons /?er5«/an/e5,  on  fasse  agir  des  percussions  données  P^,  Pj,  ...,P« 
de  projections  ay,  6v,  Cy.  On  pourra  alors  appliquer  l'équation  générale  (2) 

\   [ —  l{mx')ox  —  \{rny)oy  —  ^{niz')oz  h-  aux  H-  68^  -î-  cùz]  =  o 

au  déplacement  réel  qui  suit  les  percussions  ox  =  x\dl^  oj^  =  r\df, 
oz  =  z\dt'y  car  ce  déplacement  est  compatible  avec  les  liaisons  existant  au 
moment  des  percussions.  On  trouve  ainsi,  par  un  calcul  analogue  à  celui 
du  numéro  précédent, 

^mrj  —^nu^]  ^^mw^  —  'i^{ax\  4-  ôy\  -,-  cz\). 

Comme  w,  ^,  c  sont  les  projections  d'une  des  percussions  données  P  ot 
y, ,  j'',  5  ;;', ,  celles  de  la  vitesse  finale  de  son  point  d'application,  on  a 

a.r\  -h  by\  -^  cz\  ~  P  t'j  cos  (  P,  t'i  ). 

On  obtient  ainsi  ce  théorème  : 

Si  Von  introduit  brusquement  de  nouvelles  liaisons  persistantes  et 
si  l'on  applique  en  nicnie  temps  des  percussions  P  au  système^  la  force 
iHi'c  perdue  est  égale  à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues^  dinii- 
nuée  de  la  somme  des  doubles  produits  de  chacune  des  percussions  V 
par  la  projection  sur  cette  percussion  de  la  vitesse  finale  de  son  point 
d'application. 

Lorsque  toutes  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  moment  des  percussions  ne 
pt.Tî-istcnt  pas  aprè:^,  on  peut  encore  ap|)Iiquer  le  théorème  procèdent,  à 
(ondition  de  compter,  parmi  les  percussions  P,  les  percussions  de  liaison 
provenant  des  liaisons  non  persistantes;  on  peut,  en  eiïet,  supposer  que 
«os  liaisons  n'existent  pas,  pourvu  qu'on  tienne  compte  des  percussions  qui 
on  proviennent. 
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521.  Théorème  de  M.  G.  Robin.  —  Soit  encorje  un  système  dans  le- 
quel on  introduit  brusquement  de  nouvelles  liaisons  persistantes  en  fai- 
sant agir  en  même  temps  des  percussions  données  P. 

Parmi  les  valeurs  en  nombre  infini  que  peuvent  prendre  les  vitesses 
finales  conformément  aux  liaisons,  celles  qu'elles  prennent  réelle- 
ment  rendent  minimum  la  quantité 


Q  =  Vmtv2-r-  2^  PtvcosviP, 


w 


Tel  est  le  théorème  de  M.  Robin  {Comptes  rendus  des  séances  de  VAca- 
demie  des  Sciences,  t.  CV,  p.  6i).  Pour  le  démontrer  appelons  a,  b,  c  les 
projections  de  P;  la  quantité  Q  s'écrit  avec  les  notations  précédentes 

Il  faut  montrer  qu'en  donnant  aux  projections  a?',,  y\^  z\  de  la  vitesse 
finale  de  chaque  point  des  variations  quelconques  Sj^'j,  ^y\->  ^z\  compa- 
tibles avec  les  liaisons,  on  a 

oQ  =  o. 

Or 

:;  ^Q  =  51  f  '^^^ ^ï  ""  "^o ^  ^*^'i  "^  "^  ^-^i  ■" -^'«^  ^^^ 

Remarquons  alors  que  l'équation  générale  des  percussions  (a)  est 

(  —  aZx  —  bZy  —  co>3]  =  o; 

elle  a  lieu  pour  tous  les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons 
existant  au  moment  du  choc;  mais,  actuellement  les  liaisons  étant  persis- 
tantes, elle  a  lieu  pour  le  déplacement  réel  final 

(7)  0.^'  =  x\  fit,         oj'  —y\  dl,         Ow  =  ^'1  dt. 

Soient  :  x\  4-  ox\,  y\  -H  o^p  z\  -+-  o^'j,  d'autres  valeurs  possibles,  com- 
patibles avec  les  liaisons, des  projections  de  la  vitesse  finale  du  point  m\  le 
déplacement  correspondant 

(8)  Ix  =  (x\  -h  ox\)df,  oy  =  (y\  -f-  oy\)dtj  oz  ^  {z\  -+-  oz\)  dt, 
est  également  compatible  avec  les  liaisons. 
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Écrivons  les  deux  équations  obtenues  en  remplaçant  successivement  dans 
l'équation  générale  (6)  ox,  8^,  Sx;  par  ces  deux  systèmes  de  valeurs  (7)  et  (8), 
puis  retranchons  membre  à  membre  les  deux  équations  ainsi  obtenues,  nous 
aurons  précisément  l'équation  à  démontrer  oQ  =  o. 

Remarque.  —  En  retranchant  de  Q  la  quantité  donnée 

on  voit  que  le  théorème  de  M.  Robin  consiste  en  ce  que 

^//iw» — ^^P^'i  cos(P,  Vx) 

est  un  minimum  pour  le  déplacement  réel  :  d'après  le  théorème  précédent, 
ce  minimum  est  égal  à  la  force  vive  perdue. 


V.  -  ElffPL.01  DES  EQUATIONS  DE  LAGRANGE 

DANS  LA  THÉORIE 
DU  CHOC  ET  DES  PERCUSSSIONS. 

S22.  Équations.  —  Dans  le  Messenger  of  Mat  hématies  {l.  l\\  1867; 
M.  Niven  a  montré  comment  les  équations  de  Lagrange  peuvent  être  em- 
ployées utilement  pour  l'étude  des  percussions  :  la  même  question  a  étc 
traitée  par  M.  Routh  {Rlgid  Dynamics,  i^'  Vol.).  La  méthode  suivie  par 
ces  auteurs  peut  être  perfectionnée,  car  les  équations  qu'ils  donnent  con- 
tiennent encore  des  percussions  de  liaisons  provenant  des  liaisons  nou- 
velles introduites  au  moment  de  la  percussion.  Ces  équations  ne  répondent 
donc  pas  entièrement  au  but  poursuivi  par  Lagrange  qui  est  d'obtenir  des 
équations  ne  contenant  pas  les  forces  de  liaison.  Voici  comment  on  peut 
atteindre  ce  but. 

Inia<;inons  un  système  en  mouvement  dans  lequel  les  liaisons  ont  lieu 
sans  frottement,  et  dont  la  configuration  est  définie  par  k  paramètres 
</i»  9ii  "'^qk^  géométriquement  indépendants  :  la  demi-force  vive  T  de 
ce  syslcnie  est  une  fonction  du  second  degré  des  dérivées  </', ,  q\^  . ..,  q\. 
de  r/i,  7j,  ...,  qk  par  rapport  au  temps.  A  un  instant  donné  /o,  on  intro- 
duit brusquement  de  nouvelles  liaisons  dans  le  système  :  le  mouvement  est 
alors  troublé,  et,  dans  un  intervalle  de  temps  très  court  /i —  /o  les  vitesses 
des  diirérenls  points  du  système  varient  de  quantités  finies  sans  que  le  sys- 
tème change  sensiblement  de  position;  au  point  de  vue  analytique,  les 
quantités  q\^  q\,  ...,  q\.^  qui  définissent  les  vitesses,  passent  brusque- 
ment, dans  le  temps  très  court  t^ — t^y  des  valeurs 

(y'jo,     (<72)o,     ..-,     (<7a-)o 
à  d'autres  valeurs 
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tandis  que  les  quanlités  qx,  q^^  ...,  q/c,  qui  définissent  la  position,  ne 
changent  pas  sensiblement  de  valeurs.  Nous  ne  considérons  que  la  pre- 
mière approximation,  qui  consiste  à  regarder  Tintervalle  t\  —  to  comme 
*  négligeable  et  à  supposer  que  les  q'i  changent  subitement  de  valeurs  sans 
que  les  qi  changent.  Nous  admettons,  en  outre,  que  les  nouvelles  liaisons 
introduites  au  moment  de  la  percussion  sont  aussi  sans  frottement;  ces 
liaisons  nouvelles  peuvent  d*aillcurs  êtres  temporaires  ou  permanentes, 
c'est-à-dire  qu'elles  peuvent,  suivant  les  cas,  disparaître  après  la  percus- 
sion ou  subsister;  les  liaisons  primitives  du  système  sont  supposées  per- 
manentes, elles  subsistent  après  la  percussion  (i). 

On  peut  toujours  choisir  les  variables  ^i,  q^,  . . .,  qk^  de  telle  façon  que 
les  liaisons  nouvelles  qui  sont  introduites  brusquement  et  qui  produisent 
le  choc  soient  exprimées  par  les  équations 

n  étant  un  certain  entier  moindre  que  A*.  En  effet,  les  k  —  n  liaisons  nou- 
velles brusquement  imposées  au  système  s'expriment  toujours  par  des  re- 
lations de  la  forme 

^\{q\iqîj  ••  •»  qk)  =  o, 

92(<7i>  ^2,  —  qk)  =  o. 


^k-n{q\,  qt, . • . .  ^a)  =  o- 


Si  Ton  fait  un  changement  de  variables,  en  prenant  pour  nouveaux  pa- 
ramètres, à  la  place  de  <7«-»-i,  ^«-»-2>  •••?  qk  les  quantités 

^/i4-i  —  ?t(7i, ^î,  .  ">  qk), 

rn+i—  ^l{qi,qiy   ••',  qk), 


a  =  ^k-n(q iy  qt,  • ..,  qk). 


les  nouvelles  liaisons  imposées  au  système  s'exprimeront  évidemment  par 
les  relations 

Oî+i  =  o,         ^«+-1  =0,         . .  •  »        ^A  =  o. 

C'est  ce  choix  de  variables  que  nous  supposons  réalisé,  de  sorte  que  les 
liaisons  nouvelles  soient  exprimées  par  (i). 

Après  le  choc,  les  variables  qn-k^t,  .••,  qk  cesseront  d'être  nulles  si  les 
liaisons  introduites  sont  temporaires;  elles  resteront  nulles  si  ces  liaisons 
sont  permanentes. 


(*)  Nous  nous  bornons  ici  aux  cas  les  plus  simples.  On  trouvera  une  analyse 
détaillée  du  cas  le  plus  général  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  Journal  de 
Mathématiques^  1896  (1"  fascicule). 
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Pour  obtenir  un  déplacement  virtuel  du  système  compatible  avec  les 
liaisons  qui  ont  lieu  déjà  avant  le  choc,  il  suffit  de  donner  à  q^,  ^j, ...,  Çk 
des  variations  arbitraires  o^i,  ^q^j  . . .,  oq^]  mais,  si  Ton  veut  de  plus  que 
le  déplacement  soit  compatible  avec  les  liaisons  nouvelles  brusquement  in-- 
troduites,  il  faudra,  d'après  les  équations  (i),  prendre 

(9.)  0^/1+1  —  0,         oqn^i—o,         ...,         oyx.=  o, 

0^1,  oyj,  ...,  oqn  restant  arbitraires. 

Les  équations  du  mouNcmcnt  du  système  pendant  le  temps  /i —  /g  sont, 
d'après  le  principe  de  d'Alembcrt  et  la  transformation  de  Lagrange,  ré- 
sumées par  la  formule 

/  :  -  1  1=1 

Si  les  oqi  sont  arbitraires,  le  second  membre,  qui  représente  la  somme 
des  travaux  virtuels  des  forces  appliquées  au  système,  contient  les  forces 
de  liaison  provenant  des  liaisons  nouvellement  introduites;  mais  on  élimi- 
nera ces  dernières  forces  do  liaison  en  considérant  un  déplacement  virtuel 
compatible  avec  toutes  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  moment  de  la  percus- 
sion, c'osl-à-dirc  en  supposant  o<7i,  o^j,  ...,  o^^  arbitraires,  oq„^i, 
^<7/m»  "  ">  ^qk  nuls.  L'équation  (3j  se  décompose  alors  en  les  n  suivantes 

(//   \OqiJ         Oqt 

où  lie  figure  ])lus  aucune  force  de  liaison.  Comme  les  variations  brusques 
(le  >itcsscs  sont  produites  par  les  seules  forces  de  liaison,  qui  sont  de- 
venues très  grande*;  pendant  le  temps  très  court  t^ — /q?  les  quantités  Qj, 
Qs»  •••1  Q«  q"i  proNJennent  uniquement  des  forces  ordinaires  directement 
appliquées,  telles  que  la  j)esanteur,  etc.,  restent  finies  pendant  le   temps 

h — 'oj  '<^s  quantités  - —   restent  également  finies.   Si  donc  on  multiplie 

])ar  dt  les  deux  niendjies  de  la  relation  (4)  et  si  l'on  intègre  de  (q  à  /j,  les 

ntégrales  provenant  de  -—  et  Q/  sont  négligeables  car  tx— Iq  est  très 

Oq  i 

petit,  et  l'on  obtient  les  n  équations 

néaires  et  homogènes  par  rapport  aux  k  différences 
Dans  ces  équations  (5),  71,  q^,  ...,  y^  ont  les  valeurs  qui  correspondent 
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à  rinstant  de  la  percussion,  de  sorte  que  Çn-hii  Çn-hiy  ••••  Çk  sont  nuls; 
mais  il  faut  bien  remarquer  que  les  dérivées  q'n+n  Çn+n  •••»  ç'k  ^^  sont 
pas  nécessairement  nulles  ni  avant,  ni  après  la  percussion;  elles  seraient 
nulles  après  dans  le  cas  particulier  où  les  liaisons  introduites  seraient 
permanentes,  car  alors  ^n+i)  Çn+ti  •••)  Çk  resteraient  nuls.  Dans  ce  cas 
particulier,  les  n  équations  linéaires  (5)  donneraient 

c*est-à-dirc  détermineraient  complètement  l'état  des  vitesses  après  la  per- 
cussion. En  dehors  de  ce  cas  particulier,  on  n'a  que  n  équations  pour 
«léterminer  k  inconnues. 

il  faudra  alors,  comme  dans  le  choc  des  corps  semi-élastiques,  faire  des 
h}'pothèses  particulières  sur  ce  qui  se  passe  après  le  choc. 

523.  Règle.  —  On  peut  résumer  les  équations  (5)  en  disant  qu'elles  ex- 
priment la  propriété  suivante  : 

Les  dérivées  partielles  de  T,  par  rapport  aux  dérivées  de  ceux  des 
paramètres  qui  ne  sont  pas  assujettis  à  s'annuler  au  moment  du  choc, 
ont  les  mêmes  valeurs  avant  et  après  le  choc. 

Exemple  /.  —  Choc  direct  de  deux  sphères.  —  Soient  deux  sphères 
de  rayons  Ri  et  Rj  et  de  masses  mx  et  m^  dont  les  centres  se  meuvent  sur 
une  droite  fixe  Ox.  Les  deux  sphères  sont  supposées  animées  de  mouve- 
ments de  translation.  Appelons  Xi  et  x^  les  abscisses  des  centres  des  deux 
sphères;  la  position  du  système  dépend  des  deux  paramètres  Xi  et  Xt\  au 
moment  du  choc,  une  nouvelle  liaison  est  brusquemect  introduite  :  cette 
liaison  s'exprime  par  l'équation 

Xi  —  Xi  —  Ri  —  Rj  =  o, 

qui  signifie  que  la  distance  des  centres  égale  la  somme  des  rayons.  Pour 
définir  la  position  du  système,  nous  prendrons  les  deux  paramètres 

de  manière  que  la  liaison  brusquement  introduite  s'exprime  par  q^^o. 
On  a  alors 

T  =  \{mxx\^^  m^x'f)  =  \\nuq\^ -\' mi(q\-\- q'^Y], 
La  théorie  précédente  fournit  alors  l'équation  unique 
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car  qx  ne  s'annule  pas  au  moment  du  choc,  tandis  que  la  variable  g^est 
assujettie  à  s*annuler.  On  a,  en  faisant  le  calcul, 

i^)    '^i[((7;)i-(yi)o]-Hm,[((7;)i-+-(^;)i— (^'i)o-(^',)o]  =  o. 

C'est  là  réquation  unique  fournie  par  la  théorie.  Elle  exprime  que  la 
somme  des  projections  des  quantités  de  mouvement  sur  Ox  n'a  pas  varié. 
Pour  achever  de  déterminer  (^i)i  et  (^'j)i,  il  faut  faire  des  hypothèses, 
comme  au  n**  510. 

Exemple  IL  —  Un  disque  circulaire  homogène  de  masse  M  cl  de 
rayon  R  se  meut  dans  un  plan  vertical  xOy\  à  un  instant  /o«  îl  heurte  Taxe 
fixe  Oa?  et  ne  peut  plus  que  rouler  sur  cet  axe.  Déterminer  sa  vitesse 
après  le  choc. 

La  position  du  système  avant  le  choc  dépend  de  trois  paramètres,  les 
coordonnées  a:  et  ^  du  centre  du  disque  et  l'angle  6  dont  il  a  tourné  dans 
le  sens  négatif  de  Oy  vers  Ox,  Au  moment  du  choc,  deux  liaisons  nou- 
velles sont  introduites  : 

1°  Le  disque  reste  en  contact  avec  Oa?,  donc  on  a 

2°  Il  roule  sur  Oar,  donc  on  a  a:  =  R6,  en  choisissant  convenablement 
la  position  de  l'origine.  Nous  prendrons  comme  paramètres 

y,  =  a™,   "     q^  =  y  —  ^,        <73  =  a:— RO, 

(le  sorte  que  les  liaisons  introduites  s'expriment  par  ^2=  o,  73=  o.  On  a 

MA-2  désignant  le  moment  d'inertie  du  disque  par  rapport  au  centre.  Avec 
les  nouveaux  paramètres 


,^^|-,,Wlz_^'^,-,^^.,]. 


Le  seul  paramètre  que  les  liaisons  nouvelles  n'assujettissent  pas  à  cire 
nul  est  q\\  on  a  donc  l'équation  unique 


[o'j'Jx      \0<]'X     ° 


ou 


|l[(?'.).-(?'j).-(7'.)o  +  ('7i)o]+('7'.).-('7'.)o=o- 
Mais  ^3  reste   nul,  (73)1    est  donc   nul  et  l'on  a,  en  revenant  aux  an- 
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cicnnes  variables  x^y^  6  et  distinguant  par  les  indices  o  et  i  les  valeurs 
initiales  et  fînales  de  a?',  y\  6', 


H« 


Cette  formule  donne  la  vitesse  finale  du  centre  dans  le  mouvement  de 
roulement. 
Par  exemple  si  le  mouvement  au  moment  du  choc  est  tel  que 

Ra?i-+-  ^'Oi  =  o, 
le  disque  s'arrête. 

EXERCICES. 

1.  Une  barre  homogène  se  meut  dans  un  plan  fixe;  à  l'instant  /,,  elle  heurte 
un  clou  O  planté  dans  le  plan  :  trouver  Tétat  ultérieur  des  vitesses,  en  supposant 
que  la  barre  reste  en  conlacl  avec  le  clou  sur  lequel  elle  glisse  sans  frottement. 

2.  Un  corps  solide  se  meut  dans  Tespacc  :  à  Tinstant  i^^  on  fixe  brusquement 
un  de  ses  points;  trouver  l'clat  ultérieur  des  vitesses. 

3.  Même  problème,  en  supposant  qu'on  fixe  deux  points. 

4.  On  considère  une  barre  homogène  dont  les  extrémités  A  et  B  peuvent  glisser 
sans  frottement  sur  deux   axes  fixes  O^  et  O^.  La  barre  étant  immobile,  un 
point  matériel  de  masse  m,  animé  d'une  vitesse  de  projections  u  et  v^  vient  la 
heurter  et  fait  corps  avec  elle.  Trouver   la   vitesse  angulaire  instantanée  du 
système. 

Réponse.  —  Appelons  I  le  point  de  rencontre   des  normales  en  A  et  B  aux 

deux  axes  (centre  instantané),  a  et  6  les  coordonnées  de  ce  point,  a'  et  h'  celles 

du  point  heurté  par  le  mobile,  tx  le  moment  d'inertie  de  la  barre  et  du  point 

réunis  par  rapport  au  point  I;  la  vitesse  angulaire  u>  après  le  choc  est  donnée 

par 

jxw  =  m[(rt'— a)  i»  — (6' —  6)  u]. 

5.  Quand  des  percussions  agissent  sur  un  point  matériel,  la  variation  de  force 
vive  est  égale  à  la  somme  des  travaux  que  produiraient  les   forces  d'où  pro- 
\icnncnt  ces  percussions  si,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  le  point  ma- 
tériel conservait   une  vitesse  constante  égale  à   la  somme  géométrique   de   ses 
vitesses  initiale  et  finale. 

C.  La  perte  de  force  vive  est  égale  à  la  force  vive  due  à  la  vitesse  perdue 
moins  le  double  de  la  somme  des  travaux  que  produiraient  les  forces  si  le  point 
matériel  conservait,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse  constante 
et  égale  à  la  vitesse  finale. 

7.  Le  gain  de  force  vive  est  égal  à  la  force  vive  due  à  la  vitesse  gagnée  (ou 
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perdue),  augmentée  du  double  des  travaux  que  produiraient  les  forces  si, 
pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  le  point  matériel  conservait  une  vitesse 
constante  et  égale  à  la  vitesse  initiale. 

8.  La  variation  de  la  force  vive  totale  d'un  système  est  égale  à  la  somme  des 
travaux  que  produiraient  les  percussions  tant  intérieures  qu'extérieures  si  chacun 
des  points  d'application  de  ces  percussions  conservait,  pendant  toute  la  durée  de 
leur  action,  une  vitesse  constante  égale  à  la  somme  géométrique  de  ses  vitesses 
initiale  et  finale. 

9.  La  perte  de  force  vive  du  système  est  égale  à  la  force  vive  due  aux  vitesses 
perdues  diminuée  du  double  de  la  somme  des  travaux  que  produiraient  les  per- 
cussions, tant  intérieures  qu'extérieures,  si  chacun  de  leurs  points  d'application 
conservait,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse  constante  égale  à 
sa  vitesse  finale. 

10.  Quand  des  percussions  agissent  sur  un  corps  solide,  la  variation  de  force 
vive  est  égale  à  la  somme  des  travaux  qu'elles  produiraient  si  leurs  points 
d'  application  conservaient,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse 
constante  égale  à  la  somme  géométrique  de  leur  vitesse  initiale  et  de  leur  vitesse 
finale. 

11.  La  perte  de  force  vive  éprouvée  par  le  corps  solide  est  égale  à  la  force 
vive  due  aux  vitesses  perdues  moins  le  double  de  la  somme  des  travaux  que 
produiraient  les  percussions  si  les  points  sur  lesquels  elles  agissent  conservaient, 
pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse  constante  égale  à  leur  vitesse 
finale. 

(  Voir,  au  sujet  de  ces  théorèmes,  V Étude  géométrique  sur  les  percussions  vt 
le  choc  des  corps,  f»ar  M.  Darboux,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  i8So). 
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NOTIONS  SUR  LES  MACHINES. 


52i.  Définitions.  —  Une  machine  a  pour  but  de  transformer  un 
travail  en  un  autre.  Elle  se  compose  de  trois  parties  principales 
qui  sont  : 

i"  Un  récepteur  qui  reçoit  un  travail  dû  à  des  forces  motrices 
(force  musculaire,  chute  d'eau,  pression  d'un  gaz  ou  d'une  vapeur, 
forces  électriques  ou  magnétiques); 

2**  Un  outil  qui  fournit  un  travail  utile,  tel  que  Tasccnsion 
d'un  fardeau,  la  traction  d'un  train,  la  désagrégation  d'un  métal 
par  forage,  rabolage,  etc.; 

3**  Une  transmission  de  mom^ement  reliant  le  récepteur  à 
l'outil. 

Vitesse  de  régime,  —  La  vitesse  de  l'outil  doit  avoir,  dans 
chaque  machine,  une  valeur  déterminée,  suivant  la  nature  du 
travail  à  produire.  La  vitesse  que  doit  avoir  chaque  organe  de  la 
machine,  pour  réaliser  ainsi  le  meilleur  travail  de  l'outil,  s'appelle 
la  vitesse  de  régime.  Celte  vitesse  est  donnée. 

525.  Application  du  théorème  des  forces  vives  aux  machines. 
—  Soit  une  machine  en  mouvement  de  l'instant  /q  à  l'instant/; 
pendant  cet  intervalle  de  temps  /  —  /o>  les  forces  motrices  agissant 
sur  le  récepteur  ont  produit  un  travail  moteur  Ks^ni]  les  résistances 
subies  par  l'outil  produisent  un  travail  négatif  — tr^u]  les  résis- 
tances passives  (frottements,  trépidations,  etc.)  produisent  un 
travail  négatif  — G^,.  Le  travail  Cc„,  pris  en  valeur  absolue,  est  le 
travail  utile,  ^p  le  travail  passif;  la  somme 

s'appelle  le  travail  résistant.  Le  travail  passif  Ç^  peut  être  di- 
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minué  par  une  bonne  disposition  des  organes,  par  un  graissage 
soigné;  il  ne  peut  jamais  être  entièrement  annulé. 

Si  Ton  appelle  ^o  la  vitesse  d'une  molécule  m  de  la  machine  à 
l'Instant  t^  et  v  sa  vitesse  à  Tinstant  /,  le  théorème  des  forces  vives 
donne 

/N  -^mv^      'S^  nivl       -.         ^        ;^        -        ^ 

(I)  y   — y   — ; =  iDm  —  ^u  —  ^p  =  fo//f  —  tr. 

Voici  quelques  conséquences  immédiates  de  cette  équation  : 
1°  Supposons  que  la  machine  parte  du  repos  et  marche  jusqu'à 

rinstant  /|  où  les  vitesses  sont  ^i  ;  alors,  en  aflTectant  de  l'Indice  i 

les  travaux  effectués  jusqu'à  cet  Instant, 


2 


'2 

d'où 


Donc,  la  demi-force  viie  que  possède  une  machine  est  plus 
petite  que  le  travail  dépensé  non  utilisé  depuis  sa  mise  en 
marche. 

'À^  La  demi-force  vive  que  possède  une  maciiinc  au  temps  /,  doit 
cire  complée  comme  une  puissance  qui  sert  au  mouvement  de  la 
maciiinc  pendant  les  instants  suivants;  en  effet,  en  appliquant  le 
llicorcmc  des  forces  vives  au  mouvement  qui  suit  l'instant  t^j  du 
temps  /,  au  temps  t^  on  a 

On  voit  que  la  dcml-force  vive  que  posscJc  la  machine  à  l'ins- 
tant tx  vient  s'ajouter  à  (?,„  ;  tout  se  passe  donc  comme  si,  la  ma- 
chine parlant  du  repos  à  Tinslant  /|,  le  travail  moteur  était  aug- 

mente   de  ^ Mais,  d'aprcs   le    théorème    précédent,  cette 

demi-force  vive  ne  fait  que  restituer  ainsi  une  partie  seulement 
(lu  travail  moteur  employé  antérieurement  à  la  produire.  Donc, 
dans   tous   les  cas,  le   travail  utile   est  plus  petit  que  le  travail 
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moteur  dépensé  :  ce  qui  montre  ^impossibilité  du  mouvement 
perpétuel. 

3"  Dans  Tévalualion  des  travaux  effectués,  d'un  temps  ti  quel- 
conque au  temps  ^  >  ^i,  la  demi-force  vive  que  possède  la  machine 
au  temps  /,  doit  être  comptée  comme  une  résistance;  en  effet, 

^ s'ajoute  à  G^  dans  Téquation  (2).  Si,  à  ce  moment,  on 

arrête  la  machine,  cette  force  vive,  ne  se  retrouvant  plus  comme 
puissance  pendant  les  instants  suivants,  constitue  donc  une  perte 
de  travail  moteur.  On  peut  cependant  éviter  une  partie  de  cette 
perte,  en  laissant  la  machine  libre  de  continuer  à  se  mouvoir  sous 
l'action  de  cette  force  vive,  après  que  le  moteur  a  cessé  d'agir. 
Mais  quand  le  travail  a  été  longtemps  continué,  cette  perle  de 
force  vive,  quand  on  arrête  la  machine,  est  une  fraction  insigni- 
fiante du  travail  dépensé. 

4°  Si  l'on  différentie  l'équation  (i),  on  a  la  relation 

1 

où  l'indice  e  rappelle  qu'il  s'agit  du  travail  élémentaire  moteur  et 
résistant.  Donc  : 

La  Jorce  vive  de  la  machine  croît  ou  décroît  à  partir  d^un 
certain  moment,  suivant  que  le  travail  élémentaire  moteur 
V emporte  ou  non  sur  le  travail  élémentaire  résistant. 

La  force  vive  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum,  aux 
instants  où  le  travail  élémentaire  moteur  égale  le  travail  élé- 
mentaire résistant. 

526.  Expression  analytique  de  la  force  vive.  —  Une  machine 
est  généralement  un  système  à  liaisons  complètes;  la  position 
des  différentes  pièces  qui  la  composent  dépend  alors  d'un  seul 
paramètre  qui  est,  par  exemple,  l'angle  0  dont  a  tourné  l'arbre 
principal  de  transmission  de  la  machine.  Nous  désignerons  par  10 

la  vitesse  angulaire  ^  de  cet  arbre. 

Pour  évaluer  la  force  vive  de  la  machine,  remarquons  qu'il 
existe  dans  toute  machine  deux  espèces  de  pièces  : 

I®  Les  pièces  qui  tournent  avec  des  vitesses  angulaires  propor- 
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llonnellcs  à  w  :  nous  les  appellerons  pièces  tournantes  ;  les  forces 
vives  (le  ces  diverses  pièces  sont  proportionnelles  à  w^,  et  lear 
demi-force  vive  totale  a  pour  expression 

Aw5, 

où  A  est  une  constante  positive; 

2**  Les  pièces  qui  oscillent  (bielles,  balanciers,  etc.)  et  les  pièces 
qui  tournent  avec  des  vitesses  angulaires  dont  les  rapports  à  cj> 
dépendent  de  9;  nous  les  appellerons  pièces  oscillantes. 

Dans  une  de  ces  pièces,  les  coordonnées  x^  y^  z  d'un  point  sont 
fondions  périodiques  de  0  : 

^^?(0),         yr=h{^^,  5-^7(0); 

les  composantes  de  la  vitesse  de  ce  point  sont 
et  sa  dcuii-force  vive 


/?î  i  2 


U0-. 


La  demi-force  vive  lolale  de  loiiles  les  pièces  oscillantes  est 
donc  de  la  forme 

/(O)  élanl  une  fonclion  |)(''ri()(li([ue  de  0  essentiellement  positive. 
En  r(';snnié,  la  demi-force  vive  totale  de  toute  la  machine  est 

[A     -4-/,f))](./\ 

Il  faut  remar([uer  (jue  les  pièces  oscillantes  ont,  en  général,  de^ 
masses  petites;  il  v  a  exception  pour  les  balanciers,  mais  ces  der- 
niers sonl  animés  de  faibles  vitesses,  de  telle  sorte  (jue  Tinlluence 
(les  pièces  oscillantes  sur  la  valeur  de  la  force  vive  est  accessoire 
et  que  /(O)  est  petit  par  rapport  à  A.  Pour  la  régularité  de  la 
marclie,  il  j  a  intérêt  à  diminuer  autant  que  possible  le  nombre  et 
les  masses  des  pièces  oscillantes  et  à  em[)loyer  surtout  des  pièces 
tournantes.  Ces  dernières  doivent  être  parfaitement  centrées  pour 
que  le  travail  de  la  pesanteur  ne  soit  pas  tantôt  moteur  tantôt  ré- 
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sistant;  elles  doivent  tourner  autour  d'axes  principaux  d'inertie, 
car  quand  Taxe  de  rotation  n'est  pas  un  axe  principal,  il  tend  à 
changer  de  position  dans  l'espace  et  par  conséquent  à  arracher 
les  supports  qui  s'opposent  à  ce  mouvement. 

o27.  Marche  de  la  machine.  —  Il  faut  considérer  trois  phases 
dans  la  marche  de  la  machine  : 

Mise  en  marche, 
Marche  normale, 
Période  iV arrêt. 

Pour  la  mise  en  marche,  la  force  vive  partant  de  zéro  doit  aller 
en  croissant  :  le  travail  élémentaire  moteur  doit  l'emporter  sur  le 
travail  élémentaire  résistant.  L'inverse  a  lieu  pendant  la  période 
d'arrêt. 

Marche  normale.  —  L'idéal  de  la  marche  normale  serait  une 
marche  uniforme  avec  la  vitesse  de  régime  qui  donne  le  meilleur 
travail  utile.  Alors,  en  appelant  /q  et  /  deux  instants  qucicoucjues 
de  la  période  normale,  on  aurait  pour  chaque  point  c  -=  ('« 


2'^  =2 


et  par  suite,  d'après  Téquation  des  forces  vives. 

Le  travail  moteur,  pendant  un  espace  de  temps  quelconque  de 
la  période  normale,  serait  égal  au  travail  résistant. 

Mais  cet  idéal  est  impossible  à  atteindre.  C'est  ce  que  nous 
allons  montrer.  iVous  ferons  voir  ensuite  comment  on  en  approche 
à  l'aide  des  volants. 

5^28.  Causes  d'irrégularité  dans  la  période  de  marche  normale. 
—  Dans  la  période  de  marche  normale  il  y  a  différentes  causes 
d'irrégularité  dont  les  principales  sont  : 

1"  La  présence  des  pièces  à  mouvement  alternatif; 

9°  L'intermittence  dans  le  développement  de  la  force  motrice 
qui  peut  être  non  pas  constante,  mais  seulement  périodique; 
ainsi,  dans  les  machines  à  simple  eflct,  la  pression  de  la  vapeur 
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sur  le  piston  agit  toujours  dans  le  même  sens;  elle  agît  par 
exemple  quand  le  piston  monte  et  cesse  quant  il  descend;  Faction 
de  la  force  motrice  est  alors  intermittente  et  périodique; 

3®  L'intermittence  dans  le  développement  delà  résistance  utile, 
qui  peut  être  non  pas  constante  mais  seulement  périodique, 
comme  quand  l'outil  est  un  pilon,  un  marteau,  etc. 

En  vertu  de  ces  causes  d'irrégularité,  il  est  impossible  de  main- 
tenir la  vitesse  angulaire  w  constante  et  égale  à  la  vitesse  de  ré- 
gime désirée  Û;  le  mouvement  delà  machine  est  sensiblement  pé- 
riodique, c'est-à-dire  qu'il  existe  un  intervalle  de  temps  au  bout 
duquel  la  machine  se  retrouve  dans  la  même  position  et  b)  reprend 
la  même  valeur;  cet  intervalle  de  temps  sera,  par  exemple,  le 
temps  que  met  l'arbre  principal  à  faire  un  tour,  c'est-à-dire  0  à 
croître  de  27;.  Quand  la  machine  a  marché  pendant  cet  intervalle 
de  temps,  elle  revient  au  même  état  géométrique  et  mécanique; 
on  dit  qu'elle  a  décrit  un  cycle.  L'égalité  entre  le  travail  moteur 
et  le  travail  résistant  n'a  plus  lieu  à  chaque  instant;  mais,  quand 
il  s'est  écoulé  un  cycle,  les  vitesses  redevenant  les  mêmes,  la  varia- 
tion de  force  vive  pendant  un  cycle  est  nulle,  et  l'on  a  l'équation 

OÙ   rindice   supérieur  c  indique   qu'il  s'agit  du  travail  pendant 
un   cycle 
Le  rapport 


^  m  ^  m 


S'appelle  le  rendement  de  la  machine.  Le  rendement  est  tou- 
jours plus  petit  que  i,  parce  qu'il  est  impossible  de  faire  dispa- 
raître complètement  les  résistances  passives. 

Coefficient  de  régularisation.  —  La  vitesse  angulaire  co  rede- 
venant la  même  après  chaque  cycle,  passe  évidemment  au  moins 
par  un  maximnin  et  par  un  minimum  dans  chaque  cycle.  Soit  (0| 
le  plus  grand  maximum  et  (02  le  plus  petit  minimum;  on  veut  que 
la  vitesse  angulaire  moyenne  pendant  un  cycle,  vitesse  que  Ton 

regarde  comme  égale  à  -^-^ — ^»  soit  précisément  la  vitesse  de  ré- 
gime Û  donnée  à  l'avance, 
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En  outre,  pour  que  la  marche  soit  aussi  régulière  que  possible, 
c'est-à-dire  pour  que  la  vitesse  angulaire  w  s'écarte  peu  de  sa  va- 
leur moyenne,  il  faut  que  o)|  — 0)2  soit  aussi  petit  que  possible, 
ou  encore  que  le  rapport 

(1)1  —  tOj 
Û 

soit  aussi  petit  que  possible.  En  désignant  ce  rapport  par  —  >  on 
appelle  n  le  coefficient  de  régularisation;  on  a  alors 

12 

(Of  (i)j   =    - 

n 

et  la  régularité  sera  d'autant  plus  grande  que  n  sera  plus  grand. 
Nous  verrons  plus  loin  comment,  pour  une  machine  donnée,  en 
ajoutant  un  volant  à  la  machine,  on  arrive  à  faire  que  n  ait  une 
valeur  donnée  à  l'avance.  Pour  cela  nous  commencerons  par  pré- 
ciser la  forme  analytique  de  l'équation  des  forces  vives. 

5!29.  Expression  approchée  du  travail.  —  Dans  la  marche  nor- 
male, les  forces  tant  motrices  que  résistantes  dépendent  des  posi- 
tions et  des  vitesses  de  leurs  points  d'application.  Mais  Tinfluence 
de  la  position  est  généralement  prépondérante  et  Ton  peut  approxi- 
mativement admettre  que  les  forces  ne  dépendent  que  des  positions 
(les  points  d'application,  c'est-à-dire  de  0  ;  la  somme  de  leurs 
travaux  élémentaires  est,  dans  cette  hypothèse,  de  la  forme 

Équation  des  forces  visses.  —  Cette  équation  est  alors 

(2)  i^lA-+-/(0)Ja>'  =  ^(0)rfO, 

d'où,  en  intégrant  de  o  à  0  et  appelant  coq  la  vitesse  angulaire 
pour  6  =  0, 

(3)  [A-h/(0;]u)'  -  [A  -4-/(o)Jcoî  =  'X   f  ^(0)c/0  =  -2(^0, 

«/o 

(ro  d/'signant  le  travail  total,  tant  moteur  que  résistant,  accompli 
depuis  la  position  qui  correspond  à  la  valeur  0  =  o,  jusqu'à  la 
position  qui  correspond  à  une  valeur  quelconque  de  0.  Ce  tra- 
vail (To  ^st,  comme /(6),  une  fonction  de  Ô  de  période  27:. 
II.  33 
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Dans  ces  conditions,  les  positions  de  la  machine  pour  lesquelles 
la  force  vive  est  maximum  ou  minimum  sont  les  positions 
d'équilibre  de  la  machine,  c'est-à-dire  les  positions  dans  lesquelles 
la  machine  ne  démarrerait  pas,  si  on  l'y  plaçait  sans  vitesse,  les 
forces  ayant  les  mêmes  valeurs  que  dans  la  marche  normale.  Cela 
résulte  du  principe  des  vitesses  virtuelles;  en  effet,  pour  le  dépla- 
cement unique  d^  qu'on  peut  imprimer  à  la  machine,  la  somme 
des  travaux  des  forces  est 

les  positions  d'équilibre  sont  donc  fournies  par  l'équation 

qui  donne,  en  même  temps,  les  maxima  et  minima  de  la  force 
vive. 

L'équation  (3)  montre  comment  interviennent  les  diverses 
causes  qui  empêchent  (o  d'être  constant  dans  la  marche  normale. 
L'influence  des  pièces  oscillantes  se  manifeste  parle  terme /"(O); 
celle  de  l'irrégularité  dans  le  travail  moteur  et  résistant,  par  le 
terme  ^o  variable  avec  8  et  ne  s'annulant  que  périodiquement. 

Maximum  et  minimum  de  w.  —  D'après  la  formule  (3),  to^ 
est  une  fonction  périodique  de  0,  reprenant  la  même  valeur  après 
un  cycle,  quand  0  a  augmenté  de  27:.  Nous  simplifierons  cette 
équation  en  négligeant  complètement  l'influence  des  pièces  oscil- 
lantes, qui  est  faible  en  général.  Alors /(&)  est  regardé  comme  nul 
et  Ton  a 

(4)  Ato2=  AtoJ-h  icTo- 

Appelons  c?i  et  (sa  le  maximum  et  le  minimum  de  (Tq  quand  0 
varie  de  o  à  27:;  à  ces  valeurs  correspondent  le  maximum  tOi  et  le 
minimum  (02  de  co  : 

Atoj  =  AtoJ  H- 2G1,         Aci)^  =  AtoJ -h  2foj; 
d'où,  en  retranchant, 

A(a>i —  co2)(a>,-+-  ojj)  =  2((?i —  Cj). 

Mais  on  a  posé,  en  appelant  Q  la  vitesse  de  régime  et  n  le  coef- 
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(icient  de  régularisation 

(i)i  H-  toj        ^  12 

=  O,  oji  —  0)»  =  -   • 

2  n 

On  a  donc 

■ 

530.  Volants.  —  Le  volant  est  une  roue  supplémentaire  en  fonlc 
montée  sur  Tarbre  moteur;  cette  roue  a  ordinairement  un  grand 
rayon  et  sa  masse  est  reportée  autant  que  possible  sur  la  circonfé- 
rence où  elle  forme  une  couronne,  de  façon  que  le  moment  d'inertie 
1  du  volant  par  rapport  à  Taxe  soit  considérable. 

L'addition  du  volant  permet  de  régulariser  la  marche  normale, 
de  manière  que  le  coefficient  de  régularisation  n  prenne  une  va- 
leur donnée.  En  effet,  avant  l'addition  du  volant,  la  force  vive  des 
pièces  tournantes  était  Aw^^  après,  elle  devient 

(AH-I)ai», 

et  l'équation  (5)  se  trouve  remplacée  parla  suivante 

(G)  A-+-I   r=    -^^(G,-G,.). 

Comme  (ri,  G,  et  Q  sont  connus,  et  que  n  croît  avec  I,  on  régu- 
larise le  mouvement  d'autant  plus  qu'on  prend  I  plus  grand. 

Calcul  du  volant,  —  Supposons  n  donné;  alors  on  construit 
un  volant  dont  le  moment  d'inerlie  est 

(7)  î-=^,(<?i-<^î); 

celte  valeur  est  plus  grande  que  celle  qui,  d'après  la  formule  (6), 
serait  strictement  nécessaire  pour  que  le  coefficient  de  régularisa- 
lion  ait  la  valeur  donnée.  Par  suite,  ce  volant  régularisera  le  mou- 
vement plus  qu'il  n'est  demandé.  Pour  calculer  la  masse  à  donner 
à  la  couronne,  on  fait  le  calcul  en  ne  tenant  pas  compte  du  mo- 
ment d'inerlie  des  bras  et  du  moyeu  et  en  supposant  le  volant  ré- 
duit à  la  seule  couronne,  (^ette  approximation  a  encore  pour  effet 
d'accroître  la  régularité;  car,  en  réalité,  le  moment  d'inertie  du 
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volant  ainsi  construit  est  supérieur  à  celui  que  définit  la  for- 
mule (7). 

Le  volant  étant  réduit  à  la  seule  couronne  de  poids  P  et  de 

P 
masse— j  on  calcule  son  moment  d'inertie  en  supposant  la  cou- 
ronne remplacée  par  une  circonférence  matérielle  de  poids  P  dont 
le  rayon  est  le  rayon  moyen  de  la  couronne.  On  a  ainsi  pour  le 
moment  d^inertic  du  volant 

et  en  écrivant  que  le  moment  d'inertie  vérifie  la  condition  (7) 

Si  Ton  remarque  que  RQ  est  la  vitesse  linéaire  V  d'un  point 
de  la  couronne,  on  a  enfin  la  formule  de  Poncelet 

(8)  l*V«=n^((E.-Gt), 

qui  donne  P. 

On  peut  aussi  écrire  cette  formule  comme  il  suit,  en  multi- 
pliant et  divisant  par  le  travail  utile  G^^  produit  pendant  un  cycle 

/G 


Le  premier  facteur  —^. — -  est  un  rapport  numérique  indépen- 


<^u 


(lanl  des  unités.  Quant  aux  autres  ternies,  on  leur  donne  la  forme 
suivante  : 

Supposons  une  machine  de  N^a  chevaux  dont  le  volant  fasse  JN 
tours  par  minute.  Alors  on  a  d'abord  pour  la  vitesse  V  d'un  point 
(le  la  circonférence  (Tunité  de  temps  étant  la  seconde) 


Pour  avoir  le  travail  utile  (r^^  pendant  un  tour  du  volant,  remar- 
quons que  pendant  une  minute  (N  tours)  le  travail  utile  est  iVcr,'^ 
kilogranimctrcs;  comme  une  machine  d'un  cheval  donne  70''^*"  do 

travail  utile  en  une  seconde,  la  machine  considérée  donnant  - — -^ 

bo 
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kilo  gramme  1res  par  seconde  est  de  y-"  chevaux  : 
On  aura  donc  dëfÎDitivement 


NES 
60.75  " 


Dans  chaque  cas  particulier,  le  seul  nombre  à  calculer  esl 
El  — F, 


531.  Exemples.  —  Considérons  un  arbre  tournant  O  (fig.  275),  que 
nous  supposerons  horizontal.  Imaginons,  pour  simplifier,  que  les  diverses 
résistances  soient  constantes  et  agissent  d'une  manière  continue.  Nous 
pourrons  alors  les  remplacer  par  une  force  unique  F  constante,  tangente 
à  un  cercle  de  rayon  constant  Ok  =  a.  Quanta  la  puissance,  nous  la 
supposerons,  comme  dans  toutes  les  machines  à  vapeur,   appliquée  à  un 

Fig,  Ï75. 


organe  animé  d'un  mouvement  alternatif  et  transmettant  un  mouvement 
de  rotation  à  l'arbre  O  par  l'intermédiaire  d'une  bielle  QB  et  d'une  ma- 
nivelle OB  de  longueur  b.  Nous  supposerons  l'elTort  du  moteur  Q  con- 
stant en  grandeur  ei  direction;  nous  admettrons  donc  que  la  bielle  QB 
reste  parallèle  à  une  direction  fixe  et  que  l'efTort  Q  s'exerce  suivant  cette 
bielle,  de  façon  à  faire  tourner  l'arbre  dans  le  sens  de  la  flèche  (BoDRiCotiri 
de  Mécanique  et  machinet,  3'  fascicule,  p,  aî6).  Divers  cas  sont  à  dis- 
tinguer, suivant  la  façon  dont  s'c\crcc  t'elfori  moteur. 
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Machine  à  simple  effet.  —  Une  machine  est  dite  à  simple  effet  quand 
l'effort  moteur  Q  agit  toujours  dans  le  même  sens,  par  exemple  en  descen- 
dant sur  la  figure;  l'action  du  moteur  est  alors  intermittente  et  s*exercc 
seulement  pendant  une  demi-révolution  de  la  manivelle,  pendant  que  le 
bouton  va  de  B'en  B". 

Cherchons  d'abord  quelle  relation  doit  exister  entre  Q  et  F  pour  que  le 
mouvement  soit  périodique. 

S'il  en  est  ainsi,  après  un  tour  entier,  le  point  B  devra  reprendre  la 
même  vitesse,  ce  qui  exige  que  le  travail  de  la  force  Q  soit  égal  à  celui  de 
la  force  F.  La  force  Q  produit,  pendant  la  descente,  le  travail  2QÔ,  et 
n'agit  plus  ensuite.  La  force  F,  qui  agit  constamment,  effectue  un  travail 
négatif  égal  au  produit  de  F  par  la  circonférence  iiza.  On  a  donc 

(9)  iÇ^b  =  n:  Fa. 

Cette  condition  est  évidemment  suffisante.  Supposons-la  réalisée  et  cher- 
chons à  quelles  positions  du  point  B  correspondent  des  maxima  ou  des 
minima  de  la  vitesse  angulaire  ui  ou  du  travail  (sq.  En  appelant  0 
l'angle  BOB,  le  travail  total,  tant  moteur  que  résistant,  développé  depuis 
le  moment  où  0  est  nul  jusqu'au  moment  où  il  atteint  la  valeur  0  moindre 
que  ir,  est 

(10)  (so=  ^'QCi  ~  cosO)  —  FaO  =  Fa[7:(i  —  cosO)— 0], 

d'après  (9).  Quand  0  dépasse  t:  la  force  Q  cesse  d'agir,  et  la  valeur  Ç>ô  du 
travail  développé  depuis  le  moment  où  0  est  nul  devient 

(Tfj  =  F  c7  (  -2  7:  —  0  ). 

Le  maximum  et  le  minimum  de  to  correspondent  aux  valeurs  de  0,  qui 
annulent  la  dérivée  de  (10) 

(i  i)  sinO  =  -  • 

Cette  équation  a  deux  racines  comprises  entre  o'*  et  180;  ce  sont 

0,  :=o,io3i-=:  18^33', 6, 
Oi  =  0,89697:  =  ii)i"?.ij\.\. 

La  première  donne  un  minimum  (^2  pour  le  travail,  la  deuxième  un 
maximum  Csi. 

Lorsque  \d  point  B  remonte  de  h"  à  B',  les  seules  forces  appliquées 
étant  résistantes,  le  travail  décroît  constamment.  Donc,  pour  un  tour  en- 
tier, ^i  est  bien  le  maximum  et  (rj  le  minimum  du  travail.  Calculant  (ri 
et  Gj,  on  a 

Cl—  Cr2=  Fa^iTz  cosOsH-  '2O2—  tt)  =  2  7:aF.o,.î5i7, 
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car  Oi  =  T  —  0,,  La  formule  générale  (8)  donne  ensuite 

PV*  =  n^(5i—  Si)  =  /i.5,4i25.%7:aF. 

Cette  formule  donne  P,  puisque  V  est  connu. 

Soient,  comme  plus  haut,  N  le  nombre  de  tours  de  volant  par  minute, 

^ch  1^  nombre  de  chevaux-vapeur  mesurant  la  puissance  de  la  machine. 

N 
Le  nombre  de  tours,  par  seconde,  est  ^  et  le  nombre  de  kilogrammètres 

de  travail  résistant,  par  seconde,  est 

6o 

En  négligeant  le  travail  passif,  on  voit  que  cette  expression  donne  le 
travail  utile  effectué  par  seconde.  La  puissance  en  chevaux-vapeur  est 
alors 

N</,  =27:aF rt 

00.73 

et  la  formule  devient 

PVî  =  '^4  3oo  -^^  • 

Manivelle  simple  à  double  effet,  —  Dans  cette  manivelle,  la  force 
motrice,  après  avoir  agi  dans  un  sens  pendant  la  première  demi-circonfé- 
rence B'BB",  devient  égale  et  de  sens  contraire  pendant  la  deuxième,  et 
produit  une  seconde  fois  le  même  travail.  Le  travail  de  la  force  Q  est 
donc  double  et,  par  suite,  la  condition  de  périodicité  est 

4Q6  =  2irFa, 
et  le  travail  de  B'  en  B  ; 


So 


=  Q6(i— cosO)-Fae  =  Fa  [-(i-cosO)— ol. 


Le  maximum  et  le  minimum  correspondent  aux  valeurs  de  0  données 
par  l'équation 

'"•  sinO  — 1  =  0. 

D'où  l'on  tire 

0,=  39"32'33",        0i  =  i8o«— O2. 

Tout  calcul  fait,  on  trouve 

PV*=4Gî()^^, 

ou  environ  \  de  la  valeur  obtenue  ci-dessus;  ce  qui  met  bien  en  évidence 
l'influence  du  double  effet  sur  la  régularité  du  mouvement. 


9io 
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Manhelle  double  à  double  effet  et  à  angle  droit.  —  Supposons  qu*aa 
liea  d*aD«  «cale  manÎTelle  à  doable  effet,  il  j  en  ait  deux  à  angle  droit  OB 
et  OB,  sar  lesquelles  agissent  des  forces  égales  Q. 

Fig.  276. 


La  condition  de  périodicité,  puisqu'il  y  a  deux  forces  égales  à  Q,  devient 
Le  travail  de  B'  en  B  est  ici 

et,  en  remplaçant  Q  par  sa  valeur, 

Va 
Ç(j=  -T-[t  2  --  cof  0  -4-  sinO  )7:  —  4^]- 

Le  minimum  et  le  maximum  sont  donnés  par  l'équation 


Ils  correspondent  à 


sin6  -i-  cosO  =  -• 


0,=  19"  12',         Oi  =  70^48', 


On  a.  tout  calcul  fait  : 


PVî=465— ^'-^^ 


environ  la  dixième  partie  du  résultat  d'une  manivelle  à  double  effet. 
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On  peut  donc,  par  cette  disposition,  réduire  à  peu  près  dans  le  rapport 
de  I  à  10  le  poids  du  volant,  sans  augmenter  la  différence  des  vitesses  an- 
gulaires maxima  et  minima. 

532.  Régulateurs.  —  Nous  nous  sommes  occupé  jusqu'à  pré- 
sent de  la  marche  normale ^  et  nous  avons  vu  comment  le  volant 
diminue  les  oscillations  delà  vitesse  autour  de  sa  valeur  moyenne. 
Mais  il  peut  survenir,  à  un  moment  donné,  des  changements  dans 
le  moteur  ou  dans  les  résistances  utiles,  de  sorte  qu'il  tend  à  s'é- 
tablir un  autre  régime  ou  une  autre  vitesse  moyenne.  11  est  im- 
portant d'empêcher  cette  variation  dans  la  vitesse  de  régime  :  c'est 
la  fonction  des  régulateurs.  Nous  nous  bornerons  ici  à  quelques 
considérations  générales  sur  les  régulateurs,  empruntées  à  un 
article  de  M.  Léaulé,  dans  la  Revue  générale  des  Sciences 
(octobre  1890). 

But  et  définition  des  régulateurs,  —  Les  régulateurs  sont 
des  appareils  qui  ont  pour  objet  de  maintenir  dans  des  limites 
aussi  rapprochées  que  possible  les  variations  de  la  vitesse  moyenne 
d'une  machine,  dues  aux  modifications  que  subissent  la  puissance 
ou  la  résistance. 

On  donne  souvent  cette  définition  sous  une  forme  plus  concise 
en  disant  que  les  régulateurs  ont  pour  but  de  maintenir  la  vitesse 
constante,  malgré  les  perturbations  de  la  résistance  ou  de  la  puis- 
sance. 

Pour  que  la  vitesse  moyenne  d'une  machine  puisse  rester  fixe, 
il  faut  qu'à  celte  vitesse  il  y  ait  équilibre  entre  le  travail  moteur 
et  le  travail  résistant.  Or  cet  équilibre  peut  être  troublé  pour  di- 
verses raisons  : 

Variations  dans  le  niveau  de  Teau 
pour  les  moteurs  hydrauliques. 

0  •  )  —  f  Variations  c'énéralemcnt 

1  uissance    k         •  > 
Variations  dans  la  pression  de  la  [       peu  importantes. 

chaudière  pour  les  moteurs  à 

vapeur 

Lesoutilscommandésfonctionnent  \  Ce    sont    les    perturba- 
d'une  manière  intermittente. . .   J      tions  les  plus  impor- 

Résistance./-      ,,.  .".,  ,       '      '«"tes    et    les    seules 

Un  dcbraye  des  outils  en  marche.  [       même  qu  1!  y  ait  lieu, 

—  1      en   général)  de  consi- 

On  embraye  des  outils  au  repos.,  j      dérer. 
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De  ces  différentes  causes  résultent  des  variations  de  vitesse  dont 
les  effets  deviennent  nuisibles  quand  elles  dépassent  certaines 
limites,  et  qu'il  faut  dès  lors  éviter. 

On  peut  rétablir  l'équilibre  troublé  entre  les  travaux  moteurs 
et  résistants,  sans  changer  la  vitesse  moyenne,  en  agissant  sur  l'un 
ou  l'autre  des  deux  termes  :  puissance  ou  résistance.  Si,  par 
exemple,  on  a  débrayé  des  outils  en  marche,  ce  qui  a  eu  pour  con- 
séquence d'augmenter  la  vitesse,  on  la  ramènera  à  sa  valeur  pri- 
mitive soit  en  augmentant  la  résistance  de  ce  dont  elle  a  été  di- 
minuée, soit  en  diminuant  la  puissance  d'une  quantité  conve- 
nable. 

Mais  entre  ces  deux  procédés,  équivalents  en  théorie,  il  n'y  a 
pas  à  hésiter  en  pratique;  le  plus  avantageux  évidemment,  au 
point  de  vue  de  l'économie  de  force  dépensée,  consiste  à  ne  pas 
créer  de  résistances  supplémentaires  et  à  régler  la  puissance  sui- 
vant le  travail  à  effectuer;  on  réserve,  en  général,  le  nom  de  régu- 
lateurs aux  mécanismes  qui  agissent  de  cette  manière. 

On  a  ainsi  la  défînilion  des  régulateurs  : 

Les  régulateurs  sont  des  appareils  qui  règlent  automatique- 
ment la  force  dépensée,  de  façon  à  maintenir  à  peu  près  con- 
stante la  vitesse  moyenne  du  moteur,  malgré  les  i^ariations  dr 
la  résistance  ou  de  la  puissance. 

Différence  entre  le  rôle  du  régulateur  et  celui  du  volant.  — 
Le  volant  agit  aussi  pour  régulariser  le  mouvement;  mais  son 
action  est  tout  à  fait  distincte  de  celle  du  régulateur  :  il  ne  s*a- 
dresse  pas  aux  mômes  causes  d'irrégularité;  il  n'a  d'influence  que 
sur  les  variations  momenlanécs  de  vitesse;  il  régularise  le  mouve- 
ment quand  celui-ci  est  déjà  périodiquement  uniforme,  et  diminue 
l'écart  des  vitesses  extrêmes  qui  existent  pendant  la  durée  de  la 
période;  mais  il  est  sans  effet  pour  maintenir  à  la  vitesse  moyenne 
la  même  valeur  d'une  période  à  une  autre  quand  la  résistance 
varie;  il  peut  bien,  en  cas  de  perturbation,  rendre  moins  brusque 
le  passage  d'un  état  de  régime  au  suivant,  mais  il  est  incapable  de 
modifier  en  rien  la  vitesse  que  prendra  la  machine  dans  son  nouvel 
état. 

On  peut  résumer  cette  différence  d'action  du  régulateur  et  du 
volant  en  disant  ;  le  volant  agit  sur  les  oscillations  de  la  vitesse 
autour  de  sa  valeur  moyenne;  le  régulateur,  au  contraire, 
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agit  sur  la  vitesse  moyenne  que  /ont  varier  les  perturbations 
survenues  dans  le  régime. 

Régulateur  de  Watt,  —  Le  régulateur  le  plus  simple  est 
celui  de  Walt;  il  est  construit  de  la  façon  suivante  : 

Quatre  verges  rigides,  égales  deux  à  deux,  sont  disposées  dans 
un  plan  et  articulées,  à  charnières,  savoir  :  en  A  {fig*  ^n)  sur  un 


arbre  tournant  vertical  AI,  en  B  et  en  D  où  elles  forment  un  angle 
variable,  en  G  sur  un  manchon  qui  entoure  l'arbre  AI,  le  long 
duquel  il  peut  glisser.  Les  points  P  et  P'  sont  les  centres  de  deux 
boules  métalliques.  Tout  le  système  est  entraîné  par  la  rotation 
de  Tarbre  AI,  et  à  chaque  vitesse  angulaire  correspond  une  posi- 
tion d'équilibre  relatif  des  boules.  Quand  la  vitesse  croît,  les 
boules  s'écartent  et  font  monter  le  manchon,  qui,  par  l'intermé- 
diaire d'un  système  de  leviers,  ferme  partiellement  la  valve  d'ad- 
mission de  la  vapeur.  Quand  la  vitesse  décroît,  les  boules  se 
rapprochent,  le  manchon  descend  et  ouvre  plus  grande  la  valve 
d'admission. 

Pour  une  étude  plus  approfondie  de  ces  appareils,  nous  renver- 
rons au  Cours  professé  par  Poncelet  à  l'École  de  Metz,  et  à  la 
Mécanique  de  Bour. 
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